Gravitatie en kosmologie maandag 28 oktober 2013

OPGAVEN WEEK 9

Opgave 1: Stel voor dat we leven op het oppervlak van een bol. We introduceren de gebruike-
lijke sferische codrdinaten (7,0, ¢) en laten (é,,ép, é4) de gebruikelijke set orthonormale sferische
basisvectoren zijn. Het lijnelement in sferische coérdinaten wordt dan gegeven door

d5 = dr é, +rdf ég + rsin0de é,. (1)

We beperken ons nu tot het oppervlak van de bol en leggen de conditie r = constant op. We
kiezen de coordinaten (z!,2%) = (0, ¢) op het boloppervlak. Het lijnelement op het oppervlak

van de bol kan in termen van de natuurlijke basisvectoren geschreven worden als
ds = dfey + d¢€¢, met €y = réy, €¢ =rsinf €p- (2)
Met deze definitie wordt het kwadratische lijnelement gegeven door

ds® = (rdf)* + (rsinfdg)>. (3)

(a) In termen van sferische codrdinaten (7,6, ¢) kunnen we de positievector schrijven als
7= rsinf cos ¢i + rsin@sinqﬁj—i—rcos@lz. (4)

De drie natuurlijke basisvectoren worden gegeven door €, = 07/0r, €y = 07/00 en €, = 0r/d¢.
Bepaal deze vectoren en geef de lengte van elke vector. Merk op dat in het volgende alleen de
basisvectoren op het oppervlak, €y en €, relevant zijn.

(b) Bepaal de metrische tensor en haar inverse.
(c) Bereken alle Christoffelsymbolen Ffj waarbij de indices lopen over de verzameling (6, ¢).

Opgave 2: In deze opgave testen we onze kennis van het berekenen van covariante afgeleiden.
We gebruiken de geometrie van het oppervlak van een twee-dimensionale bol,

ds® = a*(d6* + sin® 0d¢?), (5)

en een vector V met componenten VA = (0,1). Bereken de vier componenten van VavP en
bereken dan de twee grootheden V9V¢v9 en V¢V9v9 en onderzoek of deze covariante afgeleiden
commuteren.

Opgave 3: Bereken de componenten van de divergentie voor sferische codrdinaten in de drie-
dimensionale euclidische ruimte. Hint: voor de covariante divergentie van vector V geldt V -V
en voor de componenten ervan V.. Zie bladzijde 114 van het dictaat voor een voorbeeld.



