
5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 815 De spe
iale relativiteitstheorie5.1 Historis
he introdu
tie en Einsteins postulatenDe relativiteitstheorie is geboren in het prille begin van de twintigste eeuw. De negentiende eeuwwas net ten eind gekomen, en de natuurkunde bevond zi
h in een unieke positie: voor het eerstin de ges
hiedenis leken alle fundamentele vraagstukken opgelost te zijn. Al in de 17e eeuw hadSir Isaa
 Newton (1643-1727) een theoretis
h model opgesteld waarmee beweging en kra
htenin detail konden worden berekend en voorspeld, samengevat in drie wetten die nu zijn naamdragen. Tezamen met Newtons universele wet van de zwaartekra
ht konden deze drie wettenzelfs de banen van de planeten om de zon perfe
t46 bes
hrijven. Ook konden deze wetten, wanneertoegepast op de aanname dat materie bestaat uit vele minis
ule deeltjes in 
onstante botsing,de wetten van de warmteleer reprodu
eren; hiermee was het vakgebied van de thermodynami
avrijwel geheel47 verklaard, wat een triomf is van de newtoniaanse bewegingsleer.Verder was er nog de theorie van de elektris
he en magnetis
he velden, onderzo
ht door Faraday,Oersted, Coulomb en Savart, en uiteindelijk halverwege de 19e eeuw tot een wiskundig geheelsamengesmeed door James Clerk Maxwell (1831-1879); de vier wetten van deze theorie dragennu zijn naam. Ook deze theorie, de elektrodynami
a geheten, was uitermate su

esvol. Hetbes
hrijft, onder andere, de intera
tie tussen elektri
iteit en magnetisme en laat zien dat zijeigenlijk een aspe
t zijn van een en dezelfde kra
ht. Ook laten de wetten van Maxwell zien datelektris
he en magnetis
he velden verstoord kunnen worden, en dat deze verstoring zi
h voort-plant met een snelheid van 299.800 kilometer per se
onde, een waarde nu universeel aangegevendoor de letter c.48 Dit is pre
ies de snelheid waarvan men al lang eerder gemeten had dat hetli
ht zi
h ermee voortplant, en de 
on
lusie werd dan ook al snel getrokken dat li
ht niets andersis dan een verstoring in het elektromagnetis
he veld. Al snel konden alle regels uit de lenzen- enspiegelleer afgeleid worden uit de elektrodynami
a, en hiermee werd het gehele vakgebied van deopti
a een solide fundament gegeven.Het was dan ook geen wonder dat de natuurkundigen aan het eind van de negentiende eeuwin een euforis
he staat verkeerden. Er waren weliswaar nog bepaalde berekeningen in detail uitte voeren, maar niets leek erop te wijzen dat er meer zou bestaan dan de elektromagnetis
hekra
ht en de zwaartekra
ht, en dat alle relaties tussen kra
hten en bewegingen bes
hreven kondenworden door de leer van Newton. Alle andere kra
hten en vers
hijnselen (li
ht, warmte, ..) warenal aangetoond een dire
t gevolg te zijn van de wetten van Newton of de wetten van Maxwell (ofeen 
ombinatie van beide), en er waren simpelweg weinig aanwijzingen om te vermoeden dat denatuur zi
h aan meer wetten hield dan deze.Er waren in het begin van de twintigste eeuw dan ook maar weinig natuurkundigen die zi
hrealiseerden dat er wel degelijk een fundamenteel probleem vers
holen zat in deze twee grotetheorieën. Het probleem zat hem niet in de theorieën afzonderlijk, maar in hun 
ombinatie.De wetten van Maxwell laten zien, zoals we besproken hebben, dat er golven bestaan die zi
hvoortplanten door de ruimte en dat zij dit doen met pre
ies de snelheid van het li
ht. Deelektrodynami
a zegt bovendien dat deze snelheid dezelfde is voor alle waarnemers, ook als dezezi
h ten opzi
hte van elkaar met 
onstante snelheid bewegen. Dat is op zi
hzelf wel wonderlijk,maar hoeft nog geen probleem te zijn (zolang het maar niet door experiment tegengesproken46Later zullen we zien dat er wel degelijk een afwijking bekend was van de planeetbanen zoals bes
hrevendoor newtoniaanse wetten, te weten de perihelium vers
huiving van Mer
urius. Het verklaren van deze afwij-king was een van de eerste experimentele veri�
aties van Einsteins theorie van de zwaartekra
ht: de algemenerelativiteitstheorie. We komen hier in latere hoofdstukken op terug.47Ook hier geldt een kleine opmerking: er waren enkele onduidelijkheden (zoals de Gibbs 
orre
tie fa
tor) dielater verklaard zijn door de quantumme
hani
a.48De keuze voor de letter c komt van het Griekse woord voor snelheid, 
eleritas.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 82wordt). Het probleem openbaart zi
h pas wanneer nu tegelijkertijd de wetten van Newton wordenbes
houwd: deze zeggen namelijk dat alle snelheden (ook die van het li
ht) wel degelijk behorente vers
hillen tussen waarnemers die zelf een snelheid hebben ten opzi
hte van elkaar: dit zitonmiskenbaar ingebouwd in de wetten van Newton. Het was dan ook duidelijk dat de wettenvan Newton en de wetten van Maxwell elkaar op enkele punten tegenspreken, en dat een vandeze sets aangepast zou moeten worden. Het bleken de wetten van Newton te zijn. Het is dezenoodzaak tot aanpassing die de jonge Albert Einstein in 1905 leidde tot de theorie die wij nu despe
iale relativiteitstheorie (SRT) noemen.Als startpunt van de SRT nam Einstein twee postulaten, twee prin
ipes waar geen bewijs vanbekend is, maar waarvan hij vermoedde dat de natuur die altijd in a
ht nam. Beide zijn gebaseerdop vermoedens gevoed door de elektrodynami
a, en beide zullen nu in zeker detail besprokenworden.De wetten van Maxwell laten zien dat een elektromagnetis
he verstoring zi
h voortplant metde snelheid van het li
ht ongea
ht met welke snelheid een waarnemer zelf beweegt. Dit is eenwonderlijk resultaat: als waarnemer A een foton voorbij ziet vliegen met de snelheid van hetli
ht, c, en een waarnemer B beweegt zi
h met een zekere snelheid v ten opzi
hte van A indezelfde ri
hting als het foton, dan zegt het `gezond verstand' dat waarnemer B het foton meteen snelheid c − v ziet bewegen. De wetten van Maxwell zeggen e
hter dat ook waarnemer Bhet foton met c ziet bewegen, en dat hetzelfde geldt voor alle waarnemers C, D, ... die zi
h meteen 
onstante snelheid bewegen ten opzi
hte van waarnemer A. Nogmaals: de verklaring voordit gegeven is niet bekend, maar Einstein nam het als een gegeven, een feit van de natuur. Hijbreidde het zelfs uit: waar de elektrodynami
a suggereert dat dit een eigens
hap is van louteren alleen het li
ht, nam Einstein aan dat alles wat zi
h met deze snelheid beweegt aan dezeeigens
hap voldoet. Dit vormt dan het eerste postulaat van de SRT:Postulaat 1: de li
htsnelheid heeft dezelfde waarde voor alle waarnemers die zi
h ten opzi
htevan elkaar bewegen met een 
onstante snelheid.Dit gegeven staat bekend als het prin
ipe van de invariantie van de li
htsnelheid. De fysis
he (enzelfs �loso�s
he!) impli
aties van dit postulaat zijn enorm, omdat het dire
t tot gevolg heeft datde duur van tijd en de grootte van afstanden niet hetzelfde kunnen zijn voor al deze waarnemers.Het tweede postulaat komt voort uit een andere eigens
hap van de elektrodynami
a. Zoalsverteld gaat de elektrodynami
a over de relatie tussen elektris
he velden en magnetis
he velden,waar een elektris
h veld een maat is voor de invloed van een stilstaand geladen deeltje op alleandere geladen deeltjes in zijn omgeving; een magnetis
h veld is een maat voor de invloed vaneen bewegend geladen deeltje op alle andere geladen deeltjes in zijn omgeving. Op het eerstegezi
ht lijken deze de�nities in elkaar over te gaan. Immers, een stilstaand deeltje kan ook gezienworden als een bewegend deeltje wanneer de waarnemer van een stilstaand geladen deeltje besluitmet 
onstante snelheid te gaan bewegen; dientengevolge zal het elektris
h veld van het deeltjegedeeltelijk overgaan in een magnetis
h veld. In zoverre lijkt het vers
hil tussen de twee veldensle
hts een keuze. E
hter, er is een heel fysis
h vers
hil tussen de twee velden, en dat is dat eenervan voldoet aan twee van de vier wetten van Maxwell, waar het andere veld voldoet aan detwee andere wetten van Maxwell, met fysis
h heel vers
hillende eigens
happen. Bovendien is hetgevolg van een elektris
h veld op een tweede geladen deeltje een kra
ht die parallel is aan hetelektris
he veld, waar het gevolg van een magnetis
h veld een kra
ht is die loodre
ht staat op hetmagnetis
he veld. Als het vers
hil tussen elektris
he en magnetis
he velden sle
hts een keuze isvan de snelheid van de waarnemer, hoe kan het dan zijn dat een fysis
h meetbaar vers
hijnsel alskra
ht op een geladen deeltje zo vers
hillend is? Blijkbaar is er wel degelijk een heel fundamenteelvers
hil tussen elektris
he en magnetis
he velden.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 83Ondanks dit s
hijnbare vers
hil, is er de volgende wonderlijke eigens
hap van de elektrodynami
a:als twee waarnemers, die relatief ten opzi
hte van elkaar bewegen met 
onstante snelheid, dewetten van Maxwell toepassen op een en hetzelfde systeem van geladen deeltjes, dan zullen zijtot dezelfde fysis
he resultaten komen, ongea
ht alle s
hijnbaar fundamentele vers
hillen tussenelektris
he en magnetis
he velden. De waarnemers vers
hillen dan wel van mening over welkeri
hting de kra
hten op wijzen, of de deeltjes al dan niet bewegen, en elektris
he velden voor de enewaarnemer zijn magnetis
he voor de ander, maar het totaal van al deze e�e
ten geeft uiteindelijkpre
ies dezelfde fysis
he voorspellingen. Hiermee wordt bedoeld dat als de twee waarnemers hunvoorspellingen 
orrigeren voor het feit dat zij met onderling snelheid bewegen ten opzi
hte vanelkaar, deze altijd pre
ies overeenkomen: de wetten van Maxwell kunnen dus worden toegepastdoor beide waarnemers zonder op onderlinge tegenstrijdigheden te stuiten. Blijkbaar maakt denatuur, in ieder geval wat elektromagnetis
he velden betreft, geen onders
heid tussen waarnemersmet onderlinge vers
hillende 
onstante snelheden. Einstein nam dit aan als een gegeven, en namaan dat dit geldt voor alle natuurkundige vers
hijnselen (niet alleen de elektromagnetis
he). Ditvormt het tweede postulaat van de SRT:Postulaat 2: de natuur maakt geen onders
heid tussen waarnemers die zi
h ten opzi
hte vanelkaar bewegen met 
onstante snelheid.Praktis
h betekent dit postulaat dat het onmogelijk is om via experimenten te bepalen of eenwaarnemer in absolute beweging is ten opzi
hte van een fysis
h systeem of niet: het vers
hiltussen vers
hillende waarnemers is fundamenteel niet meetbaar. Hierdoor is elke waarnemereven `
orre
t' als elke andere waarnemer die zi
h met 
onstante snelheid beweegt ten opzi
htevan de eerste. In het bijzonder betekent dit dat er geen waarnemersstelsel is ten opzi
hte waarvanfysis
he grootheden gemeten moeten worden: elk ander stelsel voldoet namelijk even goed. Degemeten waarden van de grootheden vers
hillen in het algemeen49 per waarnemer, maar de wettenwaaraan deze grootheden voldoen dienen allemaal pre
ies hetzelfde te zijn. Daarom moet bij elkemeting van een grootheid aangegeven worden ten opzi
hte van welke waarnemer het gemeten is.Dit wil zeggen: uitkomsten van metingen hebben nooit absolute betekenis, maar sle
hts louterrelatief. Dit postulaat staat daarom bekend als het relativiteitsprin
ipe. Dit levert een wiskundigvoors
hrift: teneinde een theorie te formuleren die voldoet aan het relativiteitsprin
ipe, moetende wiskundige wetten van deze theorie ges
hreven worden in een vorm die geen onders
heid maakttussen waarnemers met vers
hillende 
onstante snelheden. Dit zullen we dan ook expli
iet doenin het vervolg.5.2 Het minkowskilijnelementNu de twee postulaten van de SRT zijn gemotiveerd, kunnen we deze gaan gebruiken om derelatie tussen tijd en ruimte te onderzoeken, en de wetten van beweging af te leiden. Startpuntis het lijnelement
ds2 = gµνdxµdxν . (167)De metriek speelt zoals altijd de hoofdrol. In het geval van de SRT (en wanneer ges
hreven in
artesis
he 
oördinaten) wordt de metriek gegeven door

ηµν =









−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









. (168)49Er zijn uitzonderingen op deze regel: er bestaan ook grootheden die hetzelfde zijn voor alle waarnemers. Eenervan is al genoemd: de li
htsnelheid c.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 84Deze metriek draagt de naam minkowskimetriek, en wordt 
onventioneel aangeduid door degriekse letter η, oftewel gµν = ηµν . De inverse van de minkowskimetriek is eenvoudig te vinden,en blijkt pre
ies dezelfde vorm te hebben als de metriek zelf,
ηµν =









−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









. (169)Als we het lijnelement uits
hrijven vinden we:
ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (170)Dit kunnen we meteen gebruiken om een fysis
he interpretatie toe te kennen aan het lijnelement.Ten eerste kan worden opgemerkt dat de laatste drie termen pre
ies de stelling van Pythagorasvormen50. Dit betekent dat als een waarnemer de afstand tussen twee punten in ruimtetijdmeet, en dat op hetzelfde tijdstip doet, voor deze waarnemer geldt dat ds2 niets anders is dande afstand tussen deze twee punten. Verder kan worden opgemerkt dat als een waarnemer hettijdsvers
hil meet tussen twee gebeurtenissen en dat doet zonder ondertussen van positie teveranderen ten opzi
hte van de gebeurtenissen (dit wil zeggen: deze waarnemer is in rust tenopzi
hte van de gebeurtenissen!), de laatste drie termen van het lijnelement gelijk zijn aan nul;voor deze waarnemer geldt dus dat het lijnelement de interpretatie heeft van minus de verstrekentijd tussen twee gebeurtenissen. Het lijnelement is een maat voor de tijd verstreken tussen tweegebeurtenissen voor een waarnemer die in rust is ten opzi
hte van deze gebeurtenis.5.3 TijddilatatieWe zullen nu de eerste paar dire
te gevolgen van het minkowskilijnelement bes
houwen. Zoalsal eerder aangestipt, suggereert het eerste postulaat dat vers
hillende waarnemers van meningzullen vers
hillen over de afstand en het tijdvers
hil tussen twee gebeurtenissen. Allereerst zalhet e�e
t van tijddilatatie worden bes
houwd. Startpunt is het lijnelement
c2dτ2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (171)Hierin is dτ op te vatten als de tijd die verstrijkt op de klok van een waarnemer (W1) voor wiede twee gebeurtenissen plaatsvinden op dezelfde positie, en is dt de tijd die verstrijkt tussen diegebeurtenissen zoals gemeten door een andere waarnemer (W2). Wanneer nu de re
hterkant vandeze vergelijking gedeeld wordt door c2dt2, kan de relatie tussen verstreken tijd van de eerstewaarnemer (dτ) en die van de tweede waarnemer (W2) (dt) ges
hreven worden als

dτ = ±

√

1 −
(v

c

)2

dt. (172)Het plusmin-teken van deze uitdrukking is het wiskundige gevolg van het nemen van een wortel;fysis
h zijn we e
hter alleen geïnteresseerd in het plusteken, aangezien een minteken zou im-pli
eren dat de twee waarnemers tegengesteld lopende tijden ervaren. We zullen daarom vanafnu altijd het plusteken gebruiken. Verder is ges
hreven v ≡ dx
dt , oftewel het is de afstand tussende twee gebeurtenissen zoals gemeten door de tweede waarnemer, gedeeld door de tijdsduurzoals gezien door de tweede waarnemer (W2). Dit is de snelheid v waarmee deze waarnemerzi
h beweegt ten opzi
hte van de twee gebeurtenissen (en hiermee ook ten opzi
hte van de eerstewaarnemer, die immers stil staat ten opzi
hte van de gebeurtenissen). Uit de gevonden verge-lijking blijkt dat de twee waarnemers hun tijden vers
hillend registeren: de hoeveelheid tijd die50Merk op dat met de de�nitie dT ≡ ict, we het lijnelement kunnen s
hrijven als ds2 = dT 2 + dx2 + dy2 + dz2.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 85voor de ene waarnemer verstrijkt tussen twee gebeurtenissen is niet dezelfde als die voor de ander.De fa
tor (1 −
(

v
c

)2
)−1/2 is een maat daarvoor. Deze fa
tor wordt de lorentzfa
tor genoemd, enzal nog vaker voorkomen in de SRT; hij wordt 
onventioneel aangeduid met de letter γ, waarbij

γ ≡
1

√

1 −
(

v
c

)2
. (173)Merk alvast op dat deze fa
tor oneindig groot wordt als de twee waarnemers een onderlingesnelheid hebben gelijk aan c; verder kan al worden opgemerkt dat als de twee waarnemers eenonderlinge snelheid hebben groter dan c, de fa
tor imaginair wordt en daardoor nooit fysis
hrelevant kan zijn. Dit is een eerste hint dat de li
htsnelheid niet alleen invariant is, maar ookde maximale snelheid is die fysis
h mogelijk is. Voor het e�e
t van tijddilatatie is het alleennodig op te merken dat de lorentzfa
tor altijd groter is dan 1. Hieruit volgt dat dτ kleiner isdan dt, oftewel: de tijd verstreken tussen twee gebeurtenissen is voor de waarnemer die stilstaatten opzi
hte van de twee gebeurtenissen, kleiner dan voor de waarnemer die zi
h met snelheid vbeweegt ten opzi
hte van de gebeurtenissen (dτ < dt). Wat betekent dit nu fysis
h? Op eerstegezi
ht lijkt dit te betekenen dat de tijd sneller verloopt voor de eerste waarnemer dan voor detweede: immers, de eerste waarnemer heeft minder tijd nodig om van een gebeurtenis naar deandere te gaan. De 
on
lusie is e
hter net andersom, zoals een voorbeeld laat zien. Laat de eerstegebeurtenis het moment zijn waarop de twee waarnemers nog gelijk lopende klokken hebben, enwaarop beide waarnemers kijken naar de slinger van de klok van waarnemer W1, die net op hetpunt staat een slinger te maken. Na een zekere tijd T heeft de slinger de andere kant bereikt,gezien vanuit de waarnemer die de klok bij zi
h heeft: dτ = T . De stilstaande waarnemer W2kijkt ondertussen naar dezelfde klok (die zi
h ten opzi
hte van hem voortbeweegt met snelheid

v), en voor deze waarnemer doet de slinger er een tijd dt = γdτ over: langer. Dit wil dus zeggen,dat de stilstaande waarnemer observeert dat de voorbijvliegende klok langer nodig heeft dan Tom een enkele slinger te maken. De 
on
lusie van de stilstaande waarnemer zou dan ook zijndat de voorbijkomende klok te langzaam loopt. Dit is wat er bedoeld wordt met tijddilatatie:voor een stilstaande waarnemer lijkt een voorbij komende klok langzamer te lopen dan voor dewaarnemer die met de klok meebeweegt. Dit wordt vaak aangeduid met de slogan `bewegendeklokken lopen langzamer'; e
hter, de lading zou welli
ht beter gedekt zijn door de uitspraak `vooreen stilstaande waarnemer lijkt de bewegende klok langzamer te lopen'.Een vraag komt dan al snel op: loopt een bewegende klok nu `e
ht' langzamer dan de stilstaandeklok? Want goed bes
houwd hebben we hier alleen maar laten zien dat de bewegende kloklangzamer lijkt te lopen wanneer bekeken door een stilstaande waarnemer. Het antwoord is dater geen vers
hil is tussen langzamer lijken te lopen, en daadwerkelijk langzamer lopen: fysi
agaat immers alleen over gemeten e�e
ten, wat wil zeggen dat wij over alle e�e
ten die zi
h nietvia een meting openbaren, geen zinnige (dat wil zeggen testbare) uitspraak kunnen doen. Elkegemeten waarneming is net zo `waar' als elke andere gemeten waarneming. Het heeft dan ookgeen zin ons af te vragen of de slinger van een klok nu `e
ht' langzamer slingert wanneer hetbeweegt, of dat het alleen maar zo `lijkt' in onze waarneming: alleen onze meting geldt.Wat de relativiteitstheorie ons nu geleerd heeft, is dat de gemeten tijdsduur van een pro
esafhankelijk is van de snelheid van de waarnemer, en de vraag hoe snel een pro
es nu `e
ht' gaat,is onzinnig geworden. Dit is, zoals ook al genoemd in de dis
ussie over het relativiteitsprin
ipe,de kern van het woord `relativiteit': er is geen absoluut antwoord meer op de vraag wat de`werkelijke' waarde is van bepaalde grootheid; elke waarde is waarnemer-afhankelijk geworden,en elke gemeten waarde is even `waar'.Enkele laatste opmerkingen over tijddilatatie. Het moge duidelijk zijn dat dit vers
hijnsel nietste maken heeft met de me
haniek van de klokken. Het is een puur geometris
h vers
hijnsel, dire
t



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 86voortkomend uit de minkowskimetriek. Het vers
hijnsel beperkt zi
h dan ook niet tot klokken, engeldt voor elk fysis
h meetbaar tijdsvers
hil: de slinger van een klok, de duur van een harteklop,het verval van een atoomkern, de levensduur van een mens, het vallen van een steen, et
, allevers
hijnselen lijken langzamer te gaan voor een waarnemer, wanneer deze vers
hijnselen zi
hbewegen ten opzi
hte van deze waarnemer.5.4 Lorentz
ontra
tieEen tweede dire
t gevolg van het minkowskilijnelement is de lorentz
ontra
tie: afstanden tussengebeurtenissen zijn korter voor een waarnemer die beweegt ten opzi
hte van de gebeurtenissen.Startpunt is wederom het lijnelement en we kiezen de x-as als ri
hting van relatieve beweging.Er geldt
−c2dt2 + dx2 = −c2dt′2 + dx′2. (174)Om lorentz
ontra
tie aan te tonen bes
houwen we de volgende twee gebeurtenissen: de voorkantvan een lat passeert een waarnemer, en de a
hterkant van de lat passeert deze waarnemer. Voordeze waarnemer vinden de twee gebeurtenissen plaats op dezelfde positie, dus geldt dx′ = 0. Detijd die de lat erover doet om de waarnemer te passeren, dt′, kan gebruikt worden door dezewaarnemer als een maat voor de lengte van de lat. Als de lat passeert met een snelheid v,
on
ludeert deze waarnemer dat de lat een lengte heeft van L′ = vdt′. De re
hterkant van dezevergelijking kan dan ook worden ges
hreven als

−c2dt2 + dx2 = −
c2L′2

v2
. (175)De linkerkant van deze vergelijking heeft betrekking op een andere waarnemer die met de latmeebeweegt. Voor deze waarnemer vinden de twee gebeurtenissen (het de eerste waarnemerpasseren van voor en a
hterkant van de lat) plaats op een onderlinge afstand van L, de lengtevan de lat zoals gemeten door deze tweede waarnemer. De tijdsduur tussen de twee momenten, dtis e
hter anders voor deze waarnemer, omdat er een tijddilatatie optreedt51. Er geldt dt′ = γ−1dt.Als we dan vervolgens weer gebruiken dat de tijd dt′ een maat is voor de lengte L′ van de latzoals gemeten door de eerste waarnemer, dan kan vergelijking (175) ges
hreven worden als

−c2γ2 L′2

v2
+ L2 = −

c2L′2

v2
. (176)Dit is nu een relatie tussen de lengte van de lat zoals gemeten door de waarnemer die de latstil ziet staan, en zoals gemeten door de waarnemer die de lat ziet passeren met een snelheid v.Vereenvoudigd is deze relatie

L = γL′. (177)Wanneer herinnerd wordt dat γ altijd groter is dan 1, zien we nu dat de lengte van een lat korterlijkt voor iemand die de lat ziet bewegen, dan iemand die de lat in rust ziet. Dit is de lorentz-
ontra
tie: afstanden lijken korter wanneer waargenomen door een bewegende waarnemer. Merkop dat dit niet alleen geldt voor latten, maar natuurlijk voor alle fysis
h meetbare afstandsver-s
hillen. Net als tijddilatatie, is lorentz
ontra
tie een puur geometris
h e�e
t, een dire
t gevolgvan het minkowskilijnelement. Bovendien geldt ook hier weer dat er geen absoluut antwoord isop de vraag hoe lang een lat nu `e
ht' is: afstand is een snelheids-afhankelijke grootheid gewor-den, en kan dientengevolge alleen bepaald worden ten opzi
hte van een gegeven waarnemer: hetrelativiteitsprin
ipe!51De 
orre
te plaatsing van de lorentzfa
tor γ kan soms verwarrend zijn: welke waarnemer meet nu een langeretijdsduur? De vuistregel is altijd, dat de waarnemer die in rust is ten opzi
hte van de twee gebeurtenissen, dekortste tijdsduur meet tussen de twee gebeurtenissen. Dit betekent hier dat dt′

dt
< 1, wat aangeeft hoe de fa
tor

γ geplaatst dient te worden.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 875.5 De lorentztransformatiesUit het relativiteitsprin
ipe volgde al dat het lijnelement invariant dient te zijn onder transfor-maties van 
oördinaten. Dit betekent dat er een beperkte set waarnemers is die onderling hetminkowksilijnelement mogen gebruiken. We vragen ons af welke transformaties tussen waarne-mers het minkowskilijnelement niet van vorm doen veranderen.Wiskundig gezien is dan ook de vraag welke fun
ties x′ = x′(t, x, y, z), y′ = y′(t, x, y, z), z′ =
z′(t, x, y, z) de volgende vergelijking oplossen,

c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2dt′2 − dx′2 − dy′2 − dz′2. (178)Er zijn meerdere transformaties te bedenken die hieraan voldoen. De makkelijkste die we be-denken kunnen is dat we gewoon bij elke 
oordinaat een 
onstante optellen,
t′ = t + at, x′ = x + ax, y′ = y + ay, z′ = z + az. (179)Ingevuld in vergelijking (178) laat dire
t zien dat dit een oplossing is. Fysis
h betekent dezeoplossing niets anders dan dat de twee waarnemers een (vaste) afstand van elkaar staan (ax, ay, az),en dat de klok van een van de waarnemers een (vaste) hoeveelheid tijd voor of a
hter loopt opdie van de ander (at). Zulke transformaties noemt men translaties.Een tweede set transformaties die het lijnelement gegeven in vergelijking (178) invariant laten, kangevonden worden door veranderingen in de tijd en één van de plaats-
oördinaten (bijvoorbeeld

z) niet te bes
houwen. In dat geval moet voldaan worden aan
dx2 + dy2 = dx′2 + dy′2, (180)oftewel de som van twee kwadraten dient niet te veranderen. Deze vergelijking is eenvoudig opte lossen door te s
hrijven

x′ = Axx + Ayy y′ = Bxx + Byy, (181)waar Ax, Ay, Bx, By 
onstanten zijn. Ingevuld in vergelijking (180) laat dan zien dat voor deze
onstanten dient te gelden
A2

x + B2
x = 1, A2

y + B2
y = 1 AxAy = −BxBy. (182)Aan de eerste twee eisen kan dire
t voldaan worden: als een som van twee kwadraten een
onstante moet opleveren, dan ligt het voor de hand om sinussen en 
osinussen te proberen,aangezien voor deze fun
ties geldt cos2 α + sin2 α = 1 voor elke hoek α. Men kan dus kiezen

Ax = cos α,Bx = sinα en Ay = cos β,By = sin β om aan de eerste twee vergelijkingen te vol-doen; aan de derde vergelijking is dan ook voldaan wanneer gekozen wordt β = −α. Op dezemanier is de transformatie 
ompleet, en vinden we
x′ = (cos α)x + (sin α)y, y′ = (sin α)x − (cos α)y. (183)Deze transformatie 
orrespondeert met een draaiing om de z-as over een hoek α. Bijvoorbeeld,als die hoek π

2
is (een draaiing van 90◦), dan is x′ = y, en y′ = x: de twee waarnemers staan stilten opzi
hte van elkaar, maar zijn onderling 90◦ gedraaid. Transformaties als deze heten rotaties.In het voorgaande hebben we alleen een draaiing over de z-as bes
houwd, maar de uitbreidingnaar draaiingen over de andere assen zijn net zo eenvoudig te vinden.Een derde soort transformatie kan gevonden worden door nu niet de tijd en een plaats
oördinaat
onstant te houden, maar in plaats daarvan twee ruimtelijke 
oördinaten (bijvoorbeeld y en z).In dat geval dient de transformatie te voldoen aan

−c2dt′2 + dx′2 = −c2dt2 + dx2. (184)
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hrijven
ct′ = Atct + Axx, x′ = Btct + Bxx, (185)(waar At, Ax, Bt, Bx 
onstanten zijn) en in te vullen in vergelijking (184), wordt gevonden datde 
onstanten moeten voldoen aan

A2
t − B2

t = 1, −A2
x + B2

x = 1 AtAx = BtBx. (186)Deze keer zullen sinussen en 
osinussen niet voldoen, omdat hier nu het vers
hil van tweekwadraten een 
onstante moet zijn om aan de eerste twee vergelijkingen te voldoen. Dit ispre
ies wat de hyperbolis
he fun
ties cosh en sinh de�nieert: voor deze geldt namelijk dat
cosh2 η − sinh2 η = 1, voor elke waarde van η. Het ligt dan ook voor de hand te kiezen
At = cosh η,Bt = sinh η en Ax = sinh ρ,Bx = cosh ρ zodat aan de eerste twee vergelijkin-gen is voldaan. Aan de derde vergelijking kan vervolgens voldaan worden door ρ = η te kiezen.Hiermee is dan de transformatie 
ompleet, en vinden we

ct′ = (cosh η)ct + (sinh η)x, x′ = (sinh η)ct + (cosh η)x. (187)Wiskundig is dit een draaiing in ruimtetijd, maar dan over een `hyperbolis
he hoek' η in plaats vaneen normale. Maar wat betekent dit fysis
h? Met name: wat is de betekenis van de hyperbolis
hehoek η? Dit kan worden gevonden door de tijddilatatie te bes
houwen: we hadden al gezien datde tijden van twee waarnemers die met snelheid v ten opzi
hte van elkaar bewegen, gerelateerdzijn via vergelijking (172). Als we de di�erentiaalvorm nemen van vergelijking (187) en kiezen
dt′ = dτ , dan kunnen we de eerste uitdrukking in vergelijking (187) s
hrijven als

dτ = (cosh η)dt + (sinh η)
1

c
dx (188)Kwadrateren, delen door dt2 en vergelijken met de tijddilatatie formule geeft dan

cosh2 η +
(v

c

)2

sinh2 η + 2
(v

c

)

cosh η sinh η = 1 −
(v

c

)2

. (189)Dit is een kwadratis
he vergelijking voor de variabele v
c , en geeft een relatie tussen de snelheid

v en de hyperbolis
he hoek η. Zo is al meteen te zien dat η niets anders is dan een ingewikkeldemanier om de snelheid tussen twee waarnemers te bes
hrijven52. Wat de pre
ieze relatie is tussen
v en η vraagt nog een beetje meer rekenwerk. Allereerst moet vergelijking (189) hers
hrevenworden tot

(v

c

)2

(1 + sinh2 η) + 2
(v

c

)

(cosh η sinh η) + (cosh2 η − 1) = 0

⇒
(v

c

)2

(cosh2 η) + 2
(v

c

)

(cosh η sinh η) + (sinh2 η) = 0. (190)waar in de laatste stap de relatie cosh2 η− sinh2 η = 1 is gebruikt. Deze vergelijking kan wordenopgelost voor v
c met behulp van de ab
-formule. Het resultaat is het dire
te verband tussen v

cen η,
(v

c

)

= −
sinh η

cosh η
≡ − tanh η ⇒ η = −arctanh

(v

c

) (191)52Deze alternatieve maat voor de snelheid wordt in sommige takken van de fysi
a meer gebruikt dan de snelheid
v; hij heeft als naam de rapidity. De reden voor deze voorkeur is dat de snelheid v tussen waarnemers nooit groterkan zijn dan de li
htsnelheid, terwijl de rapidity wel degelijk ∞ groot kan worden. Dit heeft soms rekenkundigevoordelen.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 89Dit kan nu worden gebruikt om de transformatievergelijking (191) uit te drukken in de snelheid
v, wat vaak een inzi
htelijker grootheid is dan de hyperbolis
he hoek η. Hiervoor kunnen devolgende rekenregels worden gebruikt53,

cosh
(

−arctanh
(v

c

))

=

√

1

1 −
(

v
c

)2
= γ

sinh
(

−arctanh
(v

c

))

= −
(v

c

)

√

1

1 −
(

v
c

)2
= −

(v

c

)

γ. (192)Merk op dat de lorentzfa
tor γ hier op natuurlijke wijze zijn intrede doet. Hiermee is dangevonden dat de transformaties tussen de twee waarnemers gegeven worden door
cdt′ = γ

(

cdt −
(

v
c

)

dx
)

dx′ = γ(dx − vdt)
dy′ = dy
dz′ = dz,















→









x0′

x1′

x2′

x3′









=









γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

















x0

x1

x2

x3









→ xµ′

= Λµ′

νx
ν(193)(waar de relaties tussen de y en z afstanden ook weer zijn toegevoegd). Hierbij is β = v/c desnelheid als fra
tie van de li
htsnelheid. Verder gebruiken we xµ met x0 = ct, x1 = x, x2 = y en

x3 = z, alsook de transformatiematrix Λν′

µ.De inverse transformaties kunnen we vinden door v door −v te vervangen. We vinden
cdt = γ(cdt′ + βdx′)
dx = γ(dx′ + vdt′)
dy = dy′

dz = dz′,















→









x0

x1

x2

x3









=









γ βγ 0 0
βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

















x0′

x1′

x2′

x3′









→ xµ = Λµ
ν′x

ν′

.(194)We zien dan dat vergelijking (193) ges
hreven kan worden als xµ′

= Λµ′

νxν , terwijl voor de inverserelaties (194) geldt xµ = Λµ
ν′xν′ . Deze vergelijkingen heten de lorentztransformaties, en speleneen hoofdrol in de SRT. Fysis
h stellen zij het vers
hil voor tussen afstanden en tijdsduren zoalsgemeten door waarnemers die zi
h ten opzi
hte van elkaar bewegen met een 
onstante snelheid

v in x-ri
hting. Zulke vergelijkingen zijn eenvoudig af te leiden voor waarnemers die zi
h metsnelheid v in andere ri
htingen bewegen. Tezamen met de translaties in alle ri
htingen en derotaties om de drie ruimte-assen, vormen de lorentztransformaties de volledige set transformatiesdie het lijnelement niet veranderen, oftewel: onder deze transformaties is het relativiteitprin
ipeveilig gesteld. De 
on
lusie is dan ook de volgende: zolang waarnemers maar louter getransla-teerd en/of geroteerd zijn ten opzi
hte van elkaar, of alleen met 
onstante snelheid ten opzi
htevan elkaar bewegen, kunnen zij allen het minkowskilijnelement blijven gebruiken, en gelden dusalle wetten afgeleid in dit hoofstuk voor de 
oördinaatsystemen voor al zulke waarnemers. Zulkestelsels noemen we inertiaalstelsels. Dit is wat de spe
iale relativititeitstheorie het predikaat`spe
iaal' geeft: alle wetten afgeleid gelden voor een beperkte set waarnemers. In latere hoofd-stukken zullen we onze bevindingen uitbreiden naar alle waarnemers, leidend tot de theorie vande algemene relativiteit. Voor nu zullen we in de rest van dit hoofdstuk altijd louter inertiaal-stelsels bes
houwen: vanaf nu zal er met `waarnemer' een waarnemer bedoeld worden die zi
h ineen inertiaalstelsel bevindt.53Deze rekenregels zijn eenvoudig te bewijzen met behulp van de de�nities: cosh x ≡
1

2
(ex + e−x), sinh x ≡

1

2
(ex

− e−x), arctanh x = 1

2
ln( 1+x

1−x
)



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 90De lorentztransformaties geven ons alle mogelijke relaties tussen de tijdsduren en afstandenzoals gemeten door vers
hillende waarnemers die zi
h bewegen met snelheid v ten opzi
hte vanelkaar. Twee spe
i�eke voorbeelden van zulke relaties hadden we al eerder gezien, toen nogdire
t afgeleid uit het minkowskilijnelement: de tijddilatatie en de lorentz
ontra
tie. Deze liggendan ook automatis
h opgesloten in de lorentztransformaties. Voor tijddilatatie hoeven we alleenmaar te kijken naar het spe
iale geval dat een van de waarnemers een tijdsduur meet tussentwee gebeurtenissen die ten opzi
hte van hem op een en dezelfde positie plaatsvinden, zodat
dx = 0; voor deze waarnemer s
hrijven we dt = dτ ; er volgt dan dire
t uit vergelijking (194) dateen andere waarnemer een tijdsduur meet tussen deze twee gebeurtenissen gelijk aan dt′ = γdτ .Dit is pre
ies de tijddilatatieformule in vergelijking (172). Verder, om de lorentz
ontra
tie af teleiden uit de lorentztransformaties hoeft alleen naar het spe
iale geval gekeken te worden dat detwee gebeurtenissen de metingen zijn van voor- en a
hterkant van een lat door een waarnemerdie deze metingen doet op een en hetzelfde tijdstip (immers: als dat niet het geval is, zal de lat`voorbij' vliegen in de tijd die deze waarnemer wa
ht tussen meting van voor- en a
hterkant, enstelt de afstand tussen gemeten positie van voor- en a
hterkant dus niet meer de lengte van delat voor). Voor deze waarnemer geldt dan ook dt = 0, en zal de lengte van de lat gegeven zijndoor dx = L; volgens vergelijking (194) meet de waarnemer in rust ten opzi
hte van de lat eenlengte van dx′ = L = γL. Dit is pre
ies de lorentz
ontra
tie formule, vergelijking (177).De tijddilatatie en lorentz
ontra
tie zijn sle
hts spe
iale gevallen van de lorentztransformaties,een set algemene relaties tussen tijdsduren en afstanden zoals gemeten door waarnemers diebewegen ten opzi
hte van elkaar met een snelheid v.5.6 Invariantie van de li
htsnelheidWe zijn nu op het punt aangekomen dat we ons kunnen buigen over de vraag hoe snelhedenveranderen tussen waarnemers die zi
h bewegen ten opzi
hte van elkaar. Snelheid is niets andersdan een verandering van positie gedeeld door de verstreken tijd benodigd om de afstand tussende begin- en eindposities te overbruggen. Maar zoals al gezien, zijn afgelegde afstanden enverstreken tijden niet meer absoluut: zij vers
hillen van waarnemer tot waarnemer. Het is danook te verwa
hten dat het 
on
ept gemeten snelheid op een nieuwe manier zal transformerentussen vers
hillende waarnemers. Hiervoor bes
houwen we twee waarnemers, 1 en 2, die tenopzi
hte van elkaar bewegen met een 
onstante snelheid v. Beiden kijken naar een bewegenddeeltje, en meten daar de snelheid van, waarbij u1 de snelheid is zoals gemeten door waarnemer1, en u2 de snelheid zoals gemeten door waarnemer 2. De vraag is nu hoe deze twee gemetensnelheden zi
h tot elkaar verhouden.Per de�nitie is de snelheid zoals gemeten door waarnemer 2 gegeven door

u2 ≡
dx2

dt2
. (195)De transformatie tussen tijd- en positievers
hillen wordt gegeven door de lorentztransformatie,vergelijking (194); teller en noemer kunnen dan ook dire
t worden ingevuld, en worden uitgedruktin de gemeten afstand en verstreken tijd dx1 en dt1 zoals gemeten door waarnemer 1. Dit levert

u2 =
γ

γ

dx1 + vdt1

dt1 +
(

v
c2

)

dx1

=

dx1

dt1
+ v

1 +
(

v
c2

)

dx1

dt1

=
u1 + v

1 +
(

v
c2

)

u1

, (196)waarin is gebruikt dat dx1 gedeeld door dt1 pre
ies de snelheid u1 is zoals gemeten door waarne-mer 1.Dit is de zogenaamde regel van Einstein voor het samenstellen van snelheden: gegeven de snelheid
u1 van een obje
t zoals gemeten door waarnemer 1, geeft deze formule ons de snelheid u2 van
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t zoals gemeten door waarnemer 2 die zi
h zelf met snelheid v beweegt ten opzi
hte vanwaarnemer 1. Voor kleine snelheden gaat de relatie over in de normale optelling van snelhedenin de klassieke me
hani
a: u2 = u1 + v.Een aantal interessante eigens
happen kan nu worden opgemerkt. Zo kan eenvoudig wordenaangetoond dat als een waarnemer een deeltje ziet bewegen met een snelheid lager dan de li
ht-snelheid (oftewel u1 < c), elke andere waarnemer dit deeltje ook ziet bewegen met een snelheidlager dan de li
htsnelheid (u2 < c). Ook kan worden aangetoond dat als een waarnemer hetdeeltje ziet bewegen met een snelheid hoger dan de li
htsnelheid, elke andere waarnemer ditdeeltje ook ziet bewegen met een snelheid hoger dan de li
htsnelheid. Dit laatste is overigensalleen wiskundig waar: het zal later worden aangetoond dat niets sneller kan gaan dan het li
ht54.Het belangrijkste gevolg van Einsteins snelheidsregel is dat alle waarnemers dezelfde snelheidvoor een li
htsignaal zullen meten, ongea
ht de onderlinge snelheden tussen deze waarnemers:voor elke waarnemer zal een foton zi
h voortplanten met snelheid c. Neem als bewegend obje
teen foton, dat voor waarnemer 1 met een snelheid van u1 = c beweegt. Einsteins snelheidsregelzegt dan vervolgens dat ook waarnemer 2 dit foton met snelheid u2 = c ziet bewegen,
u2 =

u1 + v

1 +
(

v
c2

)

u1

|u1=c =
c + v

1 +
(

v
c

) = c. (197)Dit betekent dat li
ht zi
h altijd (dit wil zeggen voor elke waarnemer in elk inertiaalsysteem)met de li
htsnelheid voortbeweegt! Stel dat waarnemer 1 een li
htstraal afvuurt. De fotonensnellen met de li
htsnelheid weg ten opzi
hte van waarnemer 1. Waarnemer 2 besluit om methoge snelheid het li
ht a
hterna te gaan. Hiertoe beweegt hij bijvoorbeeld met 99 % van desnelheid ten opzi
hte van waarnemer 1. Als hij nu een meting uitvoert van de snelheid van deli
htbundel uitgezonden door waarnemer 1, meet hij to
h weer dezelfde snelheid c. Ten opzi
htevan het li
ht heeft hij geen enkele vordering gemaakt! De snelheid v tussen de twee waarnemersblijkt geheel irrelevant (hij werd weggedeeld in de laatste stap). Blijkbaar maakt het niet uithoe snel de twee waarnemers zi
h bewegen ten opzi
hte van elkaar: als een van hen een fotonziet dat met de li
htsnelheid gaat, dan ziet elke andere waarnemer dit ook. De 
on
lusie is danook: li
ht gaat voor elke waarnemer met de li
htsnelheid. Men zegt ook wel: de li
htsnelheid isinvariant. Op deze manier hebben we Einsteins oorspronkelijke eerste postulaat teruggevonden,louter en alleen door uit te gaan van de minkowskimetriek en het relativiteitsprin
ipe.Tijddilatatie kan ook dire
t worden afgeleid uit de 
onstantheid van de li
htsnelheid voor ver-s
hillende waarnemers. Om dit duidelijk te maken bes
houwen we een eenvoudige klok gebaseerdop re�e
terend li
ht. De klok is weergegeven in Fig. 39. Elke kloktik 
orrespondeert met deheen- en terugreis van een foton tussen de spiegels. Voor een stilstaande klok duurt een kloktik
∆t2L

c s. Als de klok beweegt met snelheid v, dan moet het li
ht een langere weg a�eggen omde heen- en terugreis te maken. De geometrie laat toe om de kloktik van de bewegende klokte bepalen. Er geldt ∆t′ = 2D
c en de diagonale afstand D kan met behulp van de stelling vanPythagoras bepaald worden als D =

√

L2 + 1

4
v2(∆t′)2. Invullen en oplossen van ∆t′ levert

∆t′ = 2L
c

1
√

1− v2

c2

= γ∆t. We vinden hiermee weer de formule voor tijddilatatie.Een goed voorbeeld van tijddilatatie zijn muonen die ge
reëerd worden in de buitenste laag van deaardatmosfeer en ri
hting de aarde bewegen. Vanwege tijddilatatie is hun levensduur beduidendlanger dan de levensduur zoals die op aarde (in het rustsysteem van de muonen) gemeten wordt:2.2 µs. Dit laat toe dat dergelijke kosmis
he muonen een grotere weg a�eggen en het oppervlak54Dit geldt in de 
onventionele leer van de natuurkunde. Er zijn wel degelijk exotis
he theorieën waarin deeltjesbestaan die sneller gaan dan het li
ht (de zogenaamde ta
hyonen); e
hter, theorieën met ta
hyonen hebbendoorgaans de eigens
hap instabiele materie te voorspellen. Zulke deeltjes zullen daarom niet worden bes
houwd.
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Figuur 39: Een klok gebaseerd op een foton dat re�e
teert tussen twee spiegels. Links: de klokis in rust en een kloktik komt overeen met de vlu
httijd van het foton. Re
hts: een waarnemerdie een bewegende klok ziet, meet dat deze klok langzamer loopt.van de aarde bereiken kunnen. Voor een waarnemer die meereist met een muon nadert de aardemet een snelheid in de buurt van de li
htsnelheid, maar kan de afgelegde weg desondanks nietmeer dan c∆t = (3 × 108 m/s)(2.2 × 10−6) = 660 m a�eggen. To
h bereiken deze muonenhet aardoppervlak, terwijl de afstand van de buitenste laag van de atmosfeer tot het oppervlakongeveer 20 km is. De verklaring is dat deze lengte van 20 km voor de meereizende waarnemerlorentz-ge
ontraheerd is tot minder dan 660 m.We kunnen onze li
htklok ook gebruiken om lorentz
ontra
tie te begrijpen. We tonen de ge-ometrie in Fig. 40. Twee waarnemers A en B hebben een relatieve snelheid v ten opzi
hte van
(a)
 (b)
 (
c
)


Figuur 40: Een klok gebaseerd op een foton dat re�e
teert tussen twee spiegels. Panel (a):uiteinde 1 van de staaf passeert waarnemer A; panel (b): uiteinde 2 passeert A; panel (
): desituatie zoals gezien door waarnemer B.elkaar. Waarnemer B houdt een staaf vast in de ri
hting van v. We bes
houwen eerst de situatievanuit waarnemer A. Panel (a) toont de situatie waarbij uiteinde 1 van de staaf waarnemer Apasseert. Op dat moment stuurt A een li
ht�its in de ri
hting van de spiegel. In panel (b) wordtde situatie getoond waarbij uiteinde 2 van de staaf waarnemer A passeert. De afstand tussenwaarnemer A en de spiegel is dusdanig dat pre
ies op dit tijdstip de li
ht�its weer bij A aankomt.Voor A is er inmiddels een tijd ∆t′ verstreken. Waarnemer A die de lengte van een ten opzi
htevan hem bewegende staaf meet, 
on
ludeert dus dat de lengte van de staaf L′ gegeven wordtdoor L′ = 2v∆t′. Panel (
) s
hetst de situatie voor de met de staaf meebewegende waarnemer
B. Door te kijken naar dezelfde li
htklok meet B de lengte van de staaf als L = 2v∆t, waarbij
∆t de tijdspanne verstreken op zijn klok is. Vervolgens gebruikt hij de tijddilatatie formule,
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∆t = γ∆t′ (merk op dat waarnemer B de tijd van een voor hem bewegende klok gebruikt!) envindt L′ = L

√

1 − v2

c2
= L

γ .5.7 Verlies van universele de�nitie van tijd en gelijktijdigheidAls twee gebeurtenissen plaatsvinden op vers
hillende plaatsen, maar een waarnemer meet datze gelijktijdig gebeuren, dan kan het zo zijn dat een andere waarnemer (die beweegt ten opzi
htevan de eerste) meet dat ze voor hem niet gelijktijdig gebeuren. We noemen dit het verlies vangelijktijdigheid. Voor Newton en Galileo hadden voor en na een invariante betekenis: iedereenzou het erover eens zijn dat gebeurtenis A plaatsvond vóór gebeurtenis B. Dit lijkt alleen maarlogis
h omdat A wel eens de reden kan zijn dat B gebeurt, en het zou weleens tegenstrijdig kunnenzijn als iemand anders bepaalt dat B vóór A heeft plaatsgevonden. In de SRT is het alleen vereistdat de begrippen vóór en na nodig zijn als de gebeurtenissen elkaar kunnen beïnvloeden. Dusals A de gebeurtenis B kan veroorzaken, dan moet iedereen het erover eens zijn dat A eerderwas. E
hter A kan alleen B veroorzaken als li
ht (of een langzamer signaal) kan reizen van Anaar B: geen enkele invloed kan sneller reizen dan het li
ht. Derhalve, als B te ver verwijderdis om li
ht van A te ontvangen tegen de tijd dat B plaatsvindt, dan is er geen logis
he redendat vers
hillende waarnemers het erover eens moeten zijn welke van de gebeurtenissen het eerstplaatsvond.Gebeurtenissen die op dezelfde tijd maar op vers
hillende posities plaatsvinden, zoals gezien dooreen waarnemer, zijn pre
ies van dit soort: geen van beide kan de ander veroorzaken. Daaromgeeft de SRT ze geen unieke volgorde: voor de ene waarnemer gebeuren ze gelijktijdig, voor eenander gebeurt A eerst, en voor een derde kan B eerst gebeuren. E
hter alle drie de waarnemerszullen het erover eens zijn dat li
ht niet van de ene naar de andere gebeurtenis kan reizen, en erdus geen 
ausaal verband tussen beide gebeurtenissen kan zijn.Als e
hter li
ht kan reizen van A naar B, dan zullen alle waarnemers het hierover eens zijn engebeurt B later dan A (maar wel met vers
hillende tijddilatatie e�e
ten). Dus SRT behoudthet begrip van vóór en na, van toekomst en verleden, maar het past deze relatie niet toe op allemogelijke paren gebeurtenissen.Dit betekent dat het niet mogelijk is om Newtons idee van een drie-dimensionale absolute ruimtete handhaven, met tijd als alleen een parameter. In Newtons wereld zal iedereen het erover eenszijn hoe ruimte eruit ziet op een gegeven tijdstip. In Einsteins wereld is er alleen ruimtetijd,het vier-dimensionale 
ontinuüm van alle gebeurtenissen die op elk mogelijk tijdstip kunnenplaatsvinden. Gebeurtenissen zijn de punten in ruimtetijd. Een waarnemer zal een bepaaldeverzameling gebeurtenissen groeperen in de drie-dimensionale ruimte op een bepaald tijdstip.E
hter een andere waarnemer kan evenwel besluiten dat een andere verzameling gebeurtenissenruimte vertegenwoordigt op een bepaald tijdstip.Twee gebeurtenissen die geen 
ausaal verband met elkaar kunnen hebben, worden ruimtelijkges
heiden in ruimtetijd genoemd. Twee gebeurtenissen die verbonden kunnen worden dooriets dat reist met een snelheid lager dan de li
htsnelheid worden tijda
htig ges
heiden genoemd.Gebeurtenissen die verbonden kunnen worden door één enkel foton worden li
hta
htig ges
heidengenoemd. Relativiteitstheorie mengt de begrippen ruimte en tijd. Als we het gezi
htspunt vande waarnemer veranderen dan is er een transformatie van hoe we ruimte van tijd onders
heiden(zie vergelijkingen (194), hoe we tijdvers
hillen behandelen en hoe we afstanden meten. Dit alleswordt door de lorentztransformaties uitgedrukt.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 945.8 RuimtetijdHier stellen we ons wederom de vraag: wat is ruimtetijd? Waarom is het onjuist om overruimte en tijd als aparte grootheden te spreken in plaats van over ruimtetijd als geheel? Inde natuurkunde van Aristoteles werd ruimte voorgesteld als een Eu
lidis
he drie-dimensionaleruimte E
3. De punten van de ruimte behouden hun identiteit van het ene moment op het andere.Stel een deeltje bevindt zi
h in rust op een bepaald ruimtelijk punt. We nemen dan aan datwanneer we dit ruimtelijk punt nu bes
houwen en ook op een later tijdstip, we te maken hebbenmet hetzelfde ruimtelijk punt. Ons beeld van realiteit 
orrespondeert dan met het s
herm ineen bios
oop, waar een bepaald punt op het s
herm zijn identiteit behoudt wat er ook op dats
herm geproje
teerd wordt. Evenzo wordt tijd voorgesteld als een Eu
lidis
he ruimte, maar datis de triviale E

1 één-dimensionale ruimte55. De Eu
lidis
he ruimte geeft een de�nitie van hetbegrip afstand tussen punten. Verder is er een begrip van gelijktijdigheid. Het is dus absoluutzinvol om te spreken van gebeurtenissen die gelijktijdig hier en elders plaatsvinden. Om in debeeldspraak van de bios
oop te blijven: als we een bepaald frame van de �lm bes
houwen danworden alle gelijktijdige gebeurtenissen op vers
hillende plaatsen op het s
herm geproje
teerd.De ruimtetijd van Aristoteles is het produ
t
A = E

1 × E
3. (198)Het is eenvoudig de ruimte opgespannen door de paren (t, ~x), met t een element van E

1, een tijd,en ~x een element van E
3, een punt in de ruimte. Deze ruimtetijd wordt weergegeven in Fig. 41(linker �guur). Laten we nu eens kijken wat Galileo's relativiteitsprin
ipe voor een gevolg heeft

Figuur 41: Links: de ruimtetijd van Aristoteles A = E
1 × E

3 bestaat uit paren (t, ~x). Re
hts:de ruimtetijd van Galileo, G, is een �berruimte. Er is geen puntsgewijze 
onne
tie tussen ver-s
hillende E
3 �bers: er bestaat geen absolute ruimte! Er is e
hter wel een unieke tijd voor elkeruimtetijd gebeurtenis: absolute tijd bestaat.op ons begrip van ruimtetijd. Galileo vertelt ons dat de dynamis
he wetten hetzelfde zijn in elkinertiaalsysteem. Er is niets in de natuurkunde dat gebruikt kan worden om een systeem van rustte onders
heiden van een systeem dat met uniforme snelheid beweegt. Dit betekent dat er geendynamis
he betekenis is in het stellen dat een bepaald ruimtelijk punt op dit moment hetzelfdeis als het ruimtelijk punt een moment later. Het is zinloos te stellen dat het ruimtelijk puntwaar mijn ko�ekop zi
h nu bevindt, hetzelfde ruimtelijk punt is een minuut later. Gedurendedeze minuut is de aarde om zijn as geroteerd en in dat systeem is mijn ko�ekop op een anderruimtelijk punt. E
hter de aarde draait ook om de zon en dat levert weer een ander punt op.55Tijd wordt door Aristoteles niet voorgesteld als een kopie van de reële lijn R, want R bevat het voorkeurse-lement 0. Er is e
hter geen sprake van een voorkeur voor een oorsprong in de bes
hrijving van dynamis
heobje
ten.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 95Kortom, de analogie van een proje
ties
herm is onjuist! We hebben niet één enkele Eu
lidis
heruimte E
3 als de arena waarin de a
ties van de fysis
he wereld zi
h in de tijd afspelen. We hebbenvers
hillende E

3s voor elk tijdstip en er is geen natuurlijke identi�
atie tussen deze vers
hillende
E

3s. Wiskundig gezien is Galileo's ruimtetijd G geen produ
truimte E
1 × E

3, maar iets datwiskundigen een �berbundel noemen met als basis E
1 en �ber E

3. De situatie is ges
hetst inFig. 41 (re
hter �guur). Een �berbundel heeft geen puntgewijze 
onne
tie tussen één �ber en devolgende. Desalnietemin vormen de �bers samen een geheel. Aan elk ruimtetijd element van Gwordt een tijd toegekend, en deze laatste is een element van de `klokruimte' E
1.Het bestaan van een li
htsnelheid die voor elke waarnemer hetzelfde is, heeft het verdwijnen vande absolute tijd tot gevolg. In Fig. 42 nemen we een gebeurtenis P in ruimtetijd en bes
houwenwe alle li
htstralen die door P gaan voor elke ri
hting (zie Fig. 42a). We kunnen ruimtetijdvoorstellen door horizontaal de x en y ri
hting uit te zetten, terwijl we de tijd
oördinaat (ct)verti
aal kiezen. De li
htstralen vormen een kegel in ruimtetijd, de zogenaamde li
htkegel. Als wede li
htsnelheid als fundamenteel nemen, dan betekent dit dat we de li
htkegel als fundamenteelnemen. De li
htkegel de�nieert een stru
tuur in de tangentenruimte TP die hoort bij P. De

  (a)
   (b)
   (
c
)
Figuur 42: De li
htkegel spe
i�
eert de fundamentele snelheid van het li
ht. In (a) worden debanen van de uitgezonden fotonen ruimtelijk ges
hetst als een bol die expandeert vanuit punt
P. In (b) zien we dat in ruimtetijd de fotonen een kegel uitsnijden. In (
) zien we dat de kegelruimtetijd opsplitst in een verleden en een toekomst. De wereldlijn van een massief deeltje in
P heeft een ve
tor die naar de toekomst wijst en tijda
htig is. Deze ve
tor ligt dus binnen detoekomst li
htkegel van P.li
htkegel wordt gevormd door gebeurtenissen waarvoor geldt

s2 = c2∆t2 − ∆r2 = 0. (199)Gebeurtenissen die van P ges
heiden zijn door een tijda
htig interval, vallen binnen de li
htkegelen er geldt s2 > 0 → c2∆t2 > ∆r2. Dergelijke gebeurtenissen kunnen 
ausaal verbondenzijn. Dat is niet mogelijk voor zogenaamde ruimtelijk ges
heiden gebeurtenissen die buiten deli
htkegel vallen. Hiervoor geldt s2 < 0 → c2∆t2 < ∆r2.Merk op dat de li
htkegel uit twee delen bestaat: een verleden kegel en een toekomst kegel. Wekunnen ons de verleden kegel voorstellen als de ges
hiedenis van een li
ht�its die implodeert op
P. De toekomst kegel zien we als een li
ht�its die explodeert vanuit punt P. Fotonen liggen op derand van de kegel, terwijl de wereldlijnen van massieve deeltjes die door P gaan, binnen de kegeldienen te liggen. De stru
tuur van ruimtetijd in de SRT is zodanig dat voor elke gebeurtenisvan ruimtetijd een li
htkegel bestaat die voor deze gebeurtenis de 
ausale stru
tuur bepaalt. Wezullen dit uitdiepen in de volgende se
tie.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 965.9 RuimtetijddiagrammenWe gebruiken ruimtetijddiagrammen om gebeurtenissen in de vierdimensionale ruimtetijd tebes
hrijven. In een ruimtetijd diagram (ook wel minkowskidiagram genoemd) tonen we eenruimtelijke dimensie op de x-as en de tijd op de y-as. Een ruimtetijd diagram stelt typis
h het
oördinatenstelsel van een waarnemer voor. Deze waarnemer is dan zelf in rust in dit systeem enzijn wereldlijn 
orrespondeert met de tijd-as. Typis
h wordt verti
aal niet t, maar ct uitgezet,zodat de wereldlijn van een foton een re
hte lijn wordt met een helling van 45◦.We beginnen met het verhelderen van het vers
hil tussen de ruimtetijd van Galileo en die van deSRT. In de linker �guur stelt de s
huine lijn de tijd-as voor van een waarnemer die ten opzi
hte

(a)
 (b)
Figuur 43: Links: in de klassieke me
hani
a heeft een gebeurtenis A plaats op hetzelfde tijdstip.Re
hts: in de SRT kennen vers
hillende waarnemers vers
hillende tijden toe aan gebeurtenis A.van het 
oördinatensysteem beweegt met snelheid v. Op tijdstip x = x′ = t = t′ = 0 vallenbeide 
oördinatensystemen samen. De as van de bewegende waarnemer staat niet loodre
ht opde x-as en de tijds
haal is uitgerekt. Beide waarnemers observeren gebeurtenis A en kennen erdezelfde tijd aan toe, omdat de klassieke me
hani
a een absolute tijd t = t′ voor gebeurtenissenkent. De plaats is vers
hillend omdat de bewegende waarnemer naar gebeurtenis A toe beweegt.Deze gra�s
he representatie noemen we een galileotransformatie.Einstein ontdekte dat deze bes
hijving onjuist is. Het 
oördinatensysteem van een bewegendewaarnemer dient getekend te worden zoals gedaan is in de re
hter afbeelding in Fig. 43. Ditvolgt dire
t uit de lorentztransformaties, zie vergelijking (194). Voor de hoek α geldt tan α = v
c .Er bestaat geen absolute tijd meer en beide waarnemers kennen vers
hillende tijden toe aangebeurtenis A.Ook het verdwijnen van gelijktijdigheid kunnen we dire
t zien in een ruimtetijd diagram, zie Fig.44. Hiertoe bes
houwen we twee waarnemers die relatief ten opzi
hte van elkaar bewegen metsnelheid v. Het 
oördinatensysteem van de bewegende waarnemer is aangegeven met x′ en ct′ inhet systeem van de stilstaande waarnemer. De oriëntatie van deze assen kan gevonden wordenuit de lorentztransformaties. We bes
houwen twee ruimtea
htig ges
heiden gebeurtenissen Aen B. Deze gebeurtenissen kunnen geen 
ausaal verband met elkaar hebben, omdat ze nietdoor fotonen (dat zijn lijnen onder ±45◦) of langzamere signalen verbonden kunnen worden.De gebeurtenissen gebeuren gelijktijdig in het systeem van de stilstaande waarnemer. In hetsysteem van de bewegende waarnemer gebeurt B op tijdstip C en gebeurtenis A op tijdstip D.
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Figuur 44: Ruimtetijddiagram voor een stilstaande waarnemer heeft assen x en ct, terwijl hetdiagram voor een waarnemer die met snelheid v ten opzi
hte van de eeste beweegt, de assen x′en ct′ heeft. Voor de stilstaande waarnemer vinden gebeurtenissen A en B gelijktijdig plaats.Dat is niet zo voor de bewegende waarnemer.In zijn systeem gebeurt B eerder dan A. Er is e
hter ook een systeem te vinden waarin A eerdergebeurt dan B. Dat is een waarnemer die met snelheid −v beweegt ten opzi
hte van stilstaandewaarnemer. We zien dat tijd haar absolute betekenis heeft verloren. Welke deelverzamelinggebeurtenissen van ruimtetijd de gelijktijdige gebeurtenissen vormt, hangt af van de bewegingvan de waarnemer.5.10 Relativistis
h Dopplere�e
tDe verandering van het begrip tijd in de SRT leidt tot een eenvoudige modi�
atie van de formulevoor de roodvers
huiving van een foton, zie vergelijking (8) en ook Fig. 2. In se
tie 2.4 teldenwe het aantal gol�ronten dat een bewegende dete
tor passeert, en vergeleken dat met het aantaldat een dete
tor in rust registreerde. Het aantal gol�ronten dat per tijdseenheid passeert is defrequentie van de golf. We dienen nu in rekening te brengen dat de klok van een bewegendedete
tor iets langzamer loopt dan die van een dete
tor in rust. Dit betekent dat als de dete
torin rust N gol�ronten telt in tijd t, dan telt de bewegende dete
tor N ′ = N(1 − v
c ) gol�ronten(zie Fig. 2) in een tijd t′ = t/γ (Einsteins tijddilatatie). Als we het aantal gol�ronten delen doorde tijd, dan meet de stilstaande dete
tor een frequentie f = N/t, terwijl de bewegende dete
toreen frequentie f ′ = N ′/t′ meet. Dit levert

f ′ = (1 −
v

c
)γf =

1 − v
c

√

1 − v2

c2

f. (200)Bovenstaande relatie geldt als de bewegende waarnemer zi
h verwijdert van de li
htbron, zoalsgezien door een waarnemer in rust. Dit produ
eert een verlaging van de frequentie, een roodver-s
huiving. In het geval de waarnemer de bron nadert, spreken we over een blauwvers
huiving.Omdat de noemer altijd kleiner is dan 1, zijn de waarden van de rood- of blauwvers
huivinggroter dan die op basis van de niet-relativistis
he Doppler formule. Merk op dat er zelfs eenvers
huiving is als de bewegende waarnemer loodre
ht beweegt op de ri
hting naar de li
htbron.In dat geval is de niet-relativistis
he Doppler vers
huiving gelijk aan nul, omdat de loodre
htebeweging geen gol�ronten toevoegt of aftrekt van het aantal dat geteld wordt door een stilstaandedete
tor. E
hter is er nog steeds de tijddilatatie en die redu
eert de hoeveelheid tijd dat een
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tor kan meten. Dit produ
eert een blauwvers
huiving in de SRT, terwijl er geene�e
t is in de klassieke Doppler formule. Dit wordt het transversale Dopplere�e
t genoemd.5.11 Relativistis
he me
hani
aDe lagrangiaanse methode bes
hreven in se
tie 2.8 leent zi
h uitstekend voor de uitbreidingvan de me
hani
a van Newton naar een versie die overeenkomt met het relativiteitsprin
ipe.Allereerst zullen we een vrij deeltje bes
houwen, oftewel een deeltje met massa m dat beweegtzonder beïnvloed te worden door een kra
ht. De lagrangiaan voor een dergelijk deeltje bestaatdan alleen uit een kinetis
he term,
L = K. (201)In de klassieke me
hani
a wordt de kinetis
he energie gegeven door K = 1

2
m~v2. Deze uitdrukkingkunnen we e
hter niet overnemen in de relativiteitstheorie. Immers, het relativiteitsprin
ipe eistdat de natuurwetten zodanig geformuleerd dienen te worden, dat zij niet van vorm veranderenwanneer naar een ander inertiaalstelsel wordt getransformeerd. Dit betekent dat de gezo
htelagrangiaan invariant moet zijn onder transformaties tussen inertiaalstelsels, en daar voldoetbovenstaande uitdrukking zeker niet aan. E
hter, met enige aanpassing is een vorm te vindendie erg lijkt op de oude uitdrukking, maar die wel degelijk invariant is. Hiervoor s
hrijven weeerst de oude uitdrukking uit als

L = K =
1

2
m

dxi

dt

dxi

dt
, (202)waar Einsteins sommatie
onventie gebruikt is: dxidxi = dx2 + dy2 + dz2. Wat de invariantievan deze uitdrukking in de weg staat zijn twee dingen: allereerst zijn de dx-en inertiaalstelsel-afhankelijk; ten tweede zijn de dt's dat eveneens. We hadden immers al gezien dat waarnemers invers
hillende inertiaalsystemen, vers
hillende afstanden en tijdsduren meten. Deze uitdrukkingkan daarom nooit voldoen aan het relativiteitsprin
ipe. E
hter, wanneer we dxidxi vervangendoor ηµνdxµdxν staat in de teller nu pre
ies het lijnelement ds2, waarvan bekend is dat ditinvariant is. Op dezelfde manier ligt een uitbreiding van de twee dt's ook voor de hand: vervang

dtdt door dτ2, zodat ook dit nu invariant is geworden. Een natuurlijke suggestie voor eenrelativistis
he lagrangiaan van een vrij deeltje is dan
L =

1

2
mηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
. (203)Deze overwegingen zijn natuurlijk geen bewijs voor de geldigheid van deze uitdrukking: het is eengok. Er zijn ook andere Lagrangianen denkbaar die voldoen aan het relativiteitsprin
ipe. E
hter,deze uitdrukking is de meest eenvoudige, en bovendien zal blijken dat de bewegingswettemdie hieruit volgen, redu
eren tot de oude vertrouwde bewegingswetten van Newton wanneer zetoegepast worden in situaties waarbij snelheden veel lager zijn dan de li
htsnelheid. Uiteindelijkzal het e
hter aan het experiment zijn om aan te tonen of de gevonden wetmatigheden 
orre
tzijn. Tot nu toe wijzen alle experimenten uit dat dit inderdaad het geval is.De a
tie S behorend bij deze lagrangiaan wordt verkregen door de lagrangiaan te integreren overde tijd. Ook hier moet het relativiteitsprin
ipe in a
ht worden genomen: de uitdrukking moetworden geïntegreerd over de eigentijd dτ (in tegenstelling tot over de waarnemer-afhankelijketijd t) om zo de invariantie van de a
tie te waarborgen. De a
tie wordt dan dus

S =

∫ τ2

τ1

{

1

2
mηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

}

dτ. (204)



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 99Om de bewegingswet voor het deeltje af te leiden, dient het prin
ipe van extreme a
tie weer teworden toegepast: er moet gezo
ht worden naar het pad xµ(τ) dat de waarde van deze integraalminimaal of maximaal maakt. De Euler-Lagrange vergelijkingen voor deze situatie hebben devorm56
∂L

∂xα
=

d

dτ

(

∂L

∂
(

dxα

dτ

)

)

. (205)Merk op dat dit vier vergelijkingen zijn: voor elk van de vier 
oordinaten van het pad xµ(t) is ereen vergelijking die moet worden opgelost. Wanneer de relativistis
he lagrangiaan wordt inge-vuld en beide zijden van de Euler-Lagrange vergelijkingen worden uitgerekend, wordt gevondendat een vrij relativistis
h deeltje een pad xµ(τ) volgt waarvan de 
omponenten voldoen aan devergelijkingen
m

d2xµ

dτ2
= 0. (206)Dit lijkt sprekend op de tweede wet van Newton voor een vrij deeltje, met twee subtiele vers
hillen.Ten eerste doet de wet van Newton uitspraken over de drie plaats
oördinaten van het deeltje,waar deze nieuwe uitdrukking ook uitspraak doet over de tijd. Deze laatste stelt dat

m
dt2

dτ2
= 0, (207)waaruit volgt dat dt

dτ gelijk is aan een 
onstante. Dat is niet verrassend: we hadden immers algezien dat de tijd τ zoals gemeten door een waarnemer die het deeltje ziet stilstaan, een andereis dan de tijd t gemeten door een waarnemer die het deeltje ziet bewegen. Dit was pre
ies hettijddilatatie e�e
t zoals besproken in se
tie 5.3, en de waarde van deze 
onstante laat zi
h danook a�ezen van vergelijking (172): het is pre
ies de lorentzfa
tor γ.

Figuur 45: Ruimtetijddiagram in een spe
i�ek lorentzframe dat de 3D ruimte toont op t = 0de viersnelheid ~U van een deeltje dat deze 3D ruimte passeert (op t = 0), en twee 3D ve
torendie in deze 3D ruimte liggen: het ruimtelijke deel van de viersnelheid ~U en de gewone snelheid ~vvan het deeltje.56Dit is een generalisatie van vergelijking (28). Het bewijs van deze stelling gaat analoog aan dat van vergelijking(28).
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hil met de wet van Newton is het feit dat er hier afgeleiden worden genomen naarde eigentijd τ , waar in Newtons theorie afgeleiden werden genomen naar de tijd t. Dit maaktvan deze nieuwe afgeleide een soort `gemengd-obje
t': de gemeten afstanden x worden genomenzoals gemeten door een willekeurige waarnemer ten opzi
hte van wie het deeltje beweegt, waar detijd gemeten wordt door de waarnemer die stilstaat ten opzi
hte van het bewegende deeltje. Ditobje
t wordt de viersnelheid Uµ(t) genoemd. Er geldt ~U = d~x/dτ en voor de 
omponenten geldt
Uα = dxα/dτ . Dit betekent voor de gewone snelheid dat vj ≡ dxj

dt = dxj/dτ
dt/dτ = Uj

U0 . Deze relatie in
ombinatie met de normering van ~U , ~U2 = gαβUαUβ = −(U0)2 +δijU
iU j = −1, betekent dat de
omponenten van de viersnelheid van de vorm U0 = γ, U i = γvi, met γ = 1/(1− δijv

ivj)
1

2 zijn.We vatten een en ander nog een samen in Fig. 45. Het is nuttig om vj te zien als de 
omponentenvan een 3D ve
tor ~v, de gewone snelheid, die leeft in de 3D eu
lidis
he ruimte t = constant vanhet gekozen lorentzstelsel. Deze 3D ruimte is niet goed gede�nieerd totdat er een lorentzstelselgekozen is, en daarom hangt het bestaan van ~v af van de spe
i�eke keuze. Op het moment dateen lorentzframe gekozen is, kunnen we ~v zien als een 
oördinaten-onafhankelijk obje
t.Teneinde weer 
onta
t te maken met de klassieke me
hani
a, s
hrijven we de viersnelheid om naareen meer natuurlijk obje
t (te weten: afstand en tijd gemeten door een en dezelfde waarnemer).Dit kunnen we doen door te bese�en dat de verlopen tijd gemeten door het deeltje, en die dooreen andere waarnemer, met elkaar gerelateerd zijn via de formule van tijddilatatie: dτ = γ−1dt.Op deze manier is de gevonden wet uit te drukken als
mγ2 d~x2

dt2
= 0. (208)De wet van Newton kan nu gezien worden als een spe
iaal geval van deze nieuwe wet. Als weaannemen dat het deeltje veel langzamer beweegt dan het li
ht ten opzi
hte van de waarnemerin wiens tijdsduur en afstand we nu alles hebben uitgedrukt (oftewel we nemen aan dat v ≪ c),dan kan vergelijking (208) benaderd worden door

mγ2 d~x2

dt2
≡

m

1 −
(

v
c

)2

d~x2

dt2
≈ m

(

1 +
(v

c

)2
)

d~x2

dt2
≈ m

d~x2

dt2
= 0, (209)waar gebruik is gemaakt van de wiskundige regel (1+x)m ≈ 1+mx, welke geldt als x ≪ 1. Dit ispre
ies de wet van Newton! Zo is nu aangetoond dat de wet van Newton sle
hts een spe
iaal gevalis van een meer algemene bewegingswet, vergelijking (206)! Dit geeft ons vertrouwen dat onzekeuze voor de lagrangiaan waars
hijnlijk de juiste was: hij voldoet aan het relativiteitsprin
ipe,en geeft ons bovendien onze oude vertrouwde bewegingswetten terug.Met dit in het a
hterhoofd kunnen we nu verder gaan met het a�eiden van wetten betre�endede energie en impuls. Zoals besproken in se
tie 2.8, volgt een impuls uit een gegeven lagrangiaanvia vergelijking (36). Toegepast op de relativistis
he lagrangiaan levert dit voor de impuls vanhet vrije deeltje

pα =
∂L

∂ dxα

dτ

= m
dxν

dτ
ηαν , (210)en na beide kanten te 
ontraheren met de inverse ηµα van de minkowksimetriek wordt dit

pµ = m
dxµ

dτ
= mUµ. (211)Wederom lijkt dit erg op de impuls zoals bekend uit de me
hani
a van Newton: een massavermenigvuldigd met een snelheid. E
hter, de snelheid is hier nu weer de viersnelheid, en deze



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 101nieuwe impuls wordt dan ook de vierimpuls genoemd. Vergeleken met de uitdrukking voor denewtoniaanse variant, vergelijking (37), gaan weer twee vers
hillen op: ten eerste is er een nul-
omponent aanwezig, en ten tweede is het weer een `gemengd-obje
t': afgelegde afstand gemetendoor een willekeurige waarnemer, en tijdsduur gemeten door een waarnemer die stilstaat tenopzi
hte van het deeltje. Het tweede vers
hil kunnen we weer een plaats geven door de relatietussen eigentijd en tijd te gebruiken. Dit levert
pα = mγ

dxα

dt
, (212)en via dezelfde benaderingsmethode als gebruikt in vergelijking (209) volgt dire
t dat de i-
omponent (i = 1, 2, 3) hiervan redu
eert tot de impuls zoals bekend uit de me
hani
a vanNewton, wanneer het deeltje veel langzamer beweegt dan het li
ht. De i = 1, 2, 3 
omponentenvan dit obje
t worden daarom opgevat als de relativistis
he uitdrukkingen van de impuls. Watde nul-
omponent betreft, deze moet nog een interpretatie krijgen. Deze 
omponent is

p0 = mcγ. (213)Via een dimensie-analyse is meteen te zien dat het de dimensie van een energie heeft, en ditwekt de suggestie dat het gaat om de energie van het vrije deeltje. De vraag dringt zi
h dan alsnel op: op welke manier is deze uitdrukking gerelateerd aan de newtoniaanse uitdrukking voorde energie van een vrij deeltje, K = 1

2
mv2? Ook hier biedt de benadering van lage snelhedenuitkomst. Er geldt

cp0 = mc2 1
√

1 −
(

v
c

)2
≈ mc2

(

1 +
1

2

(v

c

)2
)

= mc2 + K, (214)waar de uitdrukking voor de newtoniaanse energie K van een vrij deeltje is ingevuld. Hier isnu gevolgd dat, in de benadering van lage snelheden, de nul-
omponent van de relativistis
heimpuls redu
eert tot de newtoniaanse energie plus een extra term. Afgezien van deze 
onstanteterm, is de nul-
omponent bij lage snelheden inderdaad gelijk aan de energie van het deeltjezoals voorspeld door de newtoniaanse me
hani
a. Het ligt dan ook voor de hand om aan tenemen dat we p0 ook bij hoge snelheden mogen opvatten als de energie van het deeltje. Wat de
onstante term betreft kan de vraag worden gesteld hoe fysis
h interessant deze is. Immers, inde natuurkunde kennen alleen energievers
hillen een meetbare betekenis57, en dus zal elke extra
onstante term toegevoegd aan de energie van een systeem uit de berekening vallen wanneereen energievers
hil opges
hreven wordt. To
h heeft de 
onstante term m hier wel degelijk eenfysis
he betekenis: het is namelijk niet zomaar een willekeurige 
onstante, het is een 
onstantedie een eigens
hap van het deeltje bevat (de massa)! Deze energie is ook aanwezig wanneer hetdeeltje geen bewegingsenergie heeft voor een gegeven waarnemer, K = 0; we spreken dan ookover rust-energie, en deze is gelijk aan
E = mc2. (215)Dit is welli
ht de bekendste formule uit de natuurkunde. Hij zegt dat elke massa een energiemet zi
h meedraagt gelijk aan deze massa maal c2, en dat dit energie is die zi
h niet laatwegtransformeren door naar een ander inertiaalstelsel te gaan. Het is daarom een fundamentelehoeveelheid energie voor een gegeven massa m: voor alle waarnemers geldt dat een massa opzijn minst deze hoeveelheid energie met zi
h meedraagt.57Denk bijvoorbeeld aan de relatie tussen een kra
ht F in de x-ri
hting en de potentiële energie V : F = −

dV

dx
,oftewel een meetbare grootheid is uitgedrukt als een vers
hil in energie.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 102Resumerend is nu gevolgd dat onze keuze voor de lagrangiaan ons een uitdrukking geeft voor deimpuls, waarvan de i-
omponenten netjes redu
eren tot de impuls zoals die in de newtoniaanseme
hani
a bekend was; de nul-
omponent van de vierimpuls blijkt overeen te komen met deenergie van het deeltje. We s
hrijven dan ook
pµ =









E
c
px

py

pz









, (216)waarin geldt
E = γmc2, pi = γmvi. (217)De naam is niet de enige overeenkomst tussen de vierimpuls en viersnelheid: beide transformerenop dezelfde manier tussen inertiaalsystemen. Met name de lorentztransformaties werken op dezeobje
ten op dezelfde manier; dit betekent dat twee waarnemers die zi
h in de x-ri
hting metsnelheid v bewegen ten opzi
hte van elkaar, vers
hillende energie (E en E′) en impuls (px en p′x)meten van een en hetzelfde deeltje, en dat deze zi
h tot elkaar verhouden als

E′

c = γ
(

E
c −

(

v
c

)

px

)

p′x = γ
(

px − v E
c2

)

p′y = py

p′z = pz















→









p0′

p1′

p2′

p3′









=









γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

















p0

p1

p2

p3









→ pµ′

= Λµ′

νp
ν(218)Bovendien kunnen we de 
ontra
tie pµpµ van de vierimpuls met zi
hzelf nemen, omdat we algezien hadden dat de 
ontra
tie van een vierve
tor met zi
hzelf altijd een invariant oplevert. Hetis dan eenvoudig om aan te tonen dat deze invariant gelijk is, op een fa
tor −c2 na, aan de massavan het deeltje in het kwadraat. Er geldt

ηµνpµpν = −

(

E

c

)2

+ p2

= −m2c2γ2 + m2v2γ2

= −m2c2γ2

(

1 −
(v

c

)2
)

= −m2c2. (219)Dit leidt dan tot de volgende uitdrukking voor de relatie tussen de energie en de impuls,
E2 = p2c2 + m2c4. (220)Deze is bijna geheel58 equivalent aan de eerder gevonden uitdrukking voor de relativistis
heenergie, vergelijking (214), maar is in de praktijk soms te prefereren omdat deze ons in staatstelt de energie van een deeltje uit te rekenen zonder de snelheid v van het deeltje te hoevenkennen. Met name in de deeltjesfysi
a, waar men vaak de impulsen van de deeltjes beter kanmeten dan louter hun snelheid, wordt deze formule veel gebruikt.Het belang van energieën en impulsen in de relativiteitstheorie is dezelfde als die in de New-toniaanse me
hani
a. Daar is het een experimenteel gegeven dat energie en impuls behouden58Er is een subtiel maar belangrijk vers
hil: deze uitdrukking geeft niet de energie van een deeltje, maar hetkwadraat van de energie; er moet dus nog een wortel worden genomen! Nu heeft een kwadratis
he vergelijkingaltijd twee oplossingen: een met een plusteken, en een met een minteken. De laatste oplossing duidt op deeltjesmet een negatieve energie, iets wat vergelijking (214) nog niet deed! Het 
orre
t interpreteren van deze nieuweoplossingen leidde Paul Dira
 tot het voorspellen van het bestaan van antimaterie.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 103grootheden zijn; dit levert enorme voordelen op tijdens het berekenen van me
hanis
he pro
essen.Het blijkt experimenteel dat dit nog steeds geldt voor onze nieuwe uitdrukkingen voor de energieen impuls: elk experiment toont aan dat deze twee grootheden niet veranderen tijdens fysis
hepro
essen. Dit maakt het uitermate handig om met energie en impuls te werken wanneer eenrelativistis
h probleem wordt bes
houwd. Het is hier nu van belang om het vers
hil tussen `be-houden' en `invariant' te onderstrepen: een grootheid is behouden wanneer geldt dat zijn waardevoor en na een pro
es dezelfde is; een grootheid is invariant als geldt dat zijn waarde voor allewaarnemers in vers
hillende inertiaalstelsels dezelfde is. Enkele voorbeelden: de li
htsnelheid
c is een invariant en is behouden; de massa van een deeltje is invariant maar in het algemeenniet behouden; de energie van een deeltje is behouden maar niet invariant; snelheden zijn in hetalgemeen zowel niet behouden no
h invariant.Nog enkele woorden over snelheden. Zoals al besproken, volgt uit de minkowskimetriek desnelheidsregel van Einstein, waaruit we hebben laten volgen dat het onmogelijk is een deeltjesneller te zien gaan dan het li
ht als het voor een enkele waarnemer niet sneller gaat dan hetli
ht. De vraag of er een waarnemer bestaat voor wie het deeltje sneller gaat dan het li
htis nog niet aan de orde gekomen. Met de uitdrukking voor de relativistis
he energie kan dievraag nu de�nitief worden beantwoord, en wel als volgt. De uitdrukking gegeven in vergelijking(214) voor de relativistis
he energie vertelt ons dat er in een deeltje dat zi
h ten opzi
hte vanons met snelheid v beweegt, een energie E vers
holen is. Omgekeerd kan de relatie ook gelezenworden als de hoeveelheid energie benodigd om een deeltje vanuit stilstand tot deze snelheid teversnellen. Als wij nu een deeltje naar de li
htsnelheid willen versnellen, dan geldt v = c enwordt de noemer van vergelijking (214) gelijk aan nul: de benodigde energie E wordt oneindiggroot. Dit is een andere manier van zeggen dat het onmogelijk is een deeltje de li
htsnelheidte geven! Hiermee is dan ook aangetoond dat deeltjes voor deze waarnemer niet sneller kunnengaan dan de li
htsnelheid; via Einsteins snelheidsregel volgt dan dire
t dat geen enkele anderewaarnemer het deeltje sneller dan het li
ht kan zien bewegen.Er is een uitzondering op deze regel. Om tot de energie E van∞ te komen, hebben we opgemerktdat een deeltje met snelheid v = c de noemer in vergelijking (214) gelijkmaakt aan nul, en delendoor nul geeft oneindig. Dit is inderdaad waar, mits de teller niet gelijk is aan nul. Als de tellervan een breuk ook gelijk is aan nul, levert delen door nul niet altijd meer oneindig op. De waardevan de uitkomst is dan onbepaald: afhankelijk van de 
ontext kan er iets eindigs uitkomen. Hierstaat in de teller van de breuk de massa van het deeltje, dus al met al ziet het ernaar uit dater wel degelijk deeltjes zouden kunnen bestaan die met pre
ies de li
htsnelheid bewegen mits demassa van zulke deeltjes maar gelijk is aan nul59. Zulke deeltjes kennen we: fotonen60 gaan metde li
htsnelheid, en deze hebben inderdaad een massa gelijk aan nul. Dit volgt uit alle metingen,maar het is interessant om te zien dat dit resultaat ook volgt uit puur theoretis
he overwegingen.De impuls van een foton heeft de waarde E = |~p|c. Zoals elke keer weer blijkt dit een dire
tgevolg te zijn van de minkowskimetriek en het relativiteitsprin
ipe!De vraag dient zi
h dan aan wat de waarde is van de energie van een foton: wat is hier deuitkomst van nul gedeeld door nul? De uitdrukking voor de relativistis
he energie doet geenuitspraak. Dit betekent niet dat er geen antwoord bestaat voor de energie van een massaloosdeeltje, maar alleen dat deze waarde niet door vergelijking (214) of door de relativiteitstheoriebepaald kan worden, en dat een andere formule nodig is. In het geval van een foton is de formule59Een omgekeerde 
on
lusie kan ook worden getrokken uit vergelijking (214): als een deeltje een massa gelijkaan nul zou hebben maar niet zou bewegen met de li
htsnelheid, zou alleen de teller nul zijn, en daarmee de heleuitdrukking voor de energie. Deeltjes zonder energie bestaan niet (alles heeft energie), en dus volgt nu ook datals een deeltje geen massa heeft, het noodzakelijkerwijs met de li
htsnelheid moet bewegen.60Er zijn nog meer massaloze deeltjes die met de li
htsnelheid bewegen: gluonen en gravitonen. Voor het gemakspreken we alleen over de fotonen, maar impli
iet bedoelen we hier alle massaloze deeltjes mee.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 104bekend uit de quantumme
hani
a,
E = hf (221)waar f de frequentie (kleur) van het li
ht is, en h de 
onstante van Plan
k. De ontdekkingvan deze formule door Max Plan
k in 1900, was de start van de studie van de quantumme
ha-ni
a. Samen met de ontdekking van de spe
iale relativiteitstheorie leidde de ontwikkeling van dequantumme
hani
a tot een gehele hers
hrijving van de grondslagen van de natuurkunde.5.12 De extra traagheid van drukWe hebben gezien hoe SRT geïsoleerde li
hamen beïnvloedt als ze sneller bewegen: klokken(lopen trager), afstanden (worden korter), versnelde deeltjes (hun energie neemt toe), et
. DeSRT heeft e
hter ook gevolgen voor een verzameling deeltjes, een gas. Met name speelt degasdruk een belangrijke rol in de traagheid van het gas. We zullen ontdekken dat hoe hogerde gasdruk, hoe moeilijker het is om het gas te versnellen (de traagheid neemt toe). Dit heeftbelangrijke gevolgen voor de ART. Als we neutronensterren bestuderen zullen we ontdekken datdit e�e
t ervoor zorgt dat het neutronengas een groter gewi
ht heeft. Dit zal ertoe leiden datde ster een grotere gasdruk krijgt, hetgeen ervoor zorgt dat het gewi
ht toeneemt, et
. Dezedruk-terugkoppeling leidt er uiteindelijk toe dat het onmogelijk wordt voor de ster om zi
hzelfin stand te houden: de traagheid van de gasdruk leidt de ineenstorting tot een zwart gat in.De traagheid van de gasdruk is terug te leiden op de lorentz
ontra
tie. We bekijken het e�e
talleen voor kleine snelheden, waar SRT 
orre
ties relatief klein zijn. We bes
houwen een doosmet volume V die gevuld is met een uniform gas met massadi
htheid ρ en gasdruk P . Stel datwe een kleine kra
ht uitoefenen op de doos, waardoor we haar versnellen tot een snelheid v, dieklein is ten opzi
hte van c. De vraag is nu: hoeveel energie hebben we moeten leveren om hetgas een snelheid v te geven? Ter vereenvoudiging spreken we alleen over het gas en niet over dedoos (astronomis
he obje
ten als sterren zitten niet in een doos ...).Als het gas een snelheid v heeft, dan heeft het kinetis
he energie. Men zou dus kunnen verwa
htendat de totale energie die we hebben moeten toevoegen aan de doos om het gas te versnellen gelijkis aan deze kinetis
he energie: 1

2
mv2 = 1

2
ρV v2. Dit is e
hter niet het hele verhaal, omdat delorentz
ontra
tie de lengte van de doos kleiner heeft gemaakt en daarmee het volume veranderdheeft. De doos kleiner maken, terwijl er een gas of vloeistof met druk P in zit, betekent hetverri
hten van arbeid. Deze arbeid is gelijk aan ~F ·d~s = −P∆V , met ∆V de volumeverandering.Het minteken is nodig omdat de volumeverandering (∆V )negatief is, terwijl de verri
hte arbeidpositief is. Deze extra energie vertegenwoordigt de extra traagheid van het gas: het is moeilijkerom het gas te versnellen, omdat niet alleen arbeid verri
ht dient te worden om de bestaandeenergie te versnellen, maar ook om het gas te 
omprimeren, zoals de lorentz
ontra
tie vereist.De lengteverandering door de lorentz
ontra
tie is gelijk aan

∆L = L

√

1 −
v

c

2

− L ≈ −
1

2

v2

c2
L. (222)De extra energie die nodig is, is gelijk aan 1

2

v2

c2 PV . Deze energie verdwijnt niet, maar gaat naarde interne energie van het gas (op welke wijze hangt af van het type gasmole
uul). Een deelvan de energie wordt gebruikt om het gas te verwarmen (de random kinetis
he energie van demole
ulen). De totale energie die nodig is om het gas te versnellen kunnen we s
hrijven als
E =

1

2
mv2 − P∆V =

1

2
ρV v2 +

1

2

v2

c2
PV =

1

2

(

ρ +
P

c2

)

v2V. (223)



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 105We zien dat de energie die nodig is om het gas te versnellen evenredig is met de som ρ+ P
c2
. Dusvoor een bepaalde uitgeoefende kra
ht zal de doos minder versnellen dan we zouden verwa
htenop basis van alleen haar massa, omdat een deel van de energie gaat naar de interne energie vanhet gas. We zien dus dat de traagheid groter is dan alleen haar rustmassa. We noemen degrootheid ρ + P

c2
de traagheid van de massadi
htheid van het gas.5.13 De energie-impuls tensorVergelijking (223) geeft de energie die nodig is om een gas te versnellen. De energie is e
hterafhankelijk van het referentiestelsel, want het is de 0-
omponent van de vierimpuls gegeven doorvergelijking (216). Alhoewel deze vierimpuls een volledige bes
hrijving geeft van de energie enimpuls van een individueel deeltje, zullen we in het vervolg vaak uitgebreide systemen besprekendie zijn samengesteld uit grote aantallen deeltjes. In plaats van het toekennen van vierimpulsenaan ieder individueel deeltje, kiezen we ervoor om het hele systeem als een vloeistof te bes
hrijven- een 
ontinuum dat gekarakteriseerd wordt door ma
ros
opis
he grootheden als druk, di
htheid,entropie en vis
ositeit. In het algemeen heeft deze vloeistof een bepaald viersnelheidveld.Een enkele impuls vierve
torveld is onvoldoende om de energie en impuls van de vloeistof tebes
hrijven. We de�niëren een energie-impuls tensor (ook wel de stress tensor genoemd) met
omponenten T µν . Deze symmetris
he (

2

0

) tensor vertelt ons alles wat we moeten weten vande energie-a
htige eigens
happen van een systeem: energiedi
htheid, druk, spanning, et
. Eenalgemene de�nitie van T µν is de �ux van vierimpuls pµ door een oppervlak met 
onstante xν .Bes
houw bijvoorbeeld een oneindig klein vloeistofelement in zijn rustsysteem. Dan is T 00 de�ux van p0 (energie) in de x0 (tijd) ri
hting: het is de energiedi
htheid ρ in het rustsysteem.Op dezelfde manier zien we dat in dit frame T 0i = T i0 de impulsdi
htheid is. De ruimtelijke
omponenten T ij zijn de impuls�ux, ofwel de stress, en vertegenwoordigen de kra
hten tussenaangrenzende volume elementen. Een diagonale term als T 11 geeft de x−
omponent van dekra
ht die per eenheid oppervlakte door het element wordt uitgeoefend in de x−ri
hting. Weinterpreteren dit als de x−
omponent van de druk (Px). De druk heeft drie dergelijke 
ompo-nenten, Pi = T ii, in het rustsysteem van de vloeistof.We zullen het bovenstaande 
on
reter maken door `stof' (engels: dust) als voorbeeld te nemen.Kosmologen hebben de neiging om materie als synoniem voor stof te gebruiken. We de�niërenstof in de vlakke ruimtetijd als een verzameling deeltjes die in rust zijn ten opzi
hte van elkaar.Het vierve
tor snelheidsveld Uµ(x) is de 
onstante viersnelheid van de individuele deeltjes. De
omponenten zijn hetzelfde op elk punt. We de�niëren de �ux vierve
tor als
Nµ = nUµ, (224)met n de deeltjesdi
htheid gemeten in het rustsysteem. Dan is N0 de deeltjesdi
htheid gemetenin een ander systeem, terwijl N i de deeltjes�ux is in de xi-ri
hting. Verder nemen we aan dat elkdeeltje massa m heeft. In het rustsysteem wordt de energiedi
htheid van de stof gegeven door

ρ = nm. (225)Per de�nitie spe
i�
eert de energiedi
htheid de stof volledig. E
hter ρc2 meet de energiedi
htheidin het rustsysteem. Hoe zit het met de andere systemen? Merk op dat zowel n als m de
0−
omponenten zijn van vierve
toren in hun rustsysteem, namelijk Nµ = (n, 0, 0, 0) en pµ =
mUµ = (mc, 0, 0, 0). We zien dus dat ρc2 de µ = 0, ν = 0 
omponent is van de tensor p ⊗ Ngemeten in het rustsysteem. Dit leidt tot de volgende de�nitie van de energie-impuls tensor voorstof,

T µν
stof

= pµNν = mnUµUν = ρUµUν , (226)



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 106met ρc2 de energiedi
htheid in het rustsysteem. We zien dat de druk van het stof in elke ri
htinggelijk is aan nul. Dat klopt ook wel, omdat wij stof gede�nieerd hebben als een verzamelingdeeltjes zonder random bewegingen.Stof is onvoldoende voor een algemene bes
hrijving van belangrijke fenomenen in de ART. Hier-voor is het 
on
ept van een `perfe
te vloeistof' nodig. Een perfe
te vloeistof kan volledig wordengespe
i�
eerd door twee grootheden: de energiedi
htheid ρ in het rustsysteem, en een isotropedruk P in het rustsysteem. De parameter P geeft de druk in elke ri
hting. Een 
onsequentie vande isotropie is dat T µν diagonaal is in het rustsysteem. Verder moeten de diagonale 
omponentenallemaal gelijk zijn: T 11 = T 22 = T 33. Er zijn dus sle
hts twee onafhankelijke parameters en datis de energiedi
htheid ρ = T 00 en de druk P = T ii. De energie-impuls tensor van een perfe
tevloeistof heeft daarmee de volgende vorm in het rustsysteem,
T µν =









ρc2 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P









. (227)We willen uiteraard een formule die geldig is in elk systeem, een tensorvergelijking. Voor stofhadden we T µν = ρUµUν , dus we gokken op (ρ + P/c2)UµUν . Dit geeft








ρc2 + P 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









(228)en we zien dat dat niet 
orre
t is. We dienen er de volgende bijdrage bij op te tellen,








−P 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P









, (229)hetgeen we kunnen s
hrijven als Pgµν , met gµν = ηµν in de SRT. Hiermee vinden we voor dealgemene vorm van de energie-impuls tensor voor een perfe
te vloeistof
T µν = (ρ + P/c2)UµUν + Pgµν . (230)Gegeven dat vergelijking (227) de vorm van T µν in het rustsysteem is, en dat vergelijking (230)een tensorvergelijking is die in het rustsysteem redu
eert tot vergelijking (227), weten we dat wemet vergelijking (230) de 
orre
te uitdrukking voor elk 
oördinatenstelsel hebben gevonden.Het 
on
ept van een perfe
te vloeistof is algemeen genoeg om een grote vers
heidenheid van vor-men van materie te bes
hrijven. We spe
i�
eren de toestandsvergelijking om de evolutie van eendergelijke vloeistof te bepalen. De toestandsvergelijking relateert de druk aan de energiedi
ht-heid, P = P (ρ). Stof is een spe
iaal geval waarvoor P = 0, terwijl een isotroop gas bestaandeuit fotonen P = 1

3
ρ heeft. Een meer exotis
h voorbeeld is de energie van het va
uum, waarvoorde energie-impuls tensor evenredig is met de metriek, T µν = −ρvacuumgµν . Het idee van eenenergiedi
htheid van het va
uum is zinloos in de SRT, omdat daar de absolute s
haal van deenergie niet relevant is, alleen energievers
hillen tussen toestanden. In de ART koppelt alle ener-gie e
hter met gravitatie (en veroorzaakt kromming van ruimtetijd), en wordt de mogelijkheidvan het bestaan van va
uumenergie een belangrijke bes
houwing.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 107Behalve dat T µν symmetris
h is, heeft hij de belangrijke eigens
hap dat hij behouden is. Energie-en impulsbehoud worden uitgedrukt door het feit dat de divergentie gelijk is aan nul,
∂µT µν = 0. (231)Bovenstaande uitdrukking is een verzameling van vier vergelijkingen, een voor elke waarde van ν.De uitdrukking met ν = 0 
orrespondeert met energiebehoud, terwijl ∂µT µk = 0 met k = 1, 2, 3behoud van de k−de 
omponent van de impuls uitdrukt. Laten we dit eens toepassen op deperfe
te vloeistof. We vinden dan

∂µT µν = ∂µ(ρ + P/c2)UµUν + (ρ + P/c2)(Uν∂µUµ + Uµ∂µUν) + ∂νP. (232)Om te analyseren wat deze uitdrukking betekent, is het nuttig om afzonderlijk te bes
houwenwat er gebeurt als we een en ander proje
teren langs en loodre
ht op het viersnelheidsveld Uµ.Allereerst merken we op dat de normalisatie UνU
ν = −1 de volgende identiteit levert,

Uν∂µUν =
1

2
∂µ(UνU

ν) = 0. (233)Proje
teren komt neer op 
ontraheren met Uν en we vinden
Uν∂µT µν = −∂µ(ρUµ) − P∂µUµ. (234)Als we dit gelijkstellen aan nul vinden we de relativistis
he vergelijking voor energiebehoud vaneen perfe
te vloeistof. Het ziet er vertrouwder uit in de niet-relativistis
he limiet, waar geldt

Uµ = (1, vi), |vi| ≪ 1, P ≪ ρ. (235)De laatste vergelijking is aannemelijk, omdat druk alleen van de random bewegingen van deindividuele deeltjes komt, en in deze limiet zijn deze bewegingen (net als de beweging van debulk met Uµ) klein. We vinden dus in niet-relativistis
he taal
∂tρ + ∇ · (ρ~v) = 0, (236)hetgeen de 
ontinuïteitsvergelijking is voor de energiedi
htheid.Tenslotte gaan we naar het deel van vergelijking (232) dat loodre
ht staat op de viersnelheid.Om een ve
tor loodre
ht op Uµ te proje
teren, moeten we die vermenigvuldigen met de proje
tietensor
P σ

ν = δσ
ν + UσUν . (237)We kunnen 
ontroleren dat bovenstaande proje
tie tensor zijn werk doet door een ve
tor V ν

‖parallel aan Uµ en een andere ve
tor W µ
⊥ loodre
ht op Uµ te nemen. We vinden dan
P σ

νV
ν
‖ = 0,

P σ
νW

ν
⊥ = W σ

⊥.
(238)Toepassen op ∂µT µν levert

P σ
ν∂µT µν = (ρ + P/c2)Uµ∂µUσ + ∂σP + UσUµ∂µP. (239)We interpreteren deze vergelijking in de niet-relativistis
he limiet. Als we de ruimtelijke 
ompo-nenten gelijkstellen aan nul, vinden we
ρ [∂t~v + (~v · ∇)~v] + ∇P + ~v(∂tP + ~v · ∇P ) = 0. (240)Merk op dat de laatste paar termen afgeleiden hebben van P keer de driesnelheid ~v, waarvan weaannemen dat die klein is. Deze termen zijn verwaarloosbaar ten opzi
hte van de ∇P term. Wehouden dan over

ρ [∂t~v + (~v · ∇)~v] = −∇P, (241)en dit is de vergelijking van Euler uit de vloeistofme
hani
a.


