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Formalisme van Lagrange

Lagrangiaan van een deeltje L(xz(t),v(t)) = K(x(t),v(t)) — V(z(t),v(t))

t2
Voor de actie geldt S = / L(x(t),v(t))dt o T 2550 Syeterm dose not fallow this path
t y

Deeltje volgt het pad waarvoor de waarde

van S een extreme waarde is S 108 poston o system

We beschouwen een deeltje dat beweegt onder invloed van een kracht £ = —VV/
. . . - i dat (L

Voor de kinetische energie geldt A = %'ﬂ'l?"i“i met ¥' = - idf( )

~t2

1.
Lagrangiaan [, = 3mt"(?‘)r_';(f) — V(x(t)) wmmp 5= /

{%mt"(f}i‘;(f) - 1-"(&'@))} dt

We zoeken het pad waarvoor geldt S + 05 = / {L(z(t) + dx(t), v(t) + dv(t))} dt

05 =0
Omdat Az klein is, benaderen we L met een Taylor expansie rond dx:(t) = () en dv(t) =0
: : JL OL
Dat geeft L(x(t) + dx(t), v(t) + dv(t)) =~ L(x(t), v(t)) + )—Im - Tm
C €

Formalisme van Lagrange

i . L L
We hebben dus L(x(t) + da(t), v(t) + ov(t)) =~ L(x(t),v(t)) + d)—m + d)—m
C
Dit levert = / ) {()L:& + ﬁa‘r} dt
t r dv

ta Pa ‘
Partieel integreren levert §S = / {‘j_L ffi (r)[,) } Sa(t)dt + % 10 ;]
Jt dJdr ( 7

Merk op dat geldt dx(t;) =0 en dx(ty) =0

Hiermee vinden we de Euler-Lagrange vergelijkingen

I oV it
Toegepast op onze Lagrangiaan L = 3m( () — V(a(t)) geeft 7;— = mr;f
dit r
. . : oL . .
De impuls volgt uit de Lagrangiaan als p; = i ) p=muv
dv
) .
De energie volgt uit de Lagrangiaan als £ = ({)L) —L = (mv)v— (_ﬁnu"j - I'(.r))
o ¥4
1
= )m( +Vi(x)




Lagrangiaan en actie in SRT

Lagrangiaan van een vrij deeltje [, =

Klassieke mechanica /5 — %*msﬁ'g

1 dz'dx;

m— meti=1,23
Qm dt dt ( )

We kunnen dit schrijvenals I = K =

We kunnen dit niet gebruiken in de SRT omdat zowel de dx' als dt systeem afhankelijk zijn

We proberen  daidy; wmmp dotdr, = dotde” I 1 dat dx”
) = MMy ——
dtdt ) 7 2

dr dr
Merk op: dit is een aanname en dus geen bewijs van de geldigheid van deze uitdrukking

Voor de actie geldt B

} (1 dxt dx”
S = L {5””"’“”??}”’1—

We zoeken het pad van het deeltje 2" (T) ’

Lagrangiaan en actie in SRT

dre  dr \ 9 (‘“7‘

. oL d adL
Euler-Lagrange vergelijkingen —— = —
dr )
Dit zijn vier gekoppelde partiéle differentiaalvergelijkingen

) 1 dat dav
Invullen van onze Lagrangiaan L = SNy ————
2 dr dr

Dit lijkt op de tweede wet van Newton voor een vrij deeltje

Newton geeft informative over drie plaatscoordinaten. We hebben nu vier vergelijkingen

d’t
Voor u=0vinden we mM——5 = 0
dr
Dit betekent dat gf—:_ een constante is. Het verschil is de Lorentzfactor 7Y
>
d’x )
Voor u =ivinden we 1My W =0
dt=
2 dz)? m dz)? 1 vy 2 dz)? dz)? 0
) - = —————— M + (—) — M= =
iz T (L)“’ dt? c dt? dit?
‘

We vinden voor relatief lage snelheden weer de tweede wet van Newton




Lagrangiaan en actie in SRT

Relativistische i | JL dr”
t t (4 = o - s e
elativistische impuls  p, f‘_)”[’_ m- Il L ot )
d pro=m = = mu
dr
Contraheer beide zijden met 7
A
Ergeldt p“ = my—
! Lodt
Voor de 0 — component geldt PO =ymc
. 1
Voor lage snelheden vinden we p'c = 1:1(-')7_)
2 Loroy? 2 -
~ mce |1+ 5 ((—) = mc+ K

Voor ' = () geldt

Covariante Lagrangiaan en actie in SRT

Eisen die we stellen aan de actie van een relativistisch systeem

- een scalaire grootheid: zodat hij invariant is onder Lorentztransformaties
- een integraal waarvan de integrand een eerste-orde differentiaal is

De enige grootheid die aan beide criteria voldoet is het ruimtetijd-interval ds

Tf
We schrijven de actie dus als S = f —mctdr
Voor de eigentijd geldt  ds? = —c2dr? 7 ., .,
We minimaliseren het ruimtetijd interval S = /—chdT = —mc / v —ds?

Het pad dat we op deze wijze vinden noemen we een geodeet

We herschrijven het nu als een integraal over de eigentijd

Tr Tr Tr
[—ds2
S = fmcf \ —ds? = fmcf d—TZdT = 7mc/ —v,v,dT

PS. Hoe hebben we hier de Minkowski-metriek gedefinieerd?




Elektrodynamica in SRT

Kracht in SRT

We eisen covariantie in SRT: dat de natuurkundige wetten (e.g. Maxwellvergelijkingen)
dezelfde vorm hebben in alle inertiaalsystemen

Vierimpuls  [PH] = m[UH] = (v(v)me, y(v)mu,, v (v)mo,, y(v)mu.)
[P"] = (P, P',P?, P*) = (E/e,p)

3
Ergeldt P/ =S A/ PV (p=0.1.2.3)

v=0 E'(v)/c ~(V) —(V)V/e 0 0\ [E(v)/ec
phiv’) —v(V)V/e ~(V) 00 pe(v)

— g | T 0 0 1 o] | pv)

pLv') 0 0 01 p=lv)

i D ! 1 ;
Vierkracht [F*] = [(H ] = (lﬁ.dﬁ Py 'Ii)

dr cdr’ dr ' dr dr

0 l('ll'? - "fr)£

cdr ¢ dt
. w._(lP“_*_,_"."."._'_.._"
Kracht drievector f ) (] = {_(I,- = ({_f v Ve, v fy ,,!.,) = (‘,f v, ;f)
Transformeert als " = ~(V)(F" = VF!/¢),
FY = (VY FY = VEe),
F*=F, Merk op: ven V

Frs _ g3




Behoud van lading in SRT

dp 0L, dJ, 0L

Continuiteitsvergelijkin —+—+—=+—=0 3,
geluxing at dr dy dz i arr
;,_0. e
Vierstroomdichtheid (0] = (IO TN 2T = (ep, dy dy. L)
. dp .

00 ~ Jh=0 o+ V=0
Coulombkracht f = —

o f =€)
Elektrischveld & = f/y

. ol 5
Magnetische kracht f = gv x ﬁB
2T

Magnetisch veld ) f=qvxBlr)

Combineren levert de Lorentzkracht f = ¢(&€ + v X B)

In componenten
fo=q(& +vyB: —v.By) fa Exfe 0 B. B, ".'
fy=al€s+v:By —v.B.)  wmyp \fy|=a|&/c —B. 0 B "
fo = ql& + v, B, — v, B,) f: &:/c x \

We willen dit nu in manifest covariante vorm schrijven

Lorentzkracht in SRT

£ E/c 0 B. -B)\ (-
We hadden ful=q|&/c —B. 0 B, v
I EJe B, —-B. 0 Yy

'”..
Introduceer elektromagnetisch FoO poL g0z pos 0 —&fe =Efc —E/c
2 K o
tensor, of veld tensor, of ook wel 1| — Fioofrtopl2opi) fle/e 00 -B. B,
d d e T i &,/c  B. 0 -B,
Faraday tensor genaam E30 p31 p32 33 E.Je —B, B, 0
3
Ergeldt  Fr = 3 AF, A%, Fo
a,5=0 Y
q q 0 Exfe Eyfe Efc
&/ 0O -B, B
. w _ 0 ” . B,
Ookgeldt F/'; =S 1y, F* momp Fus = 1, F's = &y B 0 -B
w=0 p=0 -&./e =B, B, ]
3
Beschouw 1 = ¢ % Fr1),
=0
~(v)/e)f-v 0 & /e =&, /c =E.]/c c
/! / y
— y(v) fe _, Exfe 0 B. B, (v,
v fy, | T /e B 0 =B, | |-,
() f- E./e B, B, 0 —y(v)u.
/ u

Eerste rij levert de arbeid die verricht wordt door de Lorentzkracht f-v = g€ - v




Elektrodynamica

e %) a
Maxwellvergelijkingen VvV xB — % = 4rj, VxE-+ % =0,
C <
V-E = dmp, V-B=0.

0 E* Ev  FEF
—E* 0 B -pv
—FEv B 0 Br
-E* BY -—B° 0

Faraday tensor £

Er geldt (E",EY,E*) = (F*', F%®, F%)

E =
B = (B".BY.B*) = (F¥, F3 F1?)

Stroom viervector J = (p, j*. 7¥,5%)

Maxwellvergelijkingen v, = dgJ®
Fpx+Fou+Fye = 0, Fw = npanusF?
Continuiteitsvergelijking Jh =0 % +V-j=0
) (8
Volgt uit drJt, = Fi, = F¥ = —FM o P () =0
Elektrodynamica

Lorentztransformaties [ = A" AY, P/

We vinden E| = E* onveranderd, terwijl E; =+(E+ v x B)

Vierkracht K" = qF"U, =gqv(E-v,E+ v x B)
Nul-component: arbeid verricht door deze kracht per tijdseenheid

Ruimtelijke-componenten: Lorentzkracht

Schrijf J = 4U

. 1 1
Dan geldt K* = —T" met TW = — (F“"F'; - T,f”’F,,fF“)

Energie-impulstensor van elektromagnetisch veld
Energie-impulstensor is symmetrisch

Energiedichtheid T™ = l_ (E* +B?)

AT




Energie-impuls tensor

Energie-impuls tensor

De energie-impuls tensor beschrijft de distributie en stroming van energie- en
impulsdichtheid (met eenheid J / m3) in een klein gebiedje van ruimtetijd

Definitie 1" (p,v =0,1,2,3) met TW =T71""

Ergeldt 7T is de lokale energiedichtheid inclusief rustmassa
T = T is de energiestroom per m? loodrecht op i gedeeld door ¢
T = T is de impulsstroom van component i per m? loodrecht op j

Voorbeeld: deeltjes met massa m en snelheid v = (v, Uy () zonder interactie
Impuls m~(v)v

5 28 parallelepiped of volume
Totale energie -'H"IC( !')(‘_ Aw,t containing all
. . . area A at right angles the particles that passed
DeeItJeSd|Chthe|d n to the z-direction through A in time ¢

—

Energiedichtheid 7% = nm~(v)c®
Snelheid (i=1) v

Stroom door A intijdt nwv, At T ‘ >
) N AN

TV = nu, Atmry(v)e?/Ate = nimu,y(v)e




Voorbeeld van energie-impuls tensor

Evenzo 1Y% = T2 = nmuv,~(v)e

En U3 B0 _

Ergeldt 7" is de lokale energiedichtheid inclusief rustmassa
T = T is de energiestroom per m2 loodrecht op i gedeeld door ¢
T% = TJ" is de impulsstroom van component i per m? loodrecht op j

Op tijd t gaan deeltjes met y-component impuls 717(v)v, door oppervlak A loodrecht
op de x richting met een flow van nv, At /Al = nwv,

De impulsstroom van component y per oppervilakte-eenheid door een oppervlak
loodrecht op de x richting is 77" = nv.my(v)v, = nmv,v.5(v)

B r 702 () 9 4

PO ot POz 0o nmycs  nmuyye  nmuyye 0
10 ll A2 Al S

Ti0 spll wple s nmuvyye  nmuyy  nmugvyy 0

Aldus vinden we  [T7"] = | [ o0 o1 s o ;
[ ) 720 721 722 7723 NMUYYC MMV VY un/r'j;j 0

730 31 32 33 0 0 0 0

Dit soort materie noemen we dust

In de uitdrukking herken je de dichtheid p=nm en het product van snelheden 0/* [/*

Energie-impuls tensor: ‘stof’

e Beschouw ‘stof’ (engels: dust)
— Verzameling deeltjes in rust ten opzichte van elkaar
— Constant viersnelheidsveld U#(X) Fluxviervector N* =nU*

0

[ ]
Rustsysteem deeltjesdichtheid in rustsysteem

— nenmzijn 0-componenten van massadichtheid in rustsysteem  p=nm

viervectoren - - 2
energiedichtheid in rustsysteem  pC

e Bewegend systeem
— NOjs deeltjesdichtheid

Ho_
— N deeltjesflux in x' — richting N* =

p“=mU* =

o O O o

oc’isde =0,y =0 component van de tensor p®N

T =p“N"=mnU*U" = pU“U"| Eris geen gasdruk!

stof




Energie-impuls tensor: perfecte vloeistof

e Perfecte vloeistof (in rustsysteem)
— Energiedichtheid o
— Isotrope druk P T diagonaal, met TH=T22=T3%

® Inrustsysteem pe? 000
T 0 P 00

0o 0 P 0
0o o0 o0 P

e |ntensorvorm (geldig in elke systeem)

We hadden TJor = pJ“U" pc 0 0 0
5 | 0 P00
Probeer T/o = p+— U~“U"” 0o o0 P 0
c 0 0 0 P
We vinden P
uvo_ v uv
Totot = (/0 +C_2ju U"+Pg Verder geldt
d, I =0

Groeptheorie en de Lorentzgroep
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Groeptheorie

Groep G L. gi-g; = gr € G. Producten van elementen zijn ook elementen van de groep,

2. vermenigvuldiging is associatief, (gi - 9;) - g = gi - (95 - 9x)-

3. het identiteits-element bestaat en is een element van de groep, 1 € G, 1-g; = g; - 1 = g,
4. de groep bevat cen unicke inverse voor elk element, g; € G — g, L' @, zodat g; - ; 1=
g mi =1
We onderscheiden Gi+ g =gy g (commutatief) een Abelse groep,

Ui+ g; # g5 -9 (niet — commutatief) een niet — Abelse groep.
Eindige (of discrete) groep n < ~

Kleinste groep (triviale groep) met n = 1 heeft enkel element g = 1

G met oneindig aantal elementen gespecificeerd door N parameters: g = Gy, 12, ..., 2n)
Compacte groep G: parameters zijn eindig
Lie groep G: de afgeleiden (¢y/dx; naar parameters bestaan
Definitie: het identiteits-element is de oorsprong van parameterruimte ¢(0,0,...0) =1
. dg : ) I
Definitie: de generatoren o9 = Ay spannen vectorruimte op X = Z”"\’"
k=1

Dxp |0 an j

Vectorproduct levert element [Xj, X)) = X3 X; — X0 X = Crn X
L—  Structuurconstante(n)

Lorentzgroep
700 —pB E
Lorentztransformatie in matrixvorm p* = A¥p” = 8 :l) [IJ '[i f”
i
—fAy 0 0 5 -

Invariantie scalair product  # paw = A2 0 A503 = PG = Pl pow = AguwATs = gun
In matrixnotatie AT gA = ¢

1 T

ot o? — 1 1 =gATgA=A""A 5 A =gATy
rgeldtg” =1, 9=9" =g

Unieke inverse bestaat
Achtereenvolgende transformaties leveren ook weer een element AjAs = Ay

De groep is niet-Abels AjAa 7 As/y
Elementen (de transformaties) vormen de Lorentzgroep SO(3,1)

De metriek behandelt de 3 ruimtelijke dimensies anders de 1 tijddimensie

4 x 4 reéle matrices hebben 16 reéle parameters
Er zijn echter 10 relaties vanwege ,."\TgA =g Merk op (ATgA)T = ATgA
De groep wordt beschreven door 6 = 16 — 10 parameters

We laten in de proper Lorentzgroep geen reflecties toe, en eisen ook det(A) = +1

11



Generatoren Lorentzgroep

6 parameters:
3 Euler rotatiehoeken (orthogonale transformaties die lengte 3-vector behouden)
3 boosts (hyperbolische rotaties die lengte 4-vector behouden)

1 0 0 0
Rotatie om z-as A({r.yh 6) = 0 cosgp sing 0
MUY= g _ging cosg 0
0 0 0 1
coshy, 0 0 —sinhy,
0 1 0 0
Boostlangs z-as  A({t,z}.y.) =
g A({t 2} ) 0 o0 1 0
—sinhy, 0 0 coshy,
. . I L2 y el Ay
We schrijven transformatie als A =¢”~ =1+ L + - T et =l (I + ﬂ

Generator L wordt geitereerd tot volledige transformatie; L is reéle 4 x 4 matrix
| “proper” transformaties toe det(A) = ¢ =1 — Tr(L) =0
I'ri

L

We staan enke

Lis traceless en reéel. Ook geldt A” = ¢&" =14+ LT + — + ..

Generatoren Lorentzgroep

- - .r_'..'.r_}' - Lt" ‘r_I'
Inverse A~ :_r,n\flr;:r L:_q (I + 17 + ; +) _r,l:_r,"r,t+_qL1y+W+m = 9L"a

Neem logaritme en gebruik ¢ = ¢=! = 7 ——> _err,r,l =—-L— Lr_r,' = (;,'L)I. = —glL

Dus gL spoorloos en L spoorloos en mixed symmetry
0 Loy Lyz Loz

Loy 0 Ly Ly

Loz =Lz 0 Lo

Loa Lia Loz 0

Ergeldt L=

Boosts [lqi, Loz en Loy enrotaties Lo, Liz en Lag

We kiezen als basis in parameterruimte

0o 0 o0 0 0 1] 0 o 0 0 0 0

s 0O 0 0 0 . 0 0 0 1 . 00 =1 0
=l o001 lo o oo™ 0 0 o
D010 0 —1 00 00 0 0
0100 001 0 00 01

) 1000 ) 0000 i 0000
Ki=loovool %=1 000] ™8={s000
0000 0000 1000

In de eerste rij herkennen we de rotatiematrices

12



Rotatie om zas

Kies parameters 4 = (0,0, ¢) en i = (0,0,0)
2

L - .,
We hadden A = ¢/ = 1 +L+—+.. met L=—0-5-7 K

0 0 0 0
s o _|lo 0o ¢ o0
Dan —-6.5=—¢S; = 0 —6 0 0
0O 0 0 0
0 0 0 0 00 0 0
. D - 0 0 7.2 g 00 —¢' 0
Verder (4'5) SOSEE g g g |00 (79"") =eeS) =y s g g
0 1] 0 0 0 0 0 0
I 0 0 0
3 12
L. —®Sg Y . i _ ‘7'2 1_ i 0 0 0 0
Exponentiatie ¢ S5 (u 3 + ... S5 5 + .. )+ 000 0
0o 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
. 55 . 2 o 0 0 0 0 cos ¢ sing 0
=983 _ _ G st b — 62 eos _
Dit levert « Sisiné = Sieosot | o g o o 0 —sing cosg 0
0 0 0 1 0 0 0 1
Dit levert de bekende rotatie A om de z-as
Kies parameters = (0,0,0) en 7 = (0,0, y,)
L‘Z
We hadden A = ¢& =1 +I’+T+"' met L=—0-5—¢§- K
000 -y
- . 000 0
Dan -7 K = —y.Ks= 0 00 o
g 000
y2 0 0 0 0 0 0 —y
L2 .., | 0 00 0 e o 0 0 0 0
Verder (—!/-l\) =vKi=| ¢ o 0 o en (—U'I‘) = —Yu(=yuls) = 0 00 0
0 0 0 -2 0 0 0
00 0 0
3 2
- siuKE T Y ey 01 0 0
Exponentiatie ¢ =-Ks (,1/., = ) + K3 (l or + ) Tloo 1 o
0 <00 0
0O 0 0 0 cosh y, 0 0 —sinhy,
. —Ks _ e 01 00 |_ 0 10 0
Dit levert « = —Kysinhy, + K3 coshy, + 00 1 0 = 0 0 1 0
0O 0 0 0 —sinhy, 0 0  coshy,

Dit levert de bekende boost A langs de z-as
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Connectie met quantummechanica

We hebben voor Lorentzgroep gevonden g@. ) = AA. i) =", met L=—-8.S—j-K
Niet-Abelse groep e 01510252 =+ e P252,—015 #* e 0151025
Relateer generatoren aan fysische observabelen: Hermitische operatoren Af = (M7)" = M

Definieer J. =iS, en Ky =ik (k=1,2.3)

00 0 0o 0 00 o0 0 0
000 0 00 0 00 —i 0
00 —i | 0 0 00 : 0i 0 0
0 ¢ 0 0 —i 00 00 0 0

Dangeldt 7, =

0+ 00 00 + 0 0t
i 00 0 ~ 0000 0
0000 i 00 0

0000 0 000 i

,oen I;:;;:

Hermitische operatoren J; van impulsmoment

1 dg . S R
Generatoren e =Y en [¥;, Y] =iCY)
i dry, ;=0 voor alle j
Lie algebra 15, i) = dejuay, [J,.I\';.] =ieju K. en [I(,-. K;‘] = —iejd

Noether theorema, Casimiroperatoren ', = P*P,. en Cy =W, 0" = —mZs(s+ 1)
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