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EINSTEINS SOMMATIECONVENTIE

e \ector en 1-vorm geven een scalar

PV +pVi+pVi+pVi=c=pV*

e Sommatie index is een dummy index, want uiteindelijk
krijgen we een getal

Problemen
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Vrije indices horen overeen te komen

Nu tel je appels en peren op

Links een 1-vorm, rechts een scalar

Sommatie index maar 1x gebruiken

Verschillende objecten

Gradient is een 1-vorm



EUCLIDISCHE RUIMTE

e Vlakke ruimte met afstand tussen punten als invariant
e Pythagoras ds® = dx* +dy°

ds® =dx-dx=g,,dx*dx” = dx,dx” = dx“dx,

dx)' (1 0Y)d d
ds? =| = dx.dy)-| O | = dx® 4 dy?
dy) \0 1)\dy dy

P

Evenzo in 3 dimensies

ds

2
dy Stel we hebben vectorcomponenten a”:[3

Wat is dan de 1-vorm componenten aﬂ?

dx a, =(2,3)



MINKOWSKIRUIMTE

e Licht gedraagt zich onafhankelijk van de waarnemer
e Golffronten zijn behouden voor bewegende waarnemers
e Beschouw bolgolven vanuit de oorsprong

O: dx°+dy*+dz®—c’dt’=0

el O dx*+dy”?+dz'* —c’dt’* =0
ds? = dx-dx = g,,dxdx” = dx,dx”
dt) (-1 0Y cdt dt —
ds? =| 2 U Cedtan | Y | = a2 ar
dr 0 1)\dr dr
ds P cdt We hebben nu ruimtetijd en weer

een invariant (een scalar).

— Trouwens, elke aﬂb“ is een scalar en
dr dus invariant!




MINKOWSKIRUIMTE €& =—1

0 0 0)

Metrische tensor g =n. = 0 1 00
Y # O 0 1 O

0 00 1,

Beschrijft de vlakke (hyperbolische) ruimte van de speciale
relativiteitstheorie

Beschouw 2D hyperbolische ruimte, cdt en dx

2
Stel we hebben vectorcomponenten a’ = [3

Wat zijn dan de 1-vorm componenten aﬂ? aﬂ = (—2,3)

_ (2
Wat is de lengte van a? \a\ =aﬂaﬂ=—2><2—l—3><3=5

Kan positief, nul of negatief zijn! Metriek heeft signatuur 2: een pseudo-
riemannse variéteit



MINKOWSKIRUIMTE

e Ruimtetijd geometrie
(As)® = —(CAt)® + AX®
Welke zijde van driehoek ABC is het langst? Welk
de kortste? Wat zijn de lengten?
|AB| =5, |BC| =3, |AC| = wortel(-32+ 5%) =4

Wat is het kortste pad tussen punten A en C? De
rechte lijn tussen A en C, of het pad ABC?

Rechte pad AC is kortste pad tussen A en C
Idem voor driehoek A'B’C’

|A'B’| = |B’C’| = wortel(-3243%2) =0en |A'C'| =6
Pad is A’'B'C’ met lengte O.

ct

Vv

(As)* = —(cAt)* +Ax* =0

AX
—>—=C
At

Tweelingparadox

(As)? = —(CAt)® + AX* = —(CAT)’



TWEELINGPARADOX

ct

Smith en Jones zijn tweelingen, beiden 30 jaar C=(20,0)

oud. Jones vliegt naar Sirius en reist met 8/10 van \

de lichtsnelheid. Als hij Sirius bereikt, komt hij B={10/8)

meteen terug.

Jones, gaat snel, maar Sirius is ver. Jones is 20 jaar

A=(0,0)

weg en als hij terugkeert is Smith 50.

Hoe oud is Jones?

(As)? = —(CAt)” + AX* = —(CAT)*

Vv



EUCLIDISCH VERSUS MINKOWSKIRUIMTE

e Afstand s? tussen oorsprong O en P

Euclidisch Minkowski
s? =x2 +y? S =—Ct° +Xx°
ct
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MINKOWSKIRUIMTE

e Bewegende waarnemers

v
S°=—Ct*+Xx°  ct'=y(ct _EX)

X'=y(X—Vvt)

Voor de x’ as: stel ct’=0. Dan volgt ct = Bx.

Voor de schaal op de x’ as: stel x’=1 en ct’=0.

|
|
i
l Dan volgt x=y.
|
|

Voor de ct’ as: stel x'=0. Dan volgt ct = x/p.

/2 cons|tant X

/

con}(ant x'

Voor de schaal op de ct’ as: stel ct’=1 en x’=0.
Dan volgt ct=y.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|




MINKOWSKIRUIMTE: CAUSALE STRUCTUUR

tijdachtig: ds? negatief lichtachtig: ds? =0

ruimteachtig: ds? positief

Binnen de lichtkegel kunnen gebeurtenissen causaal
verbonden zijn met gebeurtenis P.

verleden ..

Er buiten kan geen causaal verband bestaan.




GROEPTHEORIE

—_

Groep G gi* 9; = gr. € G. Producten van elementen zijn ook elementen van de groep,
2. vermenigvuldiging is associatief, (g; - ¢;) - g = gi - (95 - 9k),
3. het identiteits-element bestaat en is een element van de groep, 1 €e G, 1-¢g; = g; - 1 = g,

Y oY e Y7 O ke 1 eree v ~ o Y ) S . —1 " ‘ . -1 —
4. de lgl oep bevat een unicke inverse voor elk element, g, € G — g, € G, zodat ¢; - g, ~ =
g; -9i =1L

We onderscheiden gi-g; = ¢g; - gi (commutatief) een Abelse groep,

gi-gj # ¢g; -9 (niet — commutatief) een niet — Abelse groep.

Eindige (of discrete) groep n < ~

Kleinste groep (triviale groep) met n = 1 heeft enkel element g = 1

G met oneindig aantal elementen gespecificeerd door N parameters: g = G(x1,22,..,ZN)

Compacte groep G: parameters zijn eindig
Lie groep G: de afgeleiden dg/0x; naar parameters bestaan

Definitie: het identiteits-element is de oorsprong van parameterruimte ¢(0,0,...,0) =1

i 0 . B
Definitie: de generatoren % = X, Spannen vectorruimteop X — E e X
k=0, all j 1

Vectorproduct levert element [ X}, X;] = X0 X; — Xi Xk = Crym X
L—  Structuurconstante(n)



LORENTZGROEP

v 00 —By E

- : S 0 10 0 .
Lorentztransformatie in matrixvorm p*' = A¥p” = Pe
' O 0 1 0 Dy

—fy 0 0 v p-

Invariantie scalair product 2 pa = A DY 90 A%S = 09051t = PYp2s — A0ue A = Gua
In matrixnotatie AT gA = N _

| = 1=gATgh = A"TA 5 AL = gATy
Er geldt g2 =1, g = g_1 = gT

Unieke inverse bestaat
Achtereenvolgende transformaties leveren ook weer een element AjAy = Aj

De groep is niet-Abels AjAs #£ As Ay
Elementen (de transformaties) vormen de Lorentzgroep SO(3,1)

De metriek behandelt de 3 ruimtelijke dimensies anders de 1 tijddimensie

4 x 4 reéle matrices hebben 16 reéle parameters
Er zijn echter 10 relaties vanwege ATgA =g Merk op (AT gA)T = AT gA
De groep wordt beschreven door 6 = 16 — 10 parameters

We laten in de proper Lorentzgroep geen reflecties toe, en eisen ook det(A) = +1



GENERATOREN LORENTZGROEP

6 parameters:
3 Euler rotatiehoeken (orthogonale transformaties die lengte 3-vector behouden)
3 boosts (hyperbolische rotaties die lengte 4-vector behouden)

1 0 0 0
0 cos¢ sing 0
0 —sing cosg 0
0 0 0o 1

Rotatie om z-as A{z,y},0) =

coshy, 0 0 —sinhyy
Boost langs z-as  A({t,z},y.) = 0 (1) (1) 0
0 0

0 0
— sinh g, cosh 1, }

LQ A déf . é)-n
We schrijven transformatieals A = e =14+ L + > - ¢ = Jlim (I T

Generator L wordt geitereerd tot volledige transformatie; L is reéle 4 x 4 matrix

IH

proper” transformaties toe det(A) = ¢""F) =1 — Tr(L) = 0
T T
Tr

We staan enke

L is traceless en reéel. Ook geldt A’ = S R 1o

2



GENERATOREN LORENTZGROEP

T L‘T

gL' ggL’g

9 . = EﬁgLTg

Inverse A= = gATg=e¢"T =y (1 + L7+ >— + ) g=gg+gL g+

Neem logaritme en gebruik g = ¢~ ' = ¢/ —> gLlg=—-L - L1g=(¢1)} = —¢L

Dus gL spoorloos en L spoorloos en mixed symmetry
0 Lot Loz Los

Loy 0O Lo L3

Los —Lia 0 Lo

Loz —Liz —Log 0

Ergeldt L=

Boosts L. Lps en Loz en rotaties L. Li3 en Log

We kiezen als basis in parameterruimte

000 0 0 0 0 0 00 0 0
000 0 0 0 0 1 00 —1 0

1= 0 0 0 -1 2= 0 0 0 0 enSs=1g g
001 0 0 -1 0 0 00 0 0
01 0 0 00 1 0 00 0 1

, 1000 , 00 0 0 , 00 0 0
Ki=149 00 0 Ko=11 9 ¢ 0 en Ks=110 10 0
00 0 0 000 0 100 0

In de eerste rij herkennen we de rotatiematrices



ROTATIE OM Z-AS

Kies parameters 6 — (0,0,¢) en y": (0,0,0)

We hadden A = el =

oo o O
o O
oo o O

Dan —0.85 = —¢S; = 6 0

Verder (—5- 5)2 = ¢°S; =

ocooc oo <O
I
-
(3]

oo oo

. 3 i
Exponentiatie ¢ 7% = —S, (cf) — =+ .. ) — 53 (

Dit levert e 9% = —S3sin¢ — S5 cos ¢ +

Dit levert de bekende rotatie A om de z-as

met L=-0-S—j-K

o o=

o o oo

oo oo

.5_;)3 = —Q ( C‘).Sg) (
1 0
2
O 0 O
1 — ?—F) + 0 0
0 0
0 1 0
0 B 0 coso
0| | 0 —sino
1 0 0

oo oo

0 0
0 —¢
3 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 1
0 0
singp 0
cosp 0O
0 1

oo oo



BooOST LANGS Z-AS

Kies parameters § = (0,0,0) en i = (0,0, y,,)

L2 D
We hadden A = ¢ =1+ L + 5 +.. met L=—-60-5—y-K
0 0 0 —y.
- . 0o 00 o
Dan —y K = —y.K3 = 0 0 0 o
—yu 0 0 0
y2 0 0 0 0O 0 0 —y
= 9 ., 0O 0 0 O L o=2\3 . 0 0 0 0
0 0 0 ¢ —y> 0 0 0
0O 0 0 0
3 2
H H j_yul(.?. — K o & K2 1 — & 0 1 0 0
Exponentiatie e 3<yu 3] +> + I3 ( o] + 1o 0o 1 o
O 0 0 O
0O 0 0 0 cosh y,, 0 0 —sinhy,
. T 2 0O 1 0 0 B 0 1 0 0
Dit levert e = —Kysinhy, + K3 coshy, + 00 1 0 = 0 0 1 0
0O 0 0 0 —sinhy, 0 0 coshy,

Dit levert de bekende boost A langs de z-as



CONNECTIE MET QUANTUMMECHANICA

—

We hebben voor Lorentzgroep gevonden g(fi v) 4/\(67, 7)=el, met L= —F-5— E K
Niet-Abelse groep ¢ /19170252 + e~ 0252 ,—0151 7 e 0151—0252
Relateer generatoren aan fysische observabelen: Hermitische operatoren MT = (M7)" = M

Definieer J, =iSp en Kj =ik} (k=1,2.3)

000 0 0 0 0 0 00 0 0
000 0 0 0 0 00 —i 0

Dangeldt 7i=| o . 1-%2=g 0 00l 5=y, o o
00 i 0 0 —i 0 0 00 0 0

0 i 0 0 00 i 0 00 0 i

[0 00 - oooo0 ~ o000

K=t qgoo0o0| 225l i000] 8= 00 0

000 0 000 0 i 00 0

Hermitische operatoren J, van impulsmoment

1 dg . N : .
Generatoren . =Y, en [V;.Vi]=iC;uYV)
t 0Ty x;=0 voor alle j
Lie algebra i, T = i€, ['Ijtfirﬁlf] = i€ 18, en [Ky I{k] = —i€jJ]

Noether theorema, Casimiroperatoren Cy = P¥P,, en Co=W,WH = —m?s(s + 1)



ELEKTRODYNAMICA

Maxwellvergelijkingen VvV xB — Cch = 47j, VxE+ Cch =0,
V- E = 4mp. V.-B=0.

0 Er BV LEF
—E* 0 B -BY
—£Y —-B* 0 B*
-k BY —-B* 0

Faraday tensor  F* =

(E"t, EY. E:’) — (FOl, 17021 FOS)

Er geldt E = :
B = (Bi:,By,Bz) — (];1231 17311 Fl?)

Stroom viervector J = (p, 5", 7Y,57)
Maxwellvergelijkingen F*, = 4]+
Fft”’*)‘ + Ez/\,,u, + F/\#J’ = 0, F,Lw - ihza'}?v,\-ﬁFqﬁ

Continuiteitsvergelijking Jh =0— d)‘: +V-j=0
ot

VOIgt uit 47{_'];}1 S L 2 LG L | JFL = ()

RAT NG% U Rz



ELEKTRODYNAMICA

Lorentztransformaties  F#" = A¥ A", B

We vinden E| = E* onveranderd, terwijl E; =~(E+v x B)

Vierkracht K" = qF"U, =qy(E-v,E+v x B)

Nul-component: arbeid verricht door deze kracht per tijdseenheid

Ruimtelijke-componenten: Lorentzkracht

Schrijff J = qU

1 . 1 »
Dan geldt K = -T1"", met T' = — (F HOEV — 1:)“”FQ.,.-3F 3)

a7

Energie-impulstensor van elektromagnetisch veld

Energie-impulstensor is symmetrisch

Energiedichtheid 7% = 8% (E* + B?)

A



TRAAGHEID VAN GASDRUK

SRT: hoe hoger de gasdruk, des te moeilijker is het om het gas te
versnellen (traagheid neemt toe)

Oefen kracht F uit, versnel tot

snelheid v<<c¢ . . Volume V
“mv? = —,OVV2 Dichtheid p
2 2 Druk P
SRT: lorentzcontractie maakt de doos
kleiner R —
F.ds =-PAV
V
Energie nodig om gas te versnellen

2 2 2
EzlmVZ—PAV:lpVV2+EV—2PV=£(p vV aL=L|1- - ¥ =2V
2 2 2C 2 C 2¢

extra traagheid van gasdruk



ENERGIE-IMPULS TENSOR: STOF

e Energie nodig om gas te versnellen E= 1(p+32jv2v
— Afhankelijk van referentiesysteem 2 ¢
— 0 —component van vierimpuls
e Beschouw 'stof’ (engels: dust)
— Verzameling deeltjes in rust ten opzichte van elkaar
— Constant viersnelheidsveld U“(X) Fluxviervector N* =nU*

)

{
Rustsysteem deeltjesdichtheid in rustsysteem

— nen m zijn 0-componenten van

_ massadichtheid in rustsysteem  p=nm
viervectoren

energiedichtheid in rustsysteem  pC°
e Bewegend systeem

n mc

— NOYis deeltjesdichtheid 0 0
, : e N# = p¥=muU* =

— N'deeltjesflux in x' = richting 0 0

0 0

pc’isde =0,y =0 component van de tensor p®N

Tor = PN =mnU“U" =,0U”UV‘ Er is geen gasdruk!




ENERGIE-IMPULS TENSOR: PERFECTE VLOEISTOF

e Perfecte vloeistof (in rustsysteem)
— Energiedichtheid o

— |sotrope druk P T “Y diagonaal, met TH=T* =T%
® |n rustsysteem pct 00 0
THY — 0 P 0 0
1 0o 0 P o0
0 0 0 P

e |ntensorvorm (geldig in elke systeem)

We hadden T4 = pU*U” pcz 0 0 0
) P ] T _ O P 0 O
Probeer Tsf(‘)f =l p+t— U“U O 0 P 0
¢ 0 0 0 P

We vinden P
Tofot = (p T FJU U"+Pg™ Verder geldt

8#,T Y 0



