
8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 1438 Relativistis
he kosmologie8.1 Introdu
tieIn de vorige hoofdstukken hebben we de spe
iale en de algemene relativiteitstheorie behandeld.De 
on
epten van gekromde ruime en tijd zijn bedis
ussieerd, we weten welk verband er bestaattussen de metriek en de aanwezige massa en energie, en zijn in staat een verkregen metriek tegebruiken om fysis
h meetbare grootheden (afstanden en tijden) te berekenen. De volgende stapdie gemaakt kan worden, is het toepassen van de theorie op enkele spe
i�eke problemen, endit is pre
ies waar we in dit hoofdstuk mee zullen beginnen. Hier zullen we een van de meestvoorkomende toepassingen van de ART behandelen: de theorie van de oerknal. We zullen danzien dat een gevolg van de relativiteitstheorie is dat het heelal uitdijt, en dat de snelheid vanuitdijing te berekenen is wanneer we massa en energie kennen waarmee het heelal gevuld is.Verder zullen we zien dat het model niet 
ompleet is: waarnemingen laten zien dat er enkeleonvolkomenheden in de oerknaltheorie zijn opgesloten. Deze zullen we behandelen, en daarnapogen op te lossen door de theorie uit te breiden met een nieuw idee: de kosmologis
he in�atie.8.2 Het kosmologis
h prin
ipeWe zullen ons nu gaan bezighouden met de toepassing van de relativiteitstheorie op het heelal.Het is belangrijk om in te zien dat de delen van het universum dat we kunnen waarnemen, opzijn minst in prin
ipe, is gelimiteerd tot de gebieden die voldoende tijd gehad hebben om ons viali
htsignalen te bereiken vanaf de Big Bang. We geven dit s
hematis
h weer in Fig. 58. Een vraag

Figuur 58: (a) De verleden li
htkogel van een waarnemer vormt de grens van het waarneem-bare gebied dat we de deeltjeshorizon noemen. Als deze waarnemer in de toekomst een anderewaarneming doet, dat is dit gebied naar boven en naar de zijkanten groter geworden. Het gebiedbuiten de randen bevat gebeurtenissen die in de toekomst waarneembaar kunnen worden. Metli
ht ziet de waarnemer sle
hts gebeurtenissen die op de li
htkegel liggen, maar de gebeurtenis-sen binnen deze kegel kunnen informatie gestuurd hebben met lagere snelheid. Het diagramlaat zien dat er grenzen zijn aan het waarneembare gebied. (b) Twee sterrenstelsels liggen integengestelde ri
htingen van elkaar en op grote afstand, zodat hun li
ht het universum toonttoen het veel jonger was. Ze liggen zo ver uit elkaar dat ze onvoldoende tijd hebben gehad omte 
ommuni
eren: hun verleden li
htkegels bereiken de Big Bang voordat ze elkaar snijden. Ditis het gebruikelijke beeld van de Big Bang zonder in�atie en toont waarom de homogeniteit vanhet universum moeilijk te begrijpen is voor het standaard Big Bang s
enario. Het vereist dat deBig Bang op nagenoeg gelijke wijze begonnen is op niet-verbonden lokaties.dringt zi
h dan meteen op: op welke grond nemen we aan dat louter relativiteitstheorie genoeg is



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 144om de evolutie van het heelal te bes
hrijven? Er zijn immers nog enkele andere natuurkra
hten,die vele ordes van grootte kra
htiger zijn dan de zwaartekra
ht. Dit is inderdaad het geval, maarwe moeten ons bedenken dat deze kra
hten op kosmis
he s
haal vrijwel geen invloed uitoefenen:de sterke en zwakke kernkra
ht werken alleen op s
halen van de orde van femtometers, en deelektromagnetis
he kra
ht speelt een verwaarloosbare rol aangezien sterren, sterrenstelsels, enalle andere materie elektris
h neutraal zijn op ma
ros
opis
he s
haal. Het gevolg is dan ookdat alleen de zwaartekra
ht een rol kan spelen in de dynami
a van het heelal, en dus dat werelativiteitstheorie kunnen gebruiken om deze dynami
a te onderzoeken.Wat weten we van het heelal? Een van de eerste dingen die opvalt wanneer we naar de na
hthemelkijken, is dat het er in elke ri
hting hetzelfde uit lijkt te zien. Wanneer iets beter bekeken, lijktdit to
h niet helemaal zo te zijn: planeten volgen een pad ten opzi
hte van de vaste sterren,meteorenregens vers
hijnen op gezette tijden en op vers
hillende plaatsen aan de hemel, en hieren daar lijkt de sterrendi
htheid groter dan op een andere plek. E
hter, al deze onregelmatighe-den zijn alleen te ontwaren wanneer het heelal bekeken wordt op een s
haal zo groot als wijkunnen zien in een enkel beeld van een teles
oop of het blote oog; op een s
haal gezien vanenkele honderden megaparse
s zijn deze onregelmatigheden uitgesmeerd, en lijkt het heelal weldegelijk erg hetzelfde, gezien in alle ri
htingen. Deze eigens
hap draagt de naam isotropie. De

Figuur 59: De kosmis
he mi
rogolf a
htergrondstraling (CMBR) is een vorm van elektromag-netis
he straling die het universum vult. De CMBR wordt verklaard door de oerknaltheorieals het nagloeien van het waterstofplasma 380.000 jaar na de oerknal. Dat is de periode vanre
ombinatie van protonen en elektronen tot waterstof. De CMBR heeft het spe
trum van dethermis
h straling van een zwart li
haam met een temperatuur van 2,725 K (tot een pre
isie van50 delen op 1 miljoen) en isotroop tot ongeveer 1 deel in 105.isotropie van het heelal wordt veel meer kra
ht bijgezet wanneer niet alleen gekeken wordt naarde verdeling van materie in het heelal, maar ook naar de verdeling van li
ht en straling. VolgensGamow begon ons universum als een extreem hete en ge
omprimeerde neutrale bol in een stral-ingsbad. Vanwege haar grote interne energie expandeerde deze vuurbal zó snel, dat dit pro
esgewoonlijk de Big Bang wordt genoemd. Tegenwoordig vers
hilt het gea

epteerde `standaardmodel' van het beginnend universum in details van Gamow's beeld, maar het 
on
ept van eenBig Bang wordt ondersteund door de ontdekking in 1965 van de a
htergrondstraling door Pen-



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 145zias en Wilson. Al in 1965 meetten Penzias en Wilson dat de aarde gebombardeerd wordt doorenorme aantallen fotonen die, ongea
ht uit welke ri
hting zij komen, allemaal72 dezelfde ener-gie hebben (deze energie komt overeen met een temperatuur van ongeveer 2,725 Kelvin). Ditbetekent dat alle zi
htbare delen van het heelal dezelfde temperatuur hebben: blijkbaar is ookde stralingsenergie geheel isotroop verdeeld over het zi
htbare heelal. Re
ente meetgegevens vande Wilkinson Mi
rowave Anisotropy Probe (WMAP) worden getoond in �guur 60. De mikro-

Figuur 60: Meetgegevens verzameld met de Wilkinson Mi
rowave Anisotropy Probe. Boven:de temperatuurverdeling in gala
tis
he 
oördinaten. Beneden: een referentiekaart die emissievan de melkweg, het Cygnus 
ompex en andere bronnen toont.golf a
htergrondstraling wordt geïnterpreteerd als de straling die overgebleven is van het initiëlestralingsbad van het beginnend universum. Uit de ruimtelijke verdeling van de straling kun-nen we informatie verkrijgen over het universum toen het ongeveer 380.000 jaar oud. Sinds72Ook nu kijken we naar het heelal op zeer grote s
haal; dit betekent dat we de lokale afwijkingen van de energievan de fotonen door lokale invloeden van sterren, gaswolken, et
, buiten bes
houwing laten.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 146die tijd hebben de fotonen een roodvers
huiving ondergaan door expansie van het universum.Voor tijden kleiner dan 380.000 jaar na de Big Bang was de temperatuur te hoog voor eenongestoorde voortplanting van de fotonen en was bijvoorbeeld ook waterstofgas niet stabiel. Demeetgegevens van WMAP duiden op een temperatuur van 2,725 K met diverse anisotropiën. Degrootste anisotropie is afkomstig van de beweging van ons melkwegstelsel ten opzi
hte van het dekosmis
he a
htergrondstraling73 . Belangrijk zijn vooral de anisotropiën op het 10−5 niveaus opeen s
haal van ongeveer 10 boogminuten tot enkele graden. Deze kleine variaties zijn het gevolgvan het zogenaamde Sa
hse-Wolf e�e
t, waardoor fotonen van de a
htergrondstraling een gravi-tationele roodvers
huiving krijgen. Volgens het in�atiemodel ligt de oorsprong van deze variatiesin quantum �u
taties die gedurende de in�atie era expandeerden en resulteerden in primordiale�u
tuaties. Uit deze laatste �u
taties is de huidige stru
tuur van ons universum ontstaan. Debelangrijkste 
on
lusies van WMAP tot nu toe kunnen als volgt worden samengevat:
• Het universum is 13, 72 ± 0, 12 miljard jaar oud.
• De diameter van het universum is minstens 78 miljard li
htjaar.
• Het universum bestaat uit 4, 6 ± 0, 1 % gewone baryonis
he materie, uit 23, 3 ± 1, 3 %van een onbekend soort `dark matter' genaamd, omdat deze niet zi
htbaar is, maar welgravitationele e�e
ten heeft, en uit 72, 1±1, 5 % van iets dat we `dark energy' noemen. Ditlaatste is een hypotetis
he energievorm die het hele universum doordringt en een negatievedruk uitoefent, waardoor er e�e
tief een afstotende gravitatiekra
ht ontstaat.
• De kosmologis
he s
enario's voor in�atie zijn 
onsistent met de waarnemingen.
• De Hubble 
onstante is 70, 1 ± 1, 3 km/s/Mp
.
• Als de huidige theorieën worden toegepast op de WMAP meetgegevens, dan is er eenindi
atie dat het universum eeuwig zal expanderen.Veel van deze 
on
lusies zullen we in het vervolg van dit hoofdstuk a�eiden. Naast het over-tuigende bewijs geleverd door COBE en WMAP, zijn er meer aanwijzingen voor de juistheidvan de Big Bang theorie, bijvoorbeeld de abondantie van de li
hte elementen, de zogenaamdeprimordiale nu
leosynthese.Ook de materieverdeling op grote s
haal in het universum is isotroop. Dit wordt getoond in Fig.61. In het binnengebied, waar het onderzoek meer volledig is, worden gaten, knopen en dradenzi
htbaar, maar op de grootste s
halen is de verdeling van sterrenstelsels gelijk voor praktis
h elkgebied in het universum. Wanneer deze isotropie wordt samengevoegd met de geda
hte dat deaarde geen spe
iale positie inneemt, dan moeten we aannemen dat het heelal er van elke positiegezien er het zelfde uitziet (de zogenaamde aanname van homogeniteit) in alle ri
htingen. Deze
ombinatie van isotropie en homogeniteit wordt vaak als startpunt genomen van de toepassingvan relativiteitstheorie op het heelal, en draagt als naam het kosmologis
h prin
ipe:vanaf elke positie in het heelal, lijken materie en energie gelijkmatig verdeeld te zijn, wanneerbekeken op een s
haal van ongeveer 100 Mp
.Als wij een model willen bouwen dat de evolutie van het heelal su

esvol bes
hrijft, dan moet dithet kosmologis
h prin
ipe hebben ingebouwd, danwel een manier bevatten waarop het op een ofandere manier een logis
h gevolg is van de details van het model. Wij zullen in het vervolg hetkosmologis
h prin
ipe zelf inbouwen in onze bes
hrijving.73Er is dus een voorkeur voor een referentiesysteem in het universum: een systeem dat is rust is ten opzi
htevan de kosmis
he a
htergrondstraling. Dit breekt Lorentzinvariantie en leidt ook tot het niet gelden van behoudvan energie en impuls.
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Figuur 61: De 2dF roodvers
huiving survey heeft spe
tra gemeten van 245.591 obje
ten, voor-namelijk sterrenstelsels. Getoond worden de hoekposities en roodvers
huivingen van deze ster-renstelsels. Het lijkt alsof er minder sterrenstelsels op grote afstand worden gemeten, maar datwordt veroorzaakt door het feit dat dan alleen maar de helderste stelsels zi
htbaar zijn.Willen wij de algemene relativiteitstheorie gebruiken om het heelal te bes
hrijven, dan ligt hetvoor de hand een metriek te kiezen die een materie- en energieverdeling oplevert die in overeen-stemming is met het kosmologis
h prin
ipe. Dit blijkt niet een heel moeilijke taak te zijn. In deeerste plaats hadden we al opgemerkt dat zwaartekra
ht de enige kra
ht is die op deze s
haal eenrol speelt in de evolutie van het heelal, en dit betekent dat we geen rekening hoeven te houdenmet de ingewikkelde quantumme
hanis
he details van de andere drie kra
hten, danwel de wis-selwerking van onze metriek met deze kra
hten opdat de gewenste homogeniteit en isotropiegevonden wordt. In plaats daarvan kunnen we de metriek en de verdeling van massa en energieals dire
t ge
orreleerd zien zonder invloeden van de andere kra
hten. Zo volgt dan ook dat alsde metriek zelf geen voorkeursri
hting danwel voorkeurspositie kent, de energieverdeling dit ookniet zal hebben.Het is niet zo heel moeilijk om een metriek te vinden die aan deze eis voldoet. Alvorens dit tedoen, zullen we nu even een paar van de ons al bekende metrieken bes
houwen. De s
hwarzs
hild-metriek is isotroop, maar niet homogeen; de metriek die newtoniaanse zwaartekra
ht opleverde,vergelijking(385), is ook isotroop maar niet homogeen. De minkowskimetriek, daarentegen, iszowel isotroop als homogeen! Maar de minkowskimetriek zou tekort s
hieten om het heelalte bes
hrijven, aangezien we al gezien hadden in het vorige hoofdstuk dat deze metriek striktgenomen alleen een oplossing is van de Einsteinvergelijkingen in de afwezigheid van materie enenergie: een leeg heelal dus. Bovendien beperken we ons met deze keuze van de metriek meerdan het kosmologis
h prin
ipe verlangt: het prin
ipe zegt inderdaad dat het heelal er vanaf elkepositie gezien, in alle ri
htingen er hetzelfde uit behoort te zien, maar niet dat dit uitzi
ht opelk tijdstip hetzelfde hoeft te zijn. Het is dan ook toegestaan om een tijdsafhankelijkheid aan deminkowskimetriek toe te kennen, mits deze maar in alle ruimtelijke ri
htingen hetzelfde is. Dezetijdsafhankelijkheid voegt men toe door middel van een (op dit moment nog) onbekende fun
tie



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 148
a(t), genaamd de s
haalfa
tor, en de metriek wordt gegeven door

gµν =









−1 0 0 0
0 a2(t) 0 0
0 0 a2(t) 0
0 0 0 a2(t)









. (406)Deze metriek draagt de naam vlakke Robertson-Walker metriek, en speelt een hoofdrol in dekosmologie74. De fysis
he betekenis van de s
haalfa
tor a(t) is snel in te zien door het lijnelement
ds2 uit te s
hrijven. We vinden

ds2 = −c2dt2 + a2(t)dx2 + a2(t)dy2 + a2(t)dz2

= a2(t)dxidxi

= a2(t)d~x2, (407)waar de tweede stap geldt voor een spe
iale waarnemer die een afstand wil meten, en voor wiedaarom geldt dt = 0. Integreren om een eindige afstand S te berekenen levert
S =

∫

a(t)d~x

= a(t)

∫

d~x. (408)Blijkbaar is de gemeten afstand S in de vlakke Robertson-Walker ruimte niets anders dan deafstand ∫

d~x zoals die gemeten zou zijn in een minkowskimetriek, maal de fun
tie a(t). Ditverklaart de naam schaalfa
tor: a(t) geeft aan hoeveel groter (als a(t) > 1) of hoeveel kleiner(als a(t) < 1) een gemeten afstand is bij een gegeven 
oördinaatafstand, vergeleken met deovereenkomstige gemeten afstand in een minkowskimetriek. Bovendien kunnen we nu de tijds-afhankelijkheid van de s
haalfa
tor interpreteren: als a(t) een stijgende fun
tie is in de tijd,betekent dit dat gemeten afstanden steeds groter worden. De impli
atie van dit is enorm: hetbetekent dat twee, zeg, sterren op vaste 
oördinaatafstand, zi
h van elkaar zullen verwijderen meteen snelheid gelijk aan ȧ(t). Vanaf de aarde gezien (of, overeenkomstig het kosmologis
h prin
ipe,vanaf elk willekeurig punt in het heelal) lijken deze sterren zi
h van elkaar te verwijderen meteen snelheid ȧ(t). Dit geldt voor elke willekeurige twee sterren of alle andere materie of stralingin het heelal: alles verwijdert zi
h van elkaar met een snelheid gedi
teert door de tijdsafgeleidevan de s
haalfa
tor: we spreken in dat geval van een uitdijend heelal. Op dezelfde manier volgtdat als a(t) een dalende fun
tie in de tijd is, gemeten afstanden afnemen in de tijd, en het heelalkrimpt. De tijdsafgeleide ȧ(t) van de s
haalfa
tor is daarom een maat voor de snelheid waarmeehet heelal uitdijt of inkrimpt; de tweede tijdsafgeleide ä(t) van de s
haalfa
tor is een maat voorde verandering van de uitdijingssnelheid.8.3 De wet van HubbleEen uitdijend of inkrimpend heelal heeft als kenmerk dat de gol�engte van het li
ht van de sterren,oprekt of inkrimpt, en daardoor de kleur van dit li
ht roder danwel blauwer wordt. Dit betekentdat, in een uitdijend heelal, uitgezonden sterrenli
ht roder aankomt in onze teles
open dan het74Er zijn nog twee andere metrieken denkbaar die voldoen aan het kosmologis
h prin
ipe, te weten de sferis
heen de hyperbolis
he Robertson-Walker metrieken, en deze leiden tot een ruimte die niet alleen uitdijt, maar ookgekromd is. Deze bes
hrijven dan ook een heelal waarin aanvankelijk evenwijdige lopende li
htstralen 
onvergerenrespe
tievelijk divergeren. E
hter, de theorie van kosmologis
he in�atie leidt ertoe dat de vlakke Robertson-Walker metriek de beste bes
hrijving geeft van het heelal waarin wij leven. Bovendien wordt deze vorm van demetriek bevestigd door experiment. Wij komen hierop terug in het volgende hoofdstuk.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 149uitgezonden wordt door de sterren, en bovendien dat deze roodvers
huiving een maat is voor deuitdijingssnelheid ȧ(t) van het heelal. Dit verband zullen we nu onderzoeken. We bes
houwenhiertoe een li
htstraal in dit heelal. Volgens de relativiteitstheorie volgt deze li
htstraal eenli
hta
htig pad,
ds2 = −c2dt2 + a2(t)dx2

≡ 0. (409)We nemen hier aan, zonder verlies van algemeenheid, dat het li
ht zi
h langs de x-ri
hting voort-beweegt. Als deze li
htstraal is uitgezonden op tijdstip te (emissie) en gemeten is op het huidigetijdstip to (ontvangst), dan kunnen we deze relatie integreren om te zien hoeveel 
oördinaataf-stand R het li
ht a�egt tussen de emissie en ontvangst. Er geldt
R =

∫ R

0
dx =

∫ to

te

cdt

a(t)
. (410)We bes
houwen nu een waarnemer op grote afstand die li
ht in pulsjes uitzendt, en een tweedewaarnemer die deze pulsjes ontvangt; hun onderlinge 
oördinaatsafstand is R. De zender stuurttwee pulsjes weg, een tijd δte van elkaar. De ontvanger zal de pulsjes iets later na elkaar ont-vangen, aangezien het heelal ondertussen uitdijt: hij meet dat de pulsjes een tijd δto na elkaaraankomen. Aangezien de 
oördinaatafstand tussen de twee waarnemers niet verandert tijdensuitdijing van het heelal75, moet er nu gelden

c

∫ to+δto

te+δte

dt

a(t)
= c

∫ to

te

dt

a(t)
. (411)Beide kanten van de vergelijking worden vermenigvuldigd met de fa
tor c; deze delen we weg.De re
hterkant van deze vergelijking kunnen we s
hrijven als

∫ to

te

dt

a(t)
=

∫ te+δte

te

dt

a(t)
+

∫ to+δto

te+δte

dt

a(t)
+

∫ to

to+δto

dt

a(t)
. (412)Wil dit gelijk zijn aan de linkerkant van de vergelijking (411), dan moet gelden

∫ te+δte

te

dt

a(t)
+

∫ to

to+δto

dt

a(t)
= 0. (413)Als we aannemen dat δto en δte zó klein zijn dat de s
haalfa
tor maar weinig verandert in dezeintegralen (dit wil zeggen: we nemen aan dat het heelal veel minder snel uitdijt dan de pulsenna elkaar uitgezonden worden), dan kunnen we a(t) als 
onstant nemen, en zegt deze laatste eisdat

δto
δte

=
a(to)

a(te)
. (414)Dit is een relatie tussen de tijden tussen pulsjes zoals gemeten en zoals verzonden. Dit vers
hilwordt dire
t bepaald door de grootte van het heelal ten tijde van uitzending (te) en ontvangst(to). Als we de duur tussen de pulsjes nu opvatten als de trillingstijd van een li
htgolf, dan kunnenwe een uitspraak doen over de verhouding in frequentie ω ≡ 2πδt−1 (kleur) van het li
ht zoalsverzonden en ontvangen. We vinden dan de formule voor de kosmologis
he roodvers
huiving z.75In de kosmologie gebruiken we een 
oördinatenstelsel dat met de universele expansie mee oprekt. We noemendergelijke 
oördinaten, meebewegende 
oördinaten.
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sterrenstelsel
  met
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 :
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 = 0,004


sterrenstelsel
  met
 roodverschuiving
 :
 z
 = 0,004


Golflengte
  [ Angstrom ]
Figuur 62: De kosmologis
he roodvers
huiving. De spe
tra van twee sterrenstelsels wordengetoond als de ontvangen intensiteit als fun
tie van de gol�engte (1 Angstrom = 10−10 m). Deheldere lijnen van de twee spe
tra 
orresponderen met een vers
huiving van ∆λ/λ ≡ z = 0, 1.Dit wordt de kosmologis
he roodvers
huiving genoemd.Er geldt
1 + z ≡

ωe

ωo
=

a(to)

a(te)
. (415)We zien dat de roodvers
huiving z een maat is voor de verandering van de kleur van het li
ht,ten gevolge van de uitdijing van het heelal. Experimenteel gezien betekent dit, dat we doormeting van de kleurvers
huiving van sterrenli
ht kunnen bepalen wat de huidige waarde is van des
haalfa
tor, ten opzi
hte van die ten tijde dat het li
ht uitgezonden werd. Dit geeft ons daarmeeeen maat voor de tijdsevolutie van de s
haalfa
tor, en daarmee voor de uitdijingssnelheid vanhet heelal.Voor sterren die niet te ver weg staan van onze teles
open heeft het li
ht niet veel tijd nodigom de afstand te overbruggen, en kan de s
haalfa
tor nooit heel erg veranderd zijn tussen demomenten van uitzending en ontvangst van het sterrenli
ht. Dit betekent dat we de s
haalfa
torten tijde van uitzending, a(te), goed kunnen benaderen door de Taylor-reeks

a(te) ≈ a(to) + ȧ(to)(te − to). (416)Ingevuld in de formule voor de kosmologis
he roodvers
huiving, volgt op deze manier
1 + z =

a(to)

a(te)
≈ a(to)

(

a(to) + ȧ(to)(te − to)
)

−1

≈ 1 +
ȧ(to)

a(to)
(to − te), (417)waar in de laatste stap de wiskundige regel is gebruikt dat (1 + x)m ≈ 1 + mx, welke geldt als

mx ≪ 1; dit is hier het geval, aangezien (te − to) een maat is voor de afstand tussen zender



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 151en ontvanger, en we hadden aangenomen dat deze klein is. Het tijdsvers
hil (te − to) laat zi
homzetten in een afstand tussen de zender en ontvanger door een fa
tor c te plaatsen. Op dezemanier is nu de roodvers
huiving van sterrenli
ht gerelateerd geraakt aan de afstand d tot dester als
z ≈

ȧ(to)

a(to)
cd. (418)De 
ombinatie ȧ(to)

a(to) draagt de naam Hubble 
onstante en is een maat voor de snelheid waarmeehet heelal op dit moment uitdijt. Hij is vernoemd naar Edwin Hubble, die dit lineaire verbandtussen roodvers
huiving en afstand tot de sterren al in 1929 wist te meten; hiermee werd heteerste experimentele bewijs geleverd voor het uitdijen van het heelal. Sindsdien zijn de metingensteeds nauwkeuriger geworden, en is de waarde van de Hubble 
onstante vastgesteld op, ineenheden die in de waarnemende sterrenkunde gebruikelijk zijn, H(to) = 70, 1 km·s−1·Mp
−1; instandaardeenheden is de waarde ongeveer H(to) = 2, 1 · 10−18 s−1. Deze experimentele waardezullen we later nodig hebben om de leeftijd van het heelal te s
hatten.8.4 De FriedmannvergelijkingenEen van de grootste opgaven van de kosmologie is het bepalen wat de expli
iete vorm is vande fun
tie a(t): wanneer dit bekend is, weten we namelijk hoe de grootte van het heelal (enmogelijk zijn oorsprong en toekomstig gedrag) evolueert in de tijd. De vraag is dan ook: hoekunnen we de vorm van de s
haalfa
tor bepalen? Het antwoord wordt, zoals altijd, uiteindelijkgedi
teerd door de aanwezigheid van materie en energie in het heelal. Immers, de vorm en hetgedrag van een metriek is via de Einsteinvergelijkingen gekoppeld aan de energie-impuls tensor
Tµν , en het ligt dan ook voor de hand om de vraag te stellen welke energie-impuls tensor alsgevolg heeft dat de Einsteinvergelijkingen de Robertson-Walker metriek als oplossing kent. Merkop hoe dit afwijkt van de gebruikelijke pro
edure: meestal bij het doen van relativiteitstheorie, isde energie-impuls tensor het startpunt van berekeningen, en is de metriek een gevolg; de huidigesituatie is een van de weinige keren dat de metriek bekend is, en er een energie-impuls tensorgevonden dient te worden.Dit is geen triviaal probleem: het vraagstuk wordt bemoeilijkt door het feit dat er een wisselwer-king plaatsvindt tussen de tijdsafhankelijkheid van de metriek, en de vorm van de energie-impulstensor. Denk ter illustratie aan een gas in een ballon: niet alleen wordt de grootte van de ballonbepaald door de druk van het gas in de ballon, maar deze druk is zelf weer een fun
tie van degrootte (grootte van de ballon) van het volume waarin het gas opgesloten is. Op dezelfde manierwordt de metriek (een maat voor de grootte van het heelal) niet alleen bepaald door de aanwezigeenergie en materie, maar oefent deze metriek ook zelf weer een invloed uit op de energie-impulstensor: een ingewikkelde wisselwerking is het gevolg.Het kosmologis
h prin
ipe biedt uitkomst. Willen energie en materie homogeen en isotroopverdeeld zijn over het heelal, dan moet de energie-impuls tensor overeenkomstig gekozen worden,wat betekent dat deze tensor geen plaatsafhankelijkheid mag kennen. Verder doet de eis vaneen uitgesmeerde hoeveelheid materie ons denken aan een perfe
te vloeistof. Vloeisto�en wordengekenmerkt door een druk P en een energiedi
htheid ρ, die, zoals beargumenteerd, nu ten hoogstevan de tijd mogen afhangen. Voor vloeisto�en is een energie-impuls tensor bekend, en deze wordtgegeven door (zie ook vergelijking (230), maar merk op dat we ρ nu als energiedi
htheid de�niërenin plaats van een massadi
htheid)

T µν =
1

c2
(ρ + P )UµUν + Pgµν . (419)



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 152waarin Uµ de viersnelheid is van een waarnemer die in rust is ten opzi
hte van de vloeistof. Ergeldt dat Uµ = (c, 0, 0, 0).Nu het kosmologis
h prin
ipe ons tot aannames heeft geleid voor de vorm van de metriek ende vorm van de energie-impuls tensor, kunnen de Einsteinvergelijkingen worden gebruikt omhet verband tussen de twee obje
ten te vinden; het resultaat zal zijn dat er een dire
t verbandbestaat tussen de s
haalfa
tor a(t) en de druk P (t) en energiedi
htheid ρ(t) van het heelal.Hiertoe dienen de Ri

itensor en Riemanns
alar behorend bij de Robertson-Walker metriek teworden berekend. Dit is een eenvoudige opgave, en leidt tot
R00 = 3

ä(t)

a(t)
,

Rij = −
(

2ȧ2(t) + a(t)ä(t)
)

δij ,

R = −6
ȧ2(t)

a2(t)
− 6

ä(t)

a(t)
. (420)Wanneer deze worden ingevuld in de linkerkant van de Einsteinvergelijkingen en de energie-impuls tensor ingevuld in de re
hterkant, wordt een tensorvergelijking gevonden die in prin
ipe10 vers
hillende relaties geeft tussen de s
haalfa
tor en de druk en di
htheid van de aanwezigeenergie en materie. E
hter, uiteindelijk levert dit ons sle
hts twee relaties op, aangezien detensoren alleen niet-nul 
omponenten op de diagonaal kennen, en de drie ruimtelijke 
omponentenhiervan dezelfde informatie bevatten (kosmologis
h prin
ipe!). Voor µ = 0, ν = 0 levert dit

(

ȧ(t)

a(t)

)2

= +
8πG

3c2
ρ(t), (421)en voor µ = i, ν = i levert dit

ä(t)

a(t)
+

(

ȧ(t)

a(t)

)2

= −
8πG

c2
P (t). (422)Het is gebruikelijk deze tweede vergelijking te hers
hrijven door de eerste vergelijking te sub-stitueren; de twee resulterende vergelijkingen zijn dan

(

ȧ(t)

a(t)

)2

= +
8πG

3c2
ρ(t),

ä(t)

a(t)
= −

4πG

3c2

(

3P (t) + ρ(t)
)

. (423)Deze twee vergelijkingen geven het verband tussen de energiedi
htheid en druk van de vloeistofwaarmee we het heelal gevuld hebben, en de s
haalfa
tor. Zij heten de Friedmannvergelijkingen,en vormen het hart van de kosmologie. Vraagstukken over de evolutie van de grootte van hetheelal zijn hiermee tot een simpel stappenplan geredu
eerd: beargumenteer wat de druk P (t)en di
htheid ρ(t) is van de energie en materie in het heelal, los de Friedmannvergelijkingen op,en vindt dan de expli
iete vorm van de s
haalfa
tor a(t) (en daarmee de mate van uitdijingof inkrimping van het heelal). In se
tie 8.5 zullen we deze vergelijkingen expli
iet oplossenvoor enkele spe
iale gevallen, en hieruit het model van de oerknal 
onstrueren. Alvorens ditte doen zullen we enkele dire
te, algemene gevolgen (dus geldend voor alle oplossingen) van deFriedmannvergelijkingen bekijken.Ten eerste voorspellen de Friedmannvergelijkingen dat het heelal een begin heeft gehad. Dit kanworden ge
on
ludeerd op basis van het feit dat, voor ons bekende soorten materie en energie, de
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htheid en druk beide positieve grootheden zijn76 en de re
hterkant van de tweede Friedmann-vergelijking daarom negatief is: hieruit volgt dat ä(t) negatief is: de uitdijingssnelheid van hetheelal neemt af in de tijd. Ge
ombineerd met Hubble's experimentele feit dat het heelal op ditmoment uitdijt, ȧ(tnu) > 0, leidt dit dire
t tot de 
on
lusie dat op een bepaald moment in dehistorie van het heelal, de s
haalfa
tor a(t) de waarde nul heeft aangenomen. Dit 
orrespondeertmet een heelal waarin alle materie en energie opgeborgen is geweest in een volume ter groottenul. De Friedmannvergelijkingen voorspellen dan ook dat de ruimtetijd begonnen is als een sin-gulariteit met oneindige energiedi
htheid, en daarna (om onduidelijke redenen) is gaan uitdijen.Dit moment wordt gezien als het begin van het heelal, en draagt de naam oerknal. Hierop voort-

t
nu


vandaag


Figuur 63: De Hubble 
onstante is gerelateerd aan een s
haalfa
tor en levert een bovengrensop de leeftijd van het heelal.bordurend, kan de tijd verlopen sinds de oerknal opgevat worden als de leeftijd van het heelal.Een s
hatting van de leeftijd kan gemaakt worden door op te merken dat de s
haalfa
tor a(t)zijn huidige waarde heeft gekregen terwijl het is gegroeid met een `snelheid' gelijk aan ȧ(t). Eenmaat voor de leeftijd van het heelal kan daarom worden gegeven door de huidige waarde van des
haalfa
tor, gedeeld door zijn huidige snelheid. Dit levert in het algemeen een overs
hattig op,aangezien de tweede Friedmannvergelijking ons al leerde dat de snelheid van uitdijing ȧ(t) nietaltijd dezelfde waarde heeft gehad maar steeds kleiner is geworden. Het volgt daarom dat deleeftijd tnu van het heelal een bovengrens heeft gegeven door
tnu <

a(tnu)

ȧ(tnu)
. (424)Aan de re
hterkant van deze ongelijkheid herkennen we de inverse van de Hubble 
onstante diewe al eerder geïntrodu
eerd hadden, H(t) ≡ ȧ(t)/a(t). Het essentiële vers
hil met de laatste keerdat wij deze tegenkwamen, is dat H toen nog alleen op het huidige tijdstip werd genomen, waarwe vanaf nu H(t) ook op andere tijden zullen bes
houwen77. Zoals besproken is H(t) een fysis
hmeetbare grootheid, te bepalen door de roodvers
huiving van di
htbijgelegen sterren te meten,en is bekend een waarde te hebben van ongeveer 70 (km/s)/Mp
. Als we deze waarde invullenin vergelijking (424), levert op een bovengrens voor de leeftijd van het heelal van ongeveer 15miljard jaar.76In de volgende se
tie zullen we zien dat er ook een energiesoort bestaat waarvoor dit niet opgaat; e
hter, zoalswe eveneens zullen aantonen, heeft deze energiesoort een verwaarloosbare invloed in de eerste paar miljarden jarenvan het heelal, en kan daarom worden genegeerd wanneer we voorspellingen willen doen over het vroege heelal.77Merk op dat het daarom strikt genomen niet 
orre
t meer is om H aan te duiden als een 
onstante: hij isimmers tijdsafhankelijk. Het is e
hter algemeen gebruik om H(t) nog altijd aan te duiden met de naam Hubble
onstante, en dat zullen we in het vervolg dan ook blijven doen.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 1548.5 Oplossingen van de FriedmannvergelijkingenHet heelal is, voor zover wij kunnen overzien en hebben kunnen meten, gevuld met energie enmaterie die we in drie groepen kunnen verdelen. Ten eerste is er de koude materie: atomen,molekulen en alles wat daarvan gemaakt is. Denk hierbij aan sterren, sterrenstelses, gaswolken,nevels, de aarde en alles wat erop leeft, en ook de mysterieuze donkere materie. Ten tweede is erstraling, waarmee we alles bedoelen wat zi
h met (vrijwel) de li
htsnelheid voortbeweegt: fotonenuitgezonden door sterren, de fotonen van de kosmis
he a
htergrondstraling (deze waren we altegen gekomen bij de introdu
tie van het kosmologis
he prin
ipe), maar ook zeer snel bewegendemassieve deeltjes horen in deze 
ategorie. Ten derde is er de geheimzinnige energie die, zoals wezullen zien, het heelal versneld doet uitdijen, en waarvan de oorsprong nog een groot mysterieis; dit soort energie zullen we aanduiden met de naam kosmologis
he 
onstante78.Elk van deze soorten materie en of energie zal een spe
i�eke evolutie van het heelal voorspellen,en doel van deze se
tie is het oplossen van de Friedmannvergelijkingen voor deze gevallen. Hiertoezullen we uitdrukkingen moeten ops
hrijven voor de energiedi
htheid en druk ten gevolge vanelk van deze drie soorten van energie en materie. We zullen daarbij aannemen dat de di
htheiden druk evenredig zijn aan elkaar
P (t) = nρ(t). (425)Deze vergelijking wordt de toestandsvergelijking genoemd van de energie of materie. De waardevan de evenredigheids
onstante n is afhankelijk van meerdere fa
toren (waaronder de tempera-tuur, het type materie of energie, mate van intera
tie met andere soorten energie, en quantum-me
hanis
he eigens
happen), maar kan in de huidige 
ontext als 
onstant worden bes
houwd.Om de waarde van n te vinden, kan men kennis uit de thermodynami
a gebruiken (dit is immersde studie is van ma
ros
opis
he grootheden als druk en interne energie van materie) en met namede eerste hoofdwet, de wet van behoud van totale energie. In andere takken van fysi
a is ditinderdaad de manier waarop n bepaald wordt. E
hter, in het geval van de kosmologie is dit nietnodig: zoals dadelijk zal blijken, di
teren de Friedmannvergelijkingen wat de waarde is van n.Voor elke gegeven vorm van de energiedi
htheid ρ(t), volgt dan ook dire
t de druk P (t) . Ditis niet verbazingwekkend: de Friedmannvergelijkingen volgen uit de Einsteinvergelijkingen, endeze hebben, zoals we gezien hebben in hoofstuk 7, het behoud van energie ingebouwd.8.5.1 Heelal gedomineerd door koude materieIn het geval van de koude materie kunnen we een goede aanname doen voor de vorm van deenergiedi
htheid ρ(t). Een energiedi
htheid is altijd gede�nieerd als een hoeveelheid energie ofmaterie gedeeld door een volume. Nu wordt met volume uiteraard het fysis
he volume bedoeld,een produkt van fysis
h gemeten lengte, breedte, en hoogte. Elk van deze drie grootheden zijnafstanden, en fysis
he afstanden worden (zoals we al gezien hadden) dire
t bepaald door des
haalfa
tor a(t). Het ligt dan ook voor de hand om de di
htheid van de koude materie tes
hrijven als
ρ(t) =

A

a3(t)
, (426)waarin A een 
onstante is; het is een maat voor de hoeveelheid energie en materie ten tijdedat de s
haalfa
tor pre
ies de waarde a(t) = 1 had; de waarde ervan is niet zo relevant in78In de literatuur duiken ook andere namen op, veelal afhankelijk van de 
ontext waarin deze energie bes
hrevenwordt, en zonder dat er een duidelijk onders
heid gehanteerd wordt tussen de eventuele subtiele vers
hillen tussenal deze 
on
epten: va
uum energie, donkere energie, quintessen
e veld, et
.
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ussie. We zullen aannemen dat deze A niet van waarde verandert; fysis
hbetekent dit dat de koude materie niet omgezet wordt in een van de andere soorten energie. DeFriedmannvergelijkingen nemen dan de volgende vorm aan,
ȧ2(t) =

8πG

3c2

A

a(t)
,

ä(t) = −
4πG

3c2
(1 + 3n)

A

a2(t)
. (427)Bovenstaande di�erentiaalvergelijkingen zullen wij dadelijk expli
iet oplossen om de s
haalfa
torals fun
tie van de tijd te vinden; eerst zullen we laten zien dat deze vergelijkingen, zoals beloofd,ook de waarde van de 
onstante n bepalen. Di�erentieer hiertoe de eerste van deze vergelijkingennaar de tijd

2ä(t) = −
8πG

3c2

A

a2(t)
, (428)en substitueer deze in de tweede van de vergelijkingen. We vinden dan

−
4πG

3c2
A = −

4πG

3c2
(1 + 3n)A, (429)wat alleen waar kan zijn wanneer de evenredigheidparameter n gelijk is aan 0. Hiermee isgevonden dat de druk P (t) = nρ(t) ten gevolge van koude materie gelijk is aan nul. Fysis
hbetekent dit dat deze materie te weinig energetis
h is om de deeltjes van deze materie genoegsnelheid te geven om een signi�
ante druk uit te oefenen. Het is pre
ies om deze reden dat wedeze materie het predikaat `koud' hebben gegeven.Nu er uitdrukkingen gevonden zijn voor de energiedi
htheid en druk voor het geval van koudematerie, kunnen we deze uitdrukkingen substitueren in de Friedmannvergelijkingen, en dezepogen op te lossen om zo de s
haalfa
tor a(t) te vinden. De volgende di�erentiaalvergelijkingenworden dan gevonden,

a(t)ȧ2(t) =
8πG

3c2
A,

a2(t)ä(t) = −
4πG

3c2
A. (430)Het is niet moeilijk in te zien dat de oplossing van deze vergelijkingen gegeven wordt door defun
tie

a(t) = Bt3/2, (431)waarin B een integratie
onstante is79. Een oplossing is gevonden! Louter op basis van hetkosmologis
h prin
ipe en een voor de hand liggende aanname voor de energiedi
htheid van deaanwezige materie, is nu gevonden hoe het heelal evolueert in de tijd. Interessant om te zien ishet volgende: de gevonden oplossing voorspelt dat het heelal uitdijt: ȧ(t) > 0, maar dat dezeuitdijing steeds minder snel gaat: ä < 0; dit is pre
ies wat we verwa
hten op basis van het feitdat zwaartekra
ht een aantrekkende werking heeft.79De 
onstante fa
toren in de uitdrukking voor de s
haalfa
tor zijn fysis
h weinig interessant: ze herde�niërenenkel de afstandsmaat waarin afstanden gemeten worden. Om uitspraken te doen over de uitdijing van het heelalis alleen de verhouding tussen de s
haalfa
toren van twee tijdstippen van belang. De 
onstanten B vallen erdaarom altijd uit.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 1568.5.2 Heelal gedomineerd door stralingOok voor het geval van straling kunnen we een goede aanname doen voor de vorm van deenergiedi
htheid. Wederom geldt dat de di
htheid van straling (fotonen) afneemt naarmatehet heelal uitdijt en dus dat ρ(t) ∝ a−3(t). Bovendien geldt dat er een extra afname vande energiedi
htheid optreedt ten gevolge van de gravitationele roodvers
huiving. Voor fotonengeldt dat de energie is gegeven voor E = hν = ~ω, waar ν de frequentie (ω de hoekfrequentie
2πν) is van de fotonen. Uitgedrukt in de gol�engte λ is deze relatie gegeven door E = (2π~c)/λ,waar de gol�engte λ een fysis
he afstand is, en daardoor s
haalt met a(t). Het gevolg is danook dat de stralingsenergiedi
htheid afneemt met een extra fa
tor a(t) ten gevolge van dezeroodvers
huiving, en we dus verwa
hten dat deze energiedi
htheid gegeven wordt door

ρ(t) =
A

a4(t)
. (432)(waarin A een 
onstante is). Op dezelfde manier als eerder, kunnen we de Friedmannvergelij-kingen gebruiken om de waarde van de 
onstante n te bepalen, en daarmee een fun
tie voor dedruk P (t). Er wordt dan gevonden dat n = 1/3, en straling daarom de volgende druk kent,

P (t) =
A

3

1

a4(t)
. (433)Met behulp van de gevonden uitdrukkingen voor energiedi
htheid en druk, kunnen we ze vervol-gens in de Friedmannvergelijkingen substitueren en vinden we voor het stralingsgedomineerdeheelal

a2(t)ȧ2(t) = +
8πG

3c2
A,

a3(t)ä(t) = −
8πG

3c2
A. (434)De oplossing voor deze vergelijkingen is snel gevonden. Er geldt

a(t) = B
√

t, (435)waarin B een integratie
onstante is. Deze oplossing vertelt ons dat een heelal gevuld met straling,uitdijt, ȧ(t) > 0, en dat de uitdijingssnelheid afneemt, ä(t) < 0, wederom pre
ies zoals we zoudenverwa
hten op basis van het gegeven dat zwaartekra
ht een aantrekkende invloed uitoefent. Ookis te zien dat de uitdijing van een stralingsgedomineerd heelal sneller gaat dan de uitdijing vaneen heelal gedomineerd door koude materie. Dit heeft een belangrijke 
onsequentie, waar wedadelijk op zullen terugkomen.8.5.3 Heelal gedomineerd door een kosmologis
he 
onstanteTenslotte zullen we een heelal bes
houwen dat gevuld is met een energievorm die wij hebbenaangeduid met de naam `kosmologis
he 
onstante'. We hebben de impli
aties voor een deelal in se
tie 7.9 besproken. Per de�nitie wordt hiermee een energievorm bedoeld, waarvan deenergiedi
htheid niet afneemt tijdens het uitdijen of inkrimpen van het heelal: ρ(t) zal als een
onstante ρc worden gekozen,
ρ(t) = ρc = const. (436)Fysis
h betekent dit dat deze energievorm niet een gevolg kan zijn van `normale' materie ofstraling: voor alle soorten straling en materie geldt immers dat de di
htheid afneemt wanneerhet uitgesmeerd wordt over een steeds groter wordend volume. De kosmologis
he 
onstante kan
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hien het best80 worden gezien als een eigens
hap van de ruimtetijd zelf (en nietvan iets op de ruimtetijd): een energie die gedragen wordt door de ruimtetijd en daarom nietafhangt van de grootte van de ruimtetijd. Het is een experimenteel feit dat er wel degelijk eenenergievorm in het heelal aanwezig is dat aan deze eigens
hap voldoet: ongeveer driekwart vanalle energie, lijkt van deze bijzondere vorm te zijn. We zullen hier later op terugkomen; op ditmoment zullen we wederom de Friedmannvergelijkingen gebruiken om uit te rekenen hoe de drukvan deze materie eruit ziet. Op dezelfde manier als eerder, kan uit de Friedmannvergelijkingenworden gevonden dat n = −1, en dus dat de druk ten gevolge van de kosmologis
he 
onstanteeveneens 
onstant is, en gegeven wordt door
P (t) = −ρ(t) = −ρc = const. (437)Merk op dat deze druk negatief is! Nu druk en di
htheid zijn gevonden, kunnen de Friedmann-vergelijkingen gebruikt worden om de s
haalfa
tor uit te rekenen. Zij worden gegeven door

(

ȧ(t)

a(t)

)2

=
8πG

3c2
ρc,

ä(t)

a(t)
=

8πG

3c2
ρc. (438)De oplossing is wederom eenvoudig te vinden, en is

a(t) = a0e

√

8πG

3c2
ρct

, (439)waarin a0 een integratie
onstante is. De uitdijing van dit heelal is exponentieel, en gaat dienten-gevolge steeds sneller. Merk op hoe dit indruist tegen ons begrip van zwaartekra
ht: we zoudenverwa
hten dat een aantrekkende kra
ht de uitdijingssnelheid van het heelal zou afremmen (zoalsook het geval was voor een heelal gevuld met koude materie of straling). Wederom blijkt hierdat de kosmologis
he 
onstante een bijzonder vreemde soort energie is!8.6 Het Standaard Model van de kosmologieHet heelal dijt uit. Dit was een dire
t gevolg van de Friedmannvergelijkingen, en was bovendienexperimenteel geveri�eerd. Dit betekent dat de energiedi
htheid van de vers
hillende energievor-men vroeger vele malen groter was dan tegenwoordig. Dit uit zi
h in een afnemende hoeveelheidenergie die deeltjes kunnen uitwisselen. De uitwisselingsenergie van de deeltjes bepaalt in welkemate zij intera
tie aangaan met andere deeltjes, en zo volgt dat er vers
hillende maten vanintera
tie hebben plaatsgevonden naarmate het heelal ouder werd en groeide.Nu we de s
haalfa
toren ten gevolge van vers
hillende soorten energie en materie hebben be-rekend, kunnen wij ze gebruiken om een model te maken van de ges
hiedenis van het heelal:wanneer hebben welke fysis
he pro
essen plaatsgevonden? We zullen hierbij gebruik moetenmaken van een aantal vers
hillende takken van de fysi
a, zoals de atoomfysi
a en de subatomairefysi
a. Het resultaat staat bekend als het Standaard Model van de kosmologie. De berekeningendie we nu zullen doen, nemen niet alle subtiele (en belangrijke!) aspe
ten van het verhaal inbes
houwing, maar zullen desondanks tot goede s
hattingen leiden van de ordes van grootte vande tijden waarop belangrijke gebeurtenissen hebben plaatsgevonden.80Een andere mogelijkheid die is bestudeerd, is dat energie niet behouden is op kosmis
he s
haal: er wordtspontaan materie en/of energie ge
reëerd uit het niets, en dit in pre
ies de juiste hoeveelheden om de afname vande di
htheid ten gevolge van het groeien van het volume te 
ompenseren. Deze aanpak is e
hter niet erg su

esvolgebleken, en wordt door weinig kosmologen aangehangen.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 158We zullen aannemen dat de intera
tie tussen vers
hillende soorten materie altijd heeft plaats-gevonden door uitzending van fotonen of gluonen. Dit is in overeenstemming met onze kennisvan de atoom- en subatomaire fysi
a, die zegt dat, inderdaad, de intera
tie tussen quarks (voor-namelijk) wordt bewerkstelligd door uitzending van gluonen, en de intera
tie tussen elektronenen protonen door uitzending van fotonen. Beide typen deeltjes zijn massaloos, en kunnen wedaarom opvatten als straling. De energiedi
htheid voor straling in een uitdijend heelal zijn we altegengekomen: we hadden toen gezien dat de energiedi
htheid van straling s
haalt met a−4(t).De energie per foton81 is niets anders dan de energiedi
htheid maal het volume; de laatste s
haaltmet a3(t), en zo volgt dat de energie Efotonvan een enkel foton het volgende verband kent metde s
haalfa
tor,
Efoton ∝

1

a(t)
. (440)Deze relatie geldt zowel in een stralingsgedomineerde- als koude materie gedomineerd heelal.Het is pas wanneer de spe
i�eke fun
tie voor de s
haalfa
tor wordt ingevuld, dat het vers
hiltussen beide situaties zi
htbaar wordt. Dit leidt tot fun
ties voor de energieën van een foton in eenstralingsgedomineerd heelal (Efoton, straling) en in een materie gedomineerd heelal (Efoton, materie),gegeven door

Efoton, straling = Astralingt
−1/2, Efoton, materie = Amateriet

−2/3. (441)Hierin zijn de A's 
onstanten, die nog nader bepaald zullen worden.Deze twee vergelijkingen zijn de sleutel tot het berekenen van de leeftijd van het heelal ophet moment dat belangrijke fysis
he gebeurtenissen plaatsvonden. Het enige dat gedaan moetworden, is invullen welke energie de fotonen op dat moment gehad hebben, en dan de bijbehorendetijdstippen uitrekenen. Hiertoe is wel nog wat extra informatie nodig: de 
onstanten Astralingen Amaterie zullen een waarde toegekend moeten worden, en verder moet er een idee zijn vanwanneer welk van de twee vergelijkingen gebruikt mag worden. Dit wil zeggen: kunnen we eens
hatting maken van de leeftijd van het heelal waarop de invloed ten gevolge van koude materiedominanter werd dan die ten gevolge van straling?De laatste vraag kunnen we beantwoorden met behulp van een experimenteel gegeven: als ergemeten wordt hoeveel energie er ongeveer per volume-eenheid aan fotonen en aan atomen is inhet heelal, dan wordt er gevonden dat er op dit tijdstip ongeveer 1000 keer meer energiedi
htheidten gevolge van materie is, dan ten gevolge van fotonen. Er geldt
(

ρmaterie

ρfotonen

)

nu

≈ 1000. (442)De linkerkant van deze vergelijking s
haalt, volgens vergelijkingen (426) en (432), met de s
haal-fa
tor
a(tnu) ∝ 1000. (443)Er staat hier nu het evenredigheids-teken (∝), omdat we alleen weten dat de di
htheden evenredigzijn met s
haalfa
toren. We kennen de waarden van de evenredigheids
onstanten niet. Het zalblijken dat we die ook niet nodig hebben.Vergelijking (443) geldt in het huidige heelal, t = tnu We kennen e
hter ook een dergelijkevergelijking ten tijde van het moment waarop de energiedi
htheid ten gevolge van straling even81Net als eerder zullen we, voor het gemak, alleen fotonen bij naam noemen, en in het a
hterhoofd houden datde volgende resultaten ook gelden voor gluonen.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 159groot was als die ten gevolge van materie: per de�nitie zijn deze di
htheden dan gelijk. Er geldt
(

ρmaterie

ρfotonen

)

omslag

≡ 1. (444)We bedoelen met het label omslag, ten tijde van het omslagpunt van een stralingsgedomineerdheelal naar een materiegedomineerd heelal. Er geldt vervolgens weer
a(tomslag) ∝ 1. (445)Ook hier geldt dat we alleen weten dat er een evenredigheid is. E
hter, en dit is van 
ru
iaalbelang, de onbekende evenredigheids
onstante is dezelfde als in vergelijking (441). Dit betekentdat we de twee vergelijkingen (442) en (444) op elkaar kunnen delen en dan vinden

(a)nu = 1000 · (a)omslag , (446)nu zonder evenredigheidsteken. Merk op dat we het wegvallen van evenredigheids
onstanten inde s
haalfa
toren al hadden voorspeld in een voetnoot van een vorige se
tie.
straling


materie


Figuur 64: Evolutie van het universum binnen het vlakke Friedmann-Robertson-Walker model.Hierbij is de willekeurige aanname gedaan dat de energiedi
htheid gelijk verdeeld is over straling,materie en va
uüm. Vlak na de Big Bang is de expansie gedomineerd door straling (a(t) ∝ t
1

2 ),daarna door materie (a(t) ∝ t
2

3 ) en uiteindelijk door het va
uum (a(t) ∝ eHt). De huidige leeftijdvan het heelal wordt gegeven door t0.Vergelijking (446) dat het heelal ten tijde van het omslagpunt, ongeveer 1000 keer kleiner wasdan dat het nu is. Dit is genoeg informatie om het moment van omslagpunt te berekenen: wehoeven alleen maar deze verhouding van s
haalfa
toren om te zetten in een verhouding tussen deleeftijd van het heelal nu en tijdens het omslagpunt, en dan de huidige leeftijd van het heelal in tevullen. De eerste stap kunnen we doen door te bedenken dat in het huidige heelal de s
haalfa
torgaat als ∝ t2/3, en ten tijde van het omslagpunt, bij benadering, eveneens (immers, net na hetomslagpunt was het heelal materiegedomineerd geworden). We vinden dan ook voor de relatietussen de leeftijd van het heelal nu, en de leeftijd van het heelal ten tijde van het omslagpunt
t2/3
nu = 1000t

2/3
omslag → tomslag ≈

tnu

105
. (447)



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 160Een s
hatting van de leeftijd van het heelal hadden we al gevonden in de bespreking van dewet van Hubble, en gevonden was tnu ≈ 1010 jaar. Ingevuld geeft dit dat het heelal op hetmoment dat het van stralingsgedomineerd overging naar materiegedomineerd, een leeftijd hadvan ongeveer 105 jaar.De leeftijd van het heelal kunnen we ook gebruiken om de 
onstanten Astraling en Amaterie tebepalen. We zullen met de laatste beginnen. Hiertoe gebruiken we weer een experimenteelgegeven: de fotonen die ons vanuit het heelal bereiken, hebben nagenoeg allemaal82 een tempe-ratuur van 2,7 Kelvin. Dit komt overeen83 met een energie van de orde van 10−23 Joule. Ingevuldin de tweede vergelijking (441) (het heelal is immers tegenwoordig materiegedomineerd), tezamenmet het feit dat het heelal nu ongeveer 1010 jaar oud is, wordt de 
onstante Amaterie vastgelegd.We vinden
Amaterie ≈ 10−12Js2/3 ≈ 10−2GeVs2/3. (448)We hebben hier de 
onstante omgezet in de eenheid Giga-elektroVolt maal se
onde2/3; dit omdatwe dadelijk energieën uit de subatomaire fysi
a nodig zullen hebben, en voor deze waarden deeenheid Joule een onhandig grote maat voor de energie is.Tenslotte zullen we ook de waarde van de 
onstante Astraling bepalen. Hiertoe hoeven we onsalleen te realiseren dat op het omslagpunt van het stralingsgedomineerde heelal naar een ma-teriegedomineerd heelal, per de�nitie

(Efoton, straling)omslag ≡ (Efoton, materie)omslag . (449)Vergelijking (441) ingevuld, tezamen met de al gevonden waarde voor Amaterie en het feit datten tijde van het omslagpunt het heelal ongeveer 105 jaar oud was, geeft dan dire
t een orde vangrootte voor de waarde van de 
onstante Astraling. We vinden
Astraling ≈ 10−13Js1/2 ≈ 10−3GeVs1/2. (450)Hiermee liggen de twee relaties (441) tussen de energie van een foton en de leeftijd van hetheelal geheel vast. We zullen deze nu gebruiken om een idee te krijgen van de ges
hiedenisvan het heelal, door uit te rekenen wanneer enkele belangrijke fysis
he gebeurtenissen hebbenplaatsgevonden.Als voorbeeld bes
houwen we het moment waarop quarks samensmolten tot baryonen, en ditmoment draagt de naam baryogenese. De subatomaire fysi
a leert ons dat dit plaatsvond op hetmoment dat de energie van de gluonen te veel was afgenomen door de uitdijing van het heelalom de quarks nog de energie te leveren de onderlingen aantrekkingskra
ht het hoofd te kunnenbieden: dit vond plaats bij een energie van ongeveer 1 GeV. In welk van de twee vergelijkingen(441) moeten we deze waarde stoppen? Vond baryogenese plaats in een stralingsgedomineerdheelal, of een materie-gedomineerd heelal? Het antwoord is dat het plaatsvond in het stra-lingsgedomineerde heelal. Dit kunnen we zien doordat we al gezien hadden dat het omslagpuntplaatsvond toen de leeftijd van het heelal ongeveer 105 jaar was, en dit via vergelijking (441)overeenkomt met een deeltjesenergie van ongeveer 10−5 GeV. Dit is veel minder dan de energietijdens baryogenese, en dus volgt dat dit pro
es plaats heeft gevonden in het stralingsgedomi-neerde heelal. We moeten daarom nu de eerste vergelijking (441) gebruiken om uit te rekenen opwelk tijdstip baryogenese heeft plaatsgevonden. Hiertoe vullen we de energie van 1 GeV in, en82Zie ook de dis
ussie op het begin van dit hoofdstuk. Daar werd dit experimentele feit al genoemd, en gebruiktom het kosmologis
h prin
ipe te motiveren.83Het verband tussen energie en temperatuur wordt bepaald door de zogenaamde Boltzmann
onstante kB =

1, 4 · 10−23 J/K.
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Figuur 65: Stru
tuur van het universum volgens type Ia supernovae metingen en CMBR metin-gen. De horizontale as toont de fra
tie van de kritis
h di
htheid ρ0 (dat is de di
htheid die nodigis om een vlak heelal te krijgen) voor materie, ΩM = ρ/ρ0. De verti
ale as is de fra
tie donkereenergie ΩΛ, die wordt bijgedragen door de kosmologis
he 
onstante Λ. Als deze optellen tot 1,dan is het heelal vlak, want dat is de totale energiedi
htheid gelijk aan de kritis
he di
htheid.Vlakke heelallen liggen op de s
huine neerwaartse lijn. De gebieden boven deze lijn hebben meermassa en 
orresponderen met een gekromd en gesloten heelal; de gebieden eronder met een openheelal. De vers
hillende ovalen gebieden tonen de delen van het diagram die 
onsistent zijn metde meetgegevens. Er is maar een klein deel van het diagram waar de meetgegevens overlappen.Het 
entrum van dit gebied 
orrespondeert met een model waarbij de massadi
htheid van hetuniversum 30% is en de energiedi
htheid van de kosmologis
he 
onstante 70% van de kritis
hedi
htheid. We vinden een vlak expanderend heelal.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 162vinden dan een leeftijd van ongeveer 10−4 se
onde. Blijkbaar zijn de quarks samengesmolten totde eerste protonen en neutronen toen het heelal nog maar een tienduizendste se
onde oud was!Op dezelfde manier zijn de tijdstippen van andere belangrijke fysis
he pro
essen uit te rekenen.Zo leert de quantumveldentheorie ons dat de ele
tromagnetis
he kra
ht en de zwakke kernkra
htvroeger een aspe
t waren van een enkele kra
ht (elektrozwakke kra
ht), en dat zij van elkaar zijnontkoppeld toen de fotonen een energie hadden van ongeveer 103 GeV, en op dezelfde manier alszojuist voorgerekenend volgt dat het heelal op dat moment ongeveer 10−10 se
onde oud was.Een tabel met enkele interessante fysis
he pro
essen, de bijbehorende energieën, en de daaruitvol-gende leeftijden van het heelal volgt.Gebeurtenis Fysis
he gebeurtenis Energie per foton Leeftijdoerknal begin van het heelal ∞ (?) 0 sin�atie heelal dijt versneld uit ? ?ontkoppeling elektrozwakke kra
ht onkoppelt 103 GeV 10−10 sbaryogenese quarks vormen baryonen 1 GeV 10−4 snu
leosynthese baryonen vormen atoomkernen 10−3 GeV 100 sre
ombinatie elektronen binden aan atoomkernen 10−9 GeV 105 jaaromslag heelal wordt materiegedomineerd 10−9 GeV 105 jaarhet heden fotonen hebben energie van 2,7 Kelvin 10−12 GeV 1010 jaar

Figuur 66: S
hematis
he weergave van enkele interessante fysis
he pro
essen en de bijbehorendeleeftijden van het heelal.Hiermee hebben we een globaal beeld gevormd van de ges
hiedenis van het heelal: het StandaardModel van de kosmologie. We zullen dit nu in woorden samenvatten. Het heelal is ongeveer 1010jaar oud, en is vanaf zijn ontstaan aan het uitdijen geweest, waardoor de energie per foton engluon altijd is blijven afnemen. Het is begonnen als stralingsgedomineerd (a(t) ∝
√

t). Quarkssmolten samen tot baryonen na ongeveer 10−4 se
onden, baryonen smolten samen tot atoom-kernen na ongeveer 100 se
onden, en elektronen bonden zi
h aan deze atoomkernen na ongeveer
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105 jaar. Op ongeveer hetzelfde moment ging het heelal over van stralingsgedomineerd naar ma-teriegedomineerd (a(t) ∝ t3/2). In de resterende tijd tot tegenwoordig, zijn de sterren gevormd,nevels, planeten, en leven.

Figuur 67: Voorspellingen voor de primordiale abondanties van de li
htste elementen, getoondals fun
tie van tijd en temperatuur na de Big Bang.Primordiale nu
leosynthese begon pas toen het universum meer dan 10 se
onden oud was en doorhaar expansie was afgekoeld tot een temperatuur van ongeveer 3 × 109 K. Voor deze tijd wasde temperatuur zo hoog, dat de li
hte kernen, gevormd door nu
leon en nu
leaire botsingen, nahun vorming ook weer dire
t uiteen vielen. Voor temperaturen lager dan 3× 109 K en dus voortijden groter dan 10 s na de Big Bang bleef 4He gebonden, terwijl de li
htere kernen nog steedsuiteen vielen. Hierdoor kon nu
leosynthese nog steeds geen aanvang nemen. E
hter, ongeveer 3minuten later, waarbij de temperatuur door verdere expansie afgekoeld was tot minder dan 109K, waren deuteron gevormd door de rea
tie n + p → d + γ stabiel. Vervolgens leidde neutron-en protonvangst door deuteronen tot 3H en 3He. Het 3H gaat via beta-verval over in 3He en datkan op haar beurt door neutronvangst weer overgaan in 4He. De bijdrage van dit laatste pro
esis e
hter klein ten opzi
hte van de vorming van 4He door dire
te neutronvangst van 3He of doorde rea
tie d 3He → p 4He. Botsingen tussen 3H en 3He met 4He 
reëerde kleine hoeveelheden
7Li en 7Be. Dit laatste kan via beta-verval overgaan in het stabiele 7Li, hetgeen weer de rea
tie
p 7Li →4 He4He kan aangaan. Ook andere li
hte kernen kunnen op deze wijze vernietigd worden,bijvoorbeeld n 3He → p 3H. De hoeveelheden 2H, 3H, 3He, 4He en 7Li geprodu
eerd in de BigBang is derhalve gevoelig voor de baryondi
htheid, of wel de verhouding van baryonen tot fotonen(ongeveer 3× 10−10), maar ook voor de expansiesnelheid (snelheid van afkoeling) van het begin-nend universum. De relatieve abondantie van een gegeven kern is gevoelig voor de rea
tiesnelheidvan diverse kernrea
ties. Figuur 67 toont de abondanties van de li
hte kernen gevormd in de BigBang ten opzi
hte van de abondantie van waterstof. Hoe groter de baryonendi
htheid, ofwel demassafra
tie in �guur 68, des te groter is de vernietigingssnelheid van d, 3H en 3He. De gemeten



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 164abondanties van d, 3He en 7Li komen overeen met een η di
ht bij het minimum in de 7Li 
urve.De 4He-kern heeft de grootste abondantie vanwege haar grote bindingsenergie. De expansiesnel-

Figuur 68: Voorspellingen en metingen voor de primordiale abondanties van de li
htste elemen-ten, getoond als fun
tie van de baryon-foton verhouding η.heid van het universum neemt toe met het aantal neutrinofamilies en berekeningen bevestigendat er drie neutrinofamilies bestaan. Dit komt overeen met waarnemingen van Z0 verval. Deresultaten van Big Bang nu
leosynthese zijn in overeenstemming met het WMAP resultaat dathet universum bestaat uit 4, 6 ± 0, 1 % gewone baryonis
he materie, uit 23, 3 ± 1, 3 % van eenonbekend soort `dark matter' genaamd, omdat deze niet zi
htbaar is, maar wel gravitationelee�e
ten heeft, en uit 72, 1 ± 1, 5 % van iets dat we `dark energy' noemen.Dit model is niet 
ompleet. Zo weten we niet wat er gebeurd is op tijds
halen van de orde van
< 10−44 se
onde. De reden is, dat op dat moment de afstandss
halen zo klein geweest zijn datquantume�e
ten een rol hebben moeten spelen in de intera
tie tussen deeltjes, en wij op dit mo-ment (nog) niet bes
hikken over een theorie die zulke e�e
ten weet te bes
hrijven in 
ombinatiemet zwaartekra
ht. Vermoedelijk zal een soortgelijke theorie (quantumzwaartekra
ht) verklarenwaar de quarks en elektronen vandaan gekomen zijn, en waarom er meer deeltjes zijn dan an-tideeltjes: in het Standaard Model van de kosmologie hebben we de aanwezigheid en hoeveelheid



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 165van zulke deeltjes als gegeven bes
houwd.Verder zijn er redenen om aan te nemen dat het heelal in zijn allereerste fra
tie van een se
ondeeen periode heeft gekend van extreme snelle expansie: in�atie. Het is om deze reden dat we ditalvast in de tabel hebben ingevuld. Dit is het onderwerp van het volgende hoofdstuk, en zal daarworden besproken.Merk op, tenslotte, dat het experimenteel moeilijk is om uitspraken te doen over de ges
hiedenisvan het heelal van voor re
ombinatie (105 jaar). Immers, het is vanaf dat moment geweest datfotonen, per de�nitie van re
ombinatie, te weinig energie hadden om nog intera
tie te hebben metatomen (materie), en daarom pas vanaf dat moment vrij konden rondbewegen. Dit betekent dathet meten aan fotonen ons niet verder terug kan doen kijken dan het tijdstip van re
ombinatie.Het is om deze reden dat nieuwe typen teles
open gebruikt worden om het vroege heelal tebestuderen: teles
open gebaseerd op neutrino's (Antares en KM3NeT, Amanda en I
eCube),zwaartekra
htsgolven (Virgo, LIGO, GEO600, Einstein Teles
ope en LISA).


