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CONTENTS 7VoorwoordIn dit 
ollege wordt een inleiding tot de algemene relativiteitstheorie behandeld, waarbij denadruk ligt op het begrijpen van de fundamentele aannamen die worden gedaan in het for-muleren van de theorie. We zullen een smal pad volgen dat leidt tot de einsteinvergelijkingen engaandeweg zal het duidelijk worden dat de theorie een pra
htige bes
hrijving biedt van gravitatiein termen van de kromming van ruimtetijd. Het bestaansre
ht van de theorie is gebaseerd opde su

esvolle bes
hrijving van natuurvers
hijnselen. De algemene relativiteitstheorie geeft eenwetens
happelijke basis aan fenomenen als ruimtetijd, gravitatie, zwarte gaten, kosmologie en deoerknal. Op dit moment staan gravitatie en kosmologie aan de frontlinie van het wetens
hap-pelijk onderzoek. Satellieten als COBE en WMAP, en binnenkort PLANCK, meten de isotropieen homogeniteit van de kosmis
he a
htergrondstraling, een overblijfsel van de oerknal. De laserinterferometers LIGO en Virgo zijn kra
htige dete
toren die speuren naar gravitatiestraling.Chandra bestudeert het universum in X-rays, terwijl Hubble visuele afbeeldingen levert.Wiskunde speelt een prominente rol in het opzetten van natuurkundige theorieën, en de rela-tiviteitstheorie vormt hierop geen uitzondering. In de behandeling van de diverse onderwerpenzullen we liberaal gebruik maken van vers
hillende wiskundige te
hnieken. De student dient zi
hte realiseren dat in alle gevallen de nadruk ligt op het begrip van het natuurkundig fenomeen.Overigens is de wiskundige 
omplexiteit van de relativiteitstheorie, in verhouding tot anderetheorieën (zoals bijvoorbeeld elektrodynami
a en quantumme
hani
a), redelijk beperkt.Het 
ollege `Gravitatie en kosmologie' wordt in 2009 voor het eerst in deze vorm gegeven.Vers
hillende wiskundige onderwerpen, zoals di�erentiaalmeetkunde, worden beknopt geïntro-du
eerd tijdens het 
ollege. Verder is de benadering redelijk `s
hools'. Er wordt huiswerkopgegeven en behandeld (en dit telt mee voor het uiteindelijke 
ijfer). Hierbij dient benadruktte worden dat een goed begrip van de stof enkel zal volgen uit zelfwerkzaamheid van de stu-dent. De opgaven zijn een belangrijk instrument in dit verband, want hierin kan de opgedanekennis worden toegepast, terwijl de opgaven soms ook voor verdieping van de materie zorgdragen. Merk op dat er in dit kader ook een website is ingeri
ht, die bereikt kan worden viahttp://www.nikhef.nl/∼jo/gw/.Het di
taat is als volgt gestru
tureerd. Na een inleiding in hoofdstuk 1, wordt gravitatie be-sproken in termen van de klassieke natuurkunde in hoofdstuk 2. Quantumme
hanis
he obje
tenals neutronensterren worden behandeld in hoofdstuk 3. In hoofdstuk 4 wordt een deel van dewiskunde geïntrodu
eerd. Hiervan geven we een toepassing in hoofdstuk 5, waar we de spe
ialerelativiteitstheorie behandelen. Vervolgens verdiepen we ons wiskundig inzi
ht in hoofdstuk 6,waarna we de algemene relativiteitstheorie behandelen in hoofdstuk 7. Nu de theoretis
he basisis gelegd, gaan we diverse toepassingen bespreken, zoals kosmologie in hoofdstuk 8 en in�atie inhoofdstuk 9. Gravitatiestraling in hoofdstuk 10. We eindigen met een bespreking van diverseexperimenten, zoals de LIGO en Virgo interferometers en het satellietproje
t LISA. De diverseappendi
es dienen als a
htergrondmateriaal.Het zal opvallen dat vers
hillende onderwerpen ontbreken die in een regulier 
ollege wel aan deorde komen. Zo worden de klassieke testen van de algemene relativiteitstheorie nauwelijks bespro-ken. De reden hiervoor is dat het volgens de auteurs onvoldoende bijdraagt tot een verdiepingvan het inzi
ht, maar enkel leidt tot een verbreding van de kennis. De onderwerpen zijn zogekozen dat een smal pad wordt uitgestippeld naar doorgronding van de stof, teneinde zo snelmogelijk te komen tot de dis
ussie van de fo
us van het moderne wetens
happelijk onderzoek.Dit verklaart ook waarom er relatief veel aanda
ht wordt besteed aan een dida
tis
he inleidingtot de relativiteitstheorie.
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1 INLEIDING 91 InleidingGravitatie is universeel en werkt aantrekkend tussen obje
ten die massa hebben. Het beinvloedtalle li
hamen op dezelfde wijze (dit werd ontdekt door Galileo Galileï en wordt tot uitdrukkinggebra
ht in het equivalentieprin
ipe) en kan niet afges
hermd worden, zoals dat wel mogelijk isvoor bijvoorbeeld elektris
he velden met een kooi van Faraday. Gravitatie bes
hrijft de banenvan proje
tielen op aarde, en van planeten rond de zon. Gravitatie beheerst de evolutie van hetuniversum en voorspelt exotis
he obje
ten als neutronensterren en zwarte gaten.De natuurkunde bestudeert materiële systemen zoals planeten, sterren en quasars en de arenawaarin het fysis
h gebeuren plaatsvindt is de ruimte en tijd. Ruimte en tijd zijn fundamentelebegrippen in de fysi
a. In de ges
hiedenis van de natuurkunde zijn ruwweg vier 
on
epties metbetrekking tot ruimte en tijd te onders
heiden.Ruimte en tijd volgens AristotelesDit beeld komt overeen met het idee dat de `gemiddelde mens' heeft van ruimte en tijd. Deruimte is drie-dimensionaal en eu
lidis
h (E3) en de tijd is één-dimensionaal en eu
lidis
h (E1).De bewering dat een obje
t in rust is heeft in dit beeld van ruimte en tijd obje
tieve betekenis.Ruimtetijd is het 
artesis
he produ
t E
1×E

3. Een punt in ruimtetijd heeft 
oördinaten (t, x, y, z)en het stelt dus een gebeurtenis op een s
herp bepaalde tijd t en met de pre
ies bepaalde plaats
(x, y, z) voor. Een dergelijke gebeurtenis noemen we een puntgebeurtenis. Ruimtetijd is dusde verzameling van alle mogelijke puntgebeurtenissen. Voor twee puntgebeurtenissen (t1, ~r1) en
(t2, ~r2) kunnen we spreken van de afstand |~r1 − ~r2| en over het tijdvers
hil t1 − t2 van beidepuntgebeurtenissen. Afstand en tijdvers
hil hebben absolute betekenis.Ruimtetijd volgens GalileïDit is het beeld van ruimte en tijd zoals dit in de klassieke me
hani
a van Newton voorkomt. Be-langrijk hierin is het relativiteitsprin
ipe van Galileï1. Dit prin
ipe wordt als volgt geformuleerd:er bestaan inertiaalsystemen; inertiaalsystemen bewegen met 
onstante snelheid ~v ten opzi
htevan elkaar en vers
hillende inertiaalsystemen zijn equivalent met betrekking tot de wetten vande klassieke me
hani
a. We herinneren nog even aan de de�nitie van een inertiaalsysteem. Eeninertiaalsysteem is een referentiesysteem waarin ieder vrij deeltje eenparig en re
htlijnig beweegt.Het begrip rust verliest hier zijn absolute betekenis. Immers als een deeltje in rust is in één iner-tiaalsysteem, is het niet in rust ten opzi
hte van een inertiaalsysteem dat beweegt ten opzi
htevan het eerste inertiaalsysteem. De afstand tussen twee puntgebeurtenissen heeft geen absolutebetekenis meer. Immers als we twee puntgebeurtenissen p en q bes
houwen op dezelfde plaats tenopzi
hte van de aarde met een tijdvers
hil van 1 s, dan is de afstand tussen beide 0 m. De afstandvan beide puntgebeurtenissen ten opzi
hte van het inertiaalsysteem dat rust ten opzi
hte van dezon is 30 km, omdat de aarde met een snelheid van 30 km/s om de zon beweegt. Tijdvers
hillenhebben nog wel absolute betekenis.Ruimtetijd volgens Einstein - MinkowskiDit is het ruimtetijd beeld van de spe
iale relativiteitstheorie (Einstein 1905). Het is ontstaanuit de 
onfrontatie van de klassieke me
hani
a van Newton en de elektrodynami
a van Maxwell.Spe
iale relativiteitstheorie steunt op het volgende tweetal postulaten:

• Relativiteitsprin
ipe van Einstein: er bestaan inertiaalsystemen en deze zijn equivalent metbetrekking tot alle fysis
he vers
hijnselen.1Galileo Galileï heeft een belangrijke invloed op de ontwikkeling van wetens
hap gehad: hij was van meningdat wetens
hap gebaseerd diende te zijn op zorgvuldig experimenteel onderzoek. Ook bes
hreef hij waarnemingenwiskundig. Hij formuleerde het equivalentieprin
ipe, liet zien dat de versnelling van de zwaartekra
ht uniform is(g = 9.8 m/s2), toonde dat horizontale en verti
ale bewegingen afzonderlijk bes
hreven kunnen worden, en gafons het prin
ipe van relativiteit. Galileï was hiermee de eerste relativist.
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• Er bestaat een eindige maximale signaalsnelheid en deze is gelijk aan de voortplantings-snelheid van li
ht in va
uüm.In het bijzonder kan li
ht li
ht niet inhalen. In de spe
iale relativiteitstheorie is het geboden omruimte en tijd niet meer apart te bes
houwen. In de woorden van H. Minkowski: "M.H.! DieAns
hauungen über Raum und Zeit, die i
h Ihnen entwi
keln mö
hte, sind auf experimentell-physikalis
hen Boden erwa
hsen. Darin liegt ihre Stärke. Ihre Tendenz is eine radikale. VonStunde an sollen Raum für si
h und Zeit für si
h völlig zu S
hatten herabsinken, und nur no
heine Art Union der beide soll Selbständigkeit bewahren".We zullen zien dat in de spe
iale relativiteitstheorie naast afstanden ook tijdvers
hillen hun ab-solute betekenis verliezen. In plaats van beide komt de minkowskimetriek, die wèl een invariantebetekenis heeft. Het mathematis
he model voor ruimtetijd is de minkowskiruimte, dit is eenvier-dimensionale vlakke ruimte met een inde�niete metriek met signatuur −2.Ruimtetijd volgens EinsteinDit is het ruimtetijd beeld van de algemene relativiteitstheorie. Einstein formuleerde haar in1915. Deze theorie is ontstaan uit de 
onfrontatie van de spe
iale relativiteitstheorie en detheorie van de gravitationele wisselwerking. Ruimtetijd is in de algemene relativiteitstheorie eenriemannse ruimte met signatuur −2. In het spe
iale geval dat gravitatie te verwaarlozen is, krijgtmen de minkowskiruimte terug. Een drastis
h vers
hil tussen de ruimtetijd in de spe
iale en dealgemene relativiteitstheorie is dat in de laatste de stru
tuur van ruimtetijd (in het bijzonderde metriek) wordt bepaald door de materie. Het begrip materie wordt hier gebruikt in een zeerruime betekenis en het omvat naast deeltjes ook het elektromagnetis
he veld, et
.In het volgende zullen we aspe
ten van de algemene relativiteitstheorie bespreken. Hierbij spelendrie essentiële ideeën een rol. Het eerste is dat, zoals gezegd, ruimtetijd bes
hreven kan wordenals een gekromde, vier-dimensionale wiskundige stru
tuur die we een pseudo-riemannse variëteitnoemen, dat is een di�erentieerbare variëteit met een metriek met signatuur −2. Het komt eropneer dat tijd en ruimte samen een gekromde vier-dimensionale niet-eu
lidis
he geometrie vormen.Het tweede idee is dat er op elk ruimtetijd punt, dus op elke puntgebeurtenis, een lokaal inertiaalreferentiesysteem bestaat dat 
orrespondeert met lokaal vlakke 
oördinaten die gedragen wordendoor waarnemers die in vrije val zijn. Voor deze waarnemers is de natuurkunde bes
hrevendoor de algemene relativiteitstheorie niet te onders
heiden van die bes
hreven door de spe
ialerelativiteitstheorie. Dit is het beroemde sterke equivalentieprin
ipe van Einstein en dit maakt dealgemene relativiteitstheorie tot een extensie van de spe
iale relativiteitstheorie voor gekromderuimtetijd. Het derde idee is dat massa (en ook energie en impuls�ux) kromming van ruimtetijdveroorzaakt op een wijze die bes
hreven wordt door de tensorveld vergelijkingen van Einstein.We zullen de onderliggende ideeën in de volgende hoofdstukken bespreken. Klassieke me
hani
awordt besproken in hoofdstuk 2, waar we zullen zien dat zowel de afbuiging van li
ht rond de zonalsook het bestaan van zwarte gaten mogelijk zijn binnen de klassieke natuurkunde. Ook wordthier het formalisme van Lagrange besproken met het bijbehorende prin
ipe van extreme a
tie.We besluiten met een dis
ussie van het prin
ipe van Ma
h. Vervolgens geven we in hoofdstuk 3een overzi
ht van astrofysis
he obje
ten en fenomenen die een quantumme
hanis
he bes
hrijvingbehoeven. In hoofdstuk 4 de�niëren we ruimtetijd op een mathematis
he wijze. Als belangrijksteobje
t van ruimtetijd vinden we de metriek. Als we de metriek kennen, dan kunnen we een goedebes
hrijving geven van ruimtetijd. Als voorbeeld behandelen we de metriek van de lege ruimtetijd,de minkowskimetriek, en leiden hieruit de postulaten van de spe
iale relativiteitstheorie (SRT)af in hoofdstuk 5. Conventioneel wordt de SRT gemotiveerd door uit te gaan van Einsteinstwee postulaten, en wordt op basis daarvan de wiskunde ontwikkeld, en dan met name de vormvan de metriek. Wij bewandelen hier een omgekeerde route: hier zal eerst de metriek wordengepostuleerd, en wordt op basis daarvan getoond dat Einsteins postulaten volgen. De reden van



1 INLEIDING 11deze `omgekeerde' aanpak is de volgende: in de algemene relativiteitstheorie (ART) (de laterehoofdstukken) is het vrijwel altijd zo dat eerst de metriek bekend is, voordat de rest volgt. SRTis ook om deze reden spe
iaal te noemen: het is een van de weinige voorbeelden in de relativiteitdat de metriek af te leiden is uit geda
htenexperimenten; vrijwel in alle andere gevallen zijn zulkegeda
htenexperimenten niet uit te voeren, en is de metriek niet een gevolg, maar een startpunt.Het is om deze reden dat in dit hoofdstuk ook deze route bewandeld zal worden. Als de maniervan redeneren dan begrepen is, is de overstap naar de ART in aansluitende hoofdstukken, snelgemaakt.De wiskundige bes
hrijving van systemen in gekromde 
oördinaten, maar voor vlakke eu
lidis
heruimten, wordt gegeven in hoofdstuk 6. In hoofdstuk 7 beginnen we met de behandeling van deART. We behandelen de beweging van obje
ten in de ART, terwijl ook de einsteinvergelijkingenworden besproken in dit hoofdstuk. In hoofdstuk 8 starten we met de Friedmann metriek engeven we een uiteenzetting van de huidige inzi
hten met betrekking tot kosmologie. De oerknalen dan met name in�atie wordt behandeld in hoofdstuk 9.In appendix A zullen we de di�erentiaalmeetkunde in historis
h perspe
tief plaatsen. Diverseeigens
happen van gekromde ruimten waren reeds ontdekt door wiskundigen als C.F. Gauss, J.Bolyai, N.I. Loba
hevski en B. Riemann. We bespreken aspe
ten van meetkunde in eu
lidis
he enniet-eu
lidis
he ruimten. Lineaire algebra en eigens
happen van ve
torruimten worden besprokenin appendix B. Fundamentele natuur
onstanten zijn gegeven in appendix C. Oefenopgaven metuitwerkingen zijn het onderwerp van appendix E, terwijl een beknopt overzi
ht van tensorengegeven wordt in appendix F.
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2 KLASSIEKE MECHANICA 132 Klassieke me
hani
a2.1 InleidingIn de me
hani
a willen we de banen van deeltjes (of meer algemeen obje
ten, dat wil zeggenverzamelingen van deeljes) bes
hrijven. Om een dergelijke bes
hrijving mogelijk te maken kiezenwe een willekeurig 
oördinatenstelsel in de drie-dimensionale (3D) ruimte. Dit stelsel bevat eenoorsprong en drie veelal onderling loodre
ht gekozen ri
htingen die we vervolgens de x, y en
z-ri
hting noemen en aangeven met respe
tievelijk de ve
toren ~i, ~j en ~k. Verder brengen we eenafstandsverdeling aan op de x, y en z-as. Tijd wordt gemeten met een universeel lopende kloken een willekeurig tijdstip wordt gekozen als t = 0. Vervolgens worden tijden van gebeurtenissenrelatief gemeten ten opzi
hte van t = 0.We bes
hrijven de positie waarop een obje
t zi
h bevindt in de 3D ruimte met de plaatsve
tor(of positieve
tor)

~r = x~i+ y~j + z~k. (1)Deze plaatsve
tor wijst van de oorsprong van het 
oördinatenstelsel naar de positie van hetdeeltje. De instantane snelheidsve
tor ~v is de mate van verandering van de plaatsve
tor. Degrootte van deze ve
tor noemen we de snelheid en deze ve
tor wijst in de bewegingsri
hting. Ergeldt
~v = lim

∆t→0

∆~r

∆t
=
d~r

dt
. (2)Gerelateerd aan de snelheid is de impuls. Er geldt ~p = m~v. De totale impuls van een systeem,

∑

i ~pi, is een behouden grootheid.De instantane versnelling ~a is ook een ve
tor en is de mate van verandering van de snelheidsve
tor.Er geldt
~a = lim

∆t→0

∆~v

∆t
=
d~v

dt
=
d2~r

dt2
. (3)2.2 Galileo Galileï en het relativiteitsprin
ipeStel u voor dat u een blok ijs op een glazen plaat gooit: het glijdt en komt uiteindelijk tot stilstand.Maak de plaat nat en het blok zal een grotere weg a�eggen, alvorens tot stilstand te komen.Neem een blok droogijs (dat is bevroren koolstofdioxide) dat glijdt over een lu
htkussen vankoolstofdioxidedamp en neem waar dat dit blok veel verder zal glijden zonder noemenswaardigevermindering van snelheid. Voor de komst van Galileo Galileï (1564 - 1642) da
ht men dat eraltijd een kra
ht nodig is om een obje
t met 
onstante snelheid te laten bewegen. Galileï zagin dat de snelheidsvermindering veroorzaakt wordt door wrijvingskra
hten. Als men de wrijvingvermindert, dan vermindert ook de snelheidsafname. Galileï redeneerde dat als men alle kra
htenvan een obje
t kan verwijderen, in
lusief wrijvingskra
hten, de snelheid van een li
haam nooitzal veranderen. Deze eigens
hap noemde hij inertia.Uit het bovenstaande volgt dat we geen vers
hil kunnen maken tussen een obje
t in rust ofeen obje
t dat met 
onstante snelheid beweegt. Of een obje
t in rust blijft of met 
onstantesnelheid beweegt hangt af van het 
oördinatenstelsel (referentiesysteem) waarin het obje
t wordtbes
houwd. Stel u voor dat u een reiziger bent in een trein die met 
onstante snelheid langs eenre
hte lijn beweegt en u plaatst een biljartbal op het tafeltje voor u (nodeloos te zeggen dat weaannemen dat deze tafel perfe
t horizontaal is ...). Relatief ten opzi
hte van de trein is de bal in



2 KLASSIEKE MECHANICA 14rust, zolang de trein met 
onstante snelheid ten opzi
hte van het perron beweegt. Relatief tenopzi
hte van het perron beweegt de bal met dezelfde snelheid als de trein.Vervolgens begint de ma
hinist met afremmen omdat de trein het volgende station nadert. Detrein versnelt ten opzi
hte van het perron (het is een negatieve versnelling, een vertraging) enu zult zien dat de bal op uw tafeltje naar voren begint te rollen. De bal versnelt ten opzi
htevan de trein ondanks het feit dat er geen kra
ht op werkt! Een referentiesysteem dat versneltten opzi
hte van een inertiaal referentiesysteem is geen inertiaal referentiesysteem. Als er geenkra
hten werken op een obje
t (in ons geval de biljartbal), dan is elk referentiesysteem tenopzi
hte waarvan de versnelling van het obje
t gelijk is aan nul een inertiaal referentiesysteem.Zowel de trein, zolang die met 
onstante snelheid beweegt, als het perron zijn, in goede benader-ing, inertiaalsystemen2.Toen Galileo Galileï leefde was er om voor de hand liggende redenen, grote belangstelling voorde banen van kanonskogels. Galileï bestudeerde dergelijke banen en ontdekte dat
• de mate waarin een voorwerp valt (versnelling) niet afhangt van de massa van het obje
t,en dat
• de mate waarin een voorwerp valt, de versnelling van een voorwerp tijdens de val, 
onstantis, dus onafhankelijk van de tijd. We noemen deze 
onstante de gravitatieversnelling endeze bedraagt g = 9, 8 m/s2.Een grote en een kleine kanonskogel vallen derhalve op dezelfde manier en zelfs ook een kanons-kogel en een veertje mits men er voor zorgt dat lu
htweerstand geen rol speelt. Gewi
ht heeft erniets mee te maken3 en we kunnen dit bewijzen door experimenten uit te voeren4 5. Dit is deeerste stap ri
hting het equivalentieprin
ipe dat stelt dat gravitatie niet onders
heidbaar is vanuniforme versnelling.Wij bes
houwen een vrij-vallend voorwerp in één dimensie: de verti
ale (y) ri
hting. De waarde

y neemt toe met afnemende afstand tot het middelpunt van de aarde. Als we een voorwerp latenvallen dan is de versnelling 
onstant en geldt a = g = 9, 8 m/s2. Omdat a = dv
dt vinden we nu desnelheid door integratie. Er geldt v =

∫ t
0 adt = v0 + gt, waarbij v0 de initiële snelheid op t = 0is. Verder neemt de snelheid lineair in de tijd toe. De afgelegde weg vinden we door nogmaals teintegreren. Er geldt d(t) =

∫ t
o vdt =

∫ t
0 (v0 + gt)dt = d0 + v0t+

1
2gt

2, waarbij d0 de afstand is diehet voorwerp reeds afgelegd had vóór tijdstip t = 0. We zien dat de afgelegde weg kwadratis
htoeneemt in de tijd.Vervolgens bes
houwen we de beweging van een voorwerp in twee dimensies. Hiertoe analyserenwe de beweging van een kanonskogel die afgevuurd wordt op tijdstip t = 0 met een beginsnelheid
u onder een hoek θ met de x-as. De situatie is ges
hetst in Fig. 1. Voor de initiële snelheid geldt2Het referentiesysteem dat verbonden is met het oppervlak van de aarde is niet helemaal een inertiaal refe-rentiesysteem, omdat er een kleine versnelling is van het aardoppervlak ten gevolge van de rotatie van de aarde,alsook een versnelling ten gevolge van de beweging rond de zon. Deze versnellingen zijn kleiner dan 0, 01 m/s2 enkunnen vaak worden verwaarloosd.3Dit kan ook begrepen worden uit een geda
htenexperiment van toeges
hreven aan Galileï. Stel dat zwarevoorwerpen sneller vallen dan li
hte voorwerpen. We binden vervolgens een li
hte kogel vast aan een zware engooien het stel naar beneden van de toren van Pisa. Nu zal de li
hte kogel de zware afremmen en de 
ombinatievalt langszamer dan de zware kogel alleen zou vallen. De 
ombinatie is e
hter zwaarder dan enkel de zware kogelen zou dus sneller moeten vallen. Ergo, 
ontradi
tio in terminis.4Simon Stevin heeft reeds in 1586 zijn experiment gepubli
eerd waarin hij twee loden ballen, een tien keerzwaarder dan de ander, van de klokkentoren van de oude kerk in Delft heeft laten vallen over een afstand vanongeveer 10 m. Hierbij werd geen vers
hil waargenomen in tegenstelling tot de bewering van aanhangers vanAristoteles. Zijn publi
atie was drie jaar vóór Galileï's eerste behandeling van gravitatie en 18 jaar eerder danGalileï's theoretis
h werk over vallende li
hamen.5Een dergelijk experiment is door astronaut David S
ott uitgevoerd op de maan met een hamer en veer tijdensde Apollo 15 missie.
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Figuur 1: Baan van een kanonskogel die afgevuurd wordt op tijdstip t = 0 met een beginsnelheid
u onder een hoek θ met de x-as. De re
hter�guur laat zien dat de verti
ale beweging onafhankelijkvan de horizontale beweging bes
houwd kan worden.
ux = u cos θ en uy = u sin θ. De snelheid in de verti
ale ri
hting wordt gegeven door

vy = uy − gt → y = uyt−
1

2
gt2. (4)De kanonskogel raakt de grond als y = 0 en oplossen van bovenstaande vergelijking levert eenvlu
httijd T =

2uy

g .In de horizontale ri
hting werkt er geen versnelling en wordt de x-positie gegeven door
x = uxt. (5)We kunnen vergelijking (4) en (5) samennemen en hieruit t elimineren. We vinden dan de baanvan de kogel,

y =
uy

ux
x− g

2u2
x

x2, (6)en zien dat de kogel een parabolis
he baan heeft.Het idee dat we de beweging in horizontale en verti
ale ri
hting mogen ontkoppelen en zelfstandigbehandelen is van Galileï. Het is een eerste versie van het relativiteitsprin
ipe. Toen Ni
olasCoperni
us (1473 - 1543) stelde dat de aarde en andere planeten rond de zon bewegen, washet moeilijk te begrijpen waarom we deze beweging niet voelen. Waarom vliegen we niet vande aarde af, of blijft de atmosfeer a
hter als de aarde met grote snelheid rond de zon raast?Galileï gebruikte de onafhankelijkheid van vers
hillende bewegingen om dit te verklaren. Netzoals voorwerpen die binnen een trein verti
aal vallen en het niet uitmaakt of de trein stilstaatof met 
onstante snelheid beweegt, zo merken wij ook niet dat de aarde met grote snelheid doorhet universum vliegt. Tegenwoordig stellen we dat alle natuurwetten hetzelfde zijn voor eenwaarnemer die met uniforme snelheid in een re
hte lijn beweegt als die voor een waarnemer inrust. We noemen dit het relativiteitsprin
ipe.2.3 De wetten van NewtonIn moderne bewoordingen kunnen de wetten van Newton als volgt geformuleerd worden:
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• Eerste wet: een voorwerp blijft in rust als er geen externe kra
ht op werkt. Een voorwerpin beweging heeft een 
onstante snelheid als er geen externe kra
ht op werkt.
• Tweede wet: de versnelling van een voorwerp is in de ri
hting van de netto externe kra
htdie erop werkt. De versnelling is evenredig met de externe kra
ht overeenkomstig ~F = m~a,met m de massa van het voorwerp. Merk op dat het verband tussen kra
ht en impulsgegeven wordt door ~F = d~p

dt . De netto kra
ht is de ve
torsom van alle kra
hten die op hetvoorwerp werken, ~Fnetto =
∑ ~F = m~a.

• Derde wet: kra
hten komen altijd voor in paren met gelijke grootte en tegengestelde ri
h-ting. Als een voorwerp A een kra
ht ~FA,B uitoefent op voorwerp B, dan wordt er eengelijke maar tegengesteld geri
hte kra
ht ~FB,A door voorwerp B op A uitgeoefend. Ergeldt ~FB,A = −~FA,B.De eerste wet is duidelijk in overeenstemming met de ideëen van Galileo Galileï. Het leidt tot hetrelativiteitsprin
ipe en het feit dat beweging in vers
hillende ri
htingen onafhankelijk behandeldkan worden. Ook de tweede wet is geïnspireerd door Galileï en om dit duidelijk te maken dienenwe de begrippen massa en gewi
ht nader te bes
houwen. Als we een voorwerp willen versnellen,dan dienen we er een kra
ht op uit te oefenen. De versnelling heeft dan de waarde a = F
m . Demassa m kan gezien worden als de weerstand, inertia, tegen versnelling. Massa heeft als eenheidkilogram [ kg ℄. Hoe groter de massa, hoe moeilijker het is om het voorwerp in beweging tebrengen. Het gewi
ht van een voorwerp is de gravitatiekra
ht die erop werkt. Het is een kra
htdie, voor een obje
t met massa 1 kg, aan het aardoppervlak gelijk is aan Fg = mg = 9, 8 N metals eenheid Newton [ N ℄. Als we de tweede wet van Newton 
ombineren met Galileï's ontdekkingdat voorwerpen met vers
hillende massa's op dezelfde manier vernellen onder gravitatie, danblijkt dat het gewi
ht van een voorwerp inderdaad evenredig moet zijn met haar massa.Dit is als volgt in te zien: stel we tillen een zwaar voorwerp op en houden het vast. Watwe voelen als gewi
ht is in werkelijkheid de sensatie van het uitoefenen van een naar bovengeri
hte kra
ht om het voorwerp hoog te houden tegen de werking van de zwaartekra
ht in. Uitde eerste wet volgt dat de totale kra
ht op het voorwerp nul is en dat onze opwaartse kra
htpre
ies de zwaartekra
ht op het voorwerp opheft. Het gewi
ht van het voorwerp is dus gelijkaan de zwaartekra
ht die erop werkt. Als we het voorwerp loslaten, dan is de zwaartekra
hterop nog steeds gelijk, terwijl onze opwaartse kra
ht verdwenen is: het voorwerp versnelt naarbeneden, het valt. Volgens Galileï is de versnelling e
hter niet afhankelijk van het gewi
ht. Deenige manier waarop we de kra
ht F (het gewi
ht) kunnen veranderen zonder de versnelling a teveranderen, is door het gewi
ht F evenredig te maken met m, dus ~Fgewicht = m~g. In dat gevalgeldt namelijk ~a =

~Fgewicht

m = m~g
m = ~g en voorwerpen vallen onafhankelijk van hun gewi
ht ofmassa, de versnelling is gelijk voor alle voorwerpen en bedraagt 9,8 m/s2. We noemen de massa

m die als evenredigheids
onstante optreedt in de uitdrukking voor gewi
ht ~F = m~g = mzware~gook wel de zware massa, terwijl de massa die optreedt in de tweede wet ~F = m~a = mtrage~ade trage massa. Galileï's equivalentieprin
ipe stelt dat zware massa en trage massa gelijk zijnen we s
hrijven mzware = mtrage = m. We kunnen Galileï's equivalentieprin
ipe nu als volgtformuleren: de massa van een li
haam is evenredig met haar gewi
ht.Newton liet zien dat dezelfde gravitatie die ervoor zorgt dat appels naar de aarde vallen, er ookvoor zorgt dat de maan bij de aarde blijft en dat de aarde rond de zon beweegt. De relatiefeenvoudige wiskundige uitdrukking ~F = m~a was 
onsistent met alle bekende meetgegevens vanplaneetbanen. De grootte van de kra
ht tussen twee obje
ten met massa M1 en M2 ges
heidendoor een afstand r bedraagt
Fgrav =

GM1M2

r2
, (7)



2 KLASSIEKE MECHANICA 17met G een evenredigheids
onstante die Newtons gravitatie
onstante genoemd wordt met alswaarde G = 6, 6720 × 10−11 m3s−2kg−1. De kra
ht is altijd attra
tief en in Newtons theorie isde werking instantaan.2.4 Dopplere�e
t en gravitationele roodvers
huivingStel dat Galileï samen met twee kanonskogels van de toren van Pisa was gevallen. Op weg naarbeneden zouden de twee kogels eenvoudig in zijn nabijheid zijn gebleven. Ten opzi
hte van hemzouden de kogels zi
h gedragen alsof er helemaal geen kra
hten op werken. Als hij nu één vande kogels een zetje zou geven in een willekeurige ri
hting, dan zou deze kogel ten opzi
hte vanhem met uniforme snelheid langs een lijn in die ri
hting bewegen. Zowel Galileï als de kogelversnellen ten opzi
hte van de aarde, maar als we over hun relatieve beweging spreken, dankan deze gemeens
happelijke versnelling afgetrokken worden en houden we alleen een relatievebeweging over. Dit gebeurt enkel omdat voor gravitatie de versnelling van elk obje
t in eengravitatieveld gelijk is. We kunnen het equivalentieprin
ipe nu ook als volgt formuleren: ineen gravitatieveld gedragen alle voorwerpen zi
h zodanig dat ze volkomen vrij lijken te zijn vangravitatiekra
hten als ze bekeken worden door vrij-vallende waarnemers. Voor een vrij-vallendewaarnemer zijn de natuurwetten hetzelfde als die in de ruimte, ver van alle massieve obje
ten enhun gravitatievelden.Bovenstaande formulering van het equivalentieprin
ipe maakt geen gebruik van begrippen alsmassa en versnelling en is bijzonder nuttig in het bes
hrijven van het e�e
t van gravitatie opli
ht6. We kunnen het e�e
t van gravitatie op li
ht nu vinden door te eisen dat het zi
h dient tegedragen alsof er geen gravitatie is als het wordt bes
houwd door een vrij-vallende waarnemer.Dit betekent in het bijzonder dat het voor die waarnemer een re
hte lijn dient te volgen zonderverandering in frequentie.
ct


 (
c
-v)
t
vt
Figuur 2: Li
htgolven lopen van links naar re
hts. Een dete
tor meet het aantal gol�ronten datpasseert. De frequentie is het aantal gol�ronten dat per tijdseenheid gemeten wordt en hangt afvan de snelheid van de dete
tor.6We weten dat li
ht een bijzondere plaats inneemt in Einstein's relativiteitstheorie: de snelheid van li
ht iseen universele 
onstante in elk referentiesysteem, terwijl li
ht een inertiale massa heeft die gelijk is aan nul. Wekunnen daarom niet eenvoudig de wet ~F = m~a gebruiken om de beweging van li
ht te bes
hrijven.



2 KLASSIEKE MECHANICA 18In het algemeen wordt de frequentie van li
ht beïnvloed door de beweging van een waarnemer.Dit wordt de Dopplervers
huiving7 genoemd. We bes
houwen li
ht als een golfvers
hijnsel metgol�engte λ en frequentie f . Hiervoor geldt de relatie λ = c
f = cT met c de li
htsnelheid en

T de periode. De bovenste afbeelding in Fig. 2 toont de situatie voor een stilstaande dete
tor.Alle gol�ronten in het interval ct zijn de dete
tor gepasseerd (vetgedrukte fronten). Als dit Ngol�ronten zijn, dan is de frequentie f = N
t . In het onderste plaatje zijn sle
hts N ′ gol�rontengedurende tijd t de dete
tor gepasseerd (vetgedrukte fronten), omdat de dete
tor naar re
htsbeweegt. De verhouding N ′

N is hetzelfde als de verhouding van de lengten, (c−v)t
ct = 1− v

c . Hieruitvolgt dat de meebewegende dete
tor een lagere frequentie meet,
f ′ =

N ′

t
= (1 − v

c
)
N

t
= (1 − v

c
)f. (8)Als de frequentie verandert, dan verandert de kleur van het li
ht. Als de li
htbron van ons afbeweegt spreken van een roodvers
huiving, terwijl we over een blauwvers
huiving spreken als debron naar ons toe beweegt.We zijn nu in staat om de gravitationele e�e
ten op li
ht af te leiden door te eisen dat li
htzi
h dient te gedragen alsof er geen gravitatie is wanneer het wordt waargenomen door een vrij-vallende waarnemer8. Hiertoe bes
houwen we het Pound-Rebka-Snider experiment dat begin

fotonen

vallen
 omlaag


fotonen

gaan
 omhoog


bron


Figuur 3: S
hematis
he weergave van het Pound-Rebka-Snider experiment voor de meting vande gravitationele roodvers
huiving van fotonen door de aarde.7In het geval van geluidsgolven zorgt het Dopplere�e
t voor een vers
huiving naar hogere frequentie van de toonvan de sirene van een naderende ziekenwagen, terwijl de toon naar lagere frequenties vers
huift als de ziekenwagenvan ons af beweegt.8Evenzo voelen wij de beweging van de aarde rond de zon niet, omdat de aarde in vrije val is en er dus nietste voelen valt.



2 KLASSIEKE MECHANICA 19jaren 60 van de vorige eeuw is uitgevoerd op het Je�erson Physi
al Laboratory van Harvard.Het experiment is weergegeven in Fig. 3. In de �guur s
hijnt men (we noemen deze persoonW1) een li
htbundel met frequentie fbron vanaf de aarde naar boven. Een waarnemer (W2)staat op een toren met hoogte h dire
t boven de bron en meet de frequentie van dit li
ht. Hij(W2) noemt deze frequentie ftop. We gebruiken het equivalentieprin
ipe om de relatie tussen
fbron en ftop te bepalen9 en dat betekent het introdu
eren van nog een andere waarnemer (W3)die vrij-vallend is. Deze waarnemer (W3) valt van de top van de toren naar beneden op hetmoment dat het li
ht de bron verlaat. Een dergelijke vrij-vallende waarnemer (W3) ziet het li
htalsof er geen gravitatie werkzaam is. Het li
ht beweegt voor hem (W3) in een re
hte lijn enzonder frequentievers
huiving: op het moment dat hij begint met vallen, meet hij (W3) dezelfdefrequentie als de waarnemer (W1) bij de bron. Volgens het equivalentieprin
ipe meet hij (W3)dezelfde frequentie even later als het li
ht de top bereikt. Het duurt een tijd t = h

c voordat hetli
ht de top bereikt, en dan heeft deze waarnemer (W3) een instantane snelheid v = gt = gh
c .Ten opzi
hte van hem (W3) beweegt de waarnemer (W2) boven dan met snelheid −v van hem(W3) af, hetgeen een Dopplervers
huiving met zi
h mee brengt. Het equivalentieprin
ipe envergelijking (8) geeft ons nu dire
t

ftop = fbron(1 − gh

c2
). (9)Voor de 22,6 m hoge toren van het Pound-Rebka-Snider experiment is het e�e
t klein, 2, 46 ×

10−15, maar het werd desalnietemin gemeten met een pre
isie van 1 %. Het e�e
t is beduidendgroter voor de satellieten van het Global Positioning System (GPS) die op ongeveer 20.200 kmhoogte vliegen. Teneinde de navigatie nauwkeurigheid van ongeveer 15 m te bereiken dienen deGPS satellieten hun tijdsignalen te 
oördineren met een pre
isie van ongeveer 50 ns (= 15 m
3×108 m/s

).Deze pre
isie is ongeveer 1000 maal groter dan de gravitationele roodvers
huiving (ongeveer 40
µs). Zonder 
orre
ties op basis van de algemene relativiteitstheorie zouden GPS systemen eenafwijking van kilometers per dag vertonen.Het is belangrijk te begrijpen dat de roodvers
huiving een eigens
hap is van zowel het li
ht alsde waarnemers. Dus li
ht op welke hoogte van de aarde dan ook heeft geen unieke frequentie.Als de frequentie gemeten wordt door waarnemers die stilstaan ten opzi
hte van de grond, danmeten we een roodvers
huiving. Als de frequentie gemeten wordt door vrijvallende waarnemers,dan is er geen vers
huiving.De gravitationele roodvers
huiving10 heeft dire
te 
onsequenties voor het begrip tijd. Stel datwe twee klokken vervaardigen die gebaseerd zijn op het tellen van gol�ronten van een li
htbron.Elk gol�ront dat de dete
tor passeert en geregistreerd wordt zien we als een tik van de klok.De gravitationele roodvers
huiving heeft dan als 
onsequentie dat voor een waarnemer in detoren zijn klok sneller tikt dan de klok die op aarde staat. Als hij na een dag met zijn kloknaar beneden gaat en de klokken vergelijkt, ziet hij dat zijn klok met ongeveer 1 ns voorloopt,hetgeen tegenwoordig eenvoudig te meten is. Overigens geldt deze 
on
lusie voor al zijn klokken,biologis
h of fysis
h.9Relatie (9) kan ook gevonden worden door twee experimentatoren in een ruimtes
hip te bes
houwen, datreist met 
onstante versnelling g. De afstand tussen de twee waarnemers is h in de ri
hting van de versnelling.Laten we aannemen dat het ruimtes
hip in rust is ten opzi
hte van een bepaald inertiaalsysteem op het momentdat de waarnemer beneden (bron) een foton uitzendt. Het duurt tijd t = h/c voordat dit foton bij de bovenste(top) waarnemer aankomt. Op dat moment heeft deze waarnemer een snelheid v = gt = gh/c en neemt hij hetfoton waar met een Dopplervers
huiving, pre
ies volgens vergelijking (9). Het equivalentieprin
ipe eist dat, indiendeze roodvers
huiving wordt waargenomen in een experiment dat wordt uitgevoerd onder 
ondities van uniformeversnelling in afwezigheid van een gravitatieveld, dezelfde roodvers
huiving waargenomen dient te worden in eenexperiment onder 
ondities van een uniform gravitatieveld, maar zonder versnelling.10Waarnemen van een gravitationele roodvers
huiving heeft ook als dire
te 
onsequentie dat ruimtetijd gekromddient te zijn.



2 KLASSIEKE MECHANICA 202.5 Satellieten en equivalentieprin
ipeIn het volgende zullen we enkele 
onsequenties van de wetten van Newton bestuderen. Wegebruiken het equivalentieprin
ipe om te verklaren hoe satellieten in hun baan blijven. De
Figuur 4: Als we een voorwerp met snelheid v horizontaal lan
eren, dan zal het bij voldoendesnelheid een 
irkelbaan rond de aarde bes
hrijven.positie en snelheidsve
toren van een deeltje dat een 
irkelbaan bes
hrijft zijn gegeven in Fig.4. De hoek ∆θ tussen ~v(t) en ~v(t + ∆t) is hetzelfde als tussen ~r(t) en ~r(t + ∆t), omdat deplaats- en snelheidsve
toren over gelijke hoeken moeten roteren om onderling loodre
ht te blijven.Een gelijkbenige driehoek wordt gevormd door de twee snelheidsve
toren en ∆~v. Een tweedegelijkbenige driehoek wordt gevormd door de twee plaatsve
toren en ∆~r. Om de ri
hting van deversnellingsve
tor te vinden, bes
houwen we de driehoek gevormd door de twee snelheidsve
torenen ∆~v. De som van de hoeken van elke driehoek is 180◦ en de basishoeken van elke gelijkbenigedriehoek zijn gelijk. In de limiet dat ∆t naar nul gaat, gaat ∆θ ook naar nul, en in deze limietgaan beide basishoeken naar 90◦. Dit betekent dat ∆~v loodre
ht op de snelheid staat. Als we
∆~v tekenen vanaf de positie van het deeltje dan wijst het in de 
entripetale ri
hting, dus naarhet middelpunt van de aarde.De twee driehoeken zijn 
ongruent en dus geldt |∆~v|

v = |∆~r|
r (lengten van 
orresponderende zijdenzijn evenredig). Delen door ∆t en hers
hikken levert

|∆~v|
∆t

=
v

r

|∆~r|
∆t

. (10)In de limiet dat ∆t nul nadert, gaat de term |∆~v|
∆t over in de versnelling a, de grootte van deinstantane versnelling, terwijl de term |∆~r|

∆t de snelheid v benadert, de grootte van de instantanesnelheid. Met deze substituties vinden we voor de 
entripetale versnelling, ac

ac =
v2

r
. (11)Een deeltje dat met veranderende snelheid in een 
irkel beweegt heeft ook een versnellings
om-ponent at tangentiaal aan de 
irkel gegeven door at = dv

dt .In het volgende bes
houwen we een satelliet die met 
onstante snelheid in een 
irkelbaan rondhet 
entrum van de aarde over het oppervlak beweegt. De versnelling is nu gelijk aan a =
v2

r = g = 9, 81 m/s2 en we vinden voor de snelheid met r = 6370 km de waarde v =
√
rg =

√

(6370 km)(9, 81 m/s2) = 7, 91 km/s. De omlooptijd bedraagt T = 2πr
v = 2π(6370 km)

7,91 km/s = 5060 s= 84,3 min.Op grotere hoogte is de omlooptijd langer en bedraagt bijvoorbeeld 91 minuten op 300 km hoogtewaar de Spa
e Shuttle opereert. Astronauten in de Spa
e Shuttle zijn gewi
htsloos. Dit komt



2 KLASSIEKE MECHANICA 21niet omdat op 300 km van het aardoppervlak het gravitatieveld van de aarde verwaarloosbaaris (dat is eenvoudig uit te rekenen met vergelijking (7)). Het is een perfe
te demonstratie vanhet equivalentieprin
ipe: de Spa
e Shuttle is in vrije val rond de aarde en dat veroorzaakt datvoorwerpen in de Spa
e Shuttle zi
h gedragen alsof gravitatie afwezig is.We willen het bovenstaande verder uitdiepen met het volgende voorbeeld. Stel we stappen ineen stilstaande lift. De sensatie van gewi
ht komt doordat de vloer van de lift een kra
ht opons uitoefent tegengesteld geri
ht aan de gravitatiekra
ht van de aarde. Als we de liftkabeldoorknippen, dan valt de kra
ht van de vloer weg. We raken in vrije val, en dan verdwijnt desensatie van gewi
ht volledig. De vloer van de lift, niet de gravitatiekra
ht, is verantwoordelijkvoor ons gewi
ht. We kunnen dit argument omkeren: als we de lift naar boven versnellen, zullenwe ons zwaarder gaan voelen. Als we in een geblindeerde lift zitten en we voelen ons gewi
htloos,dan kunnen we niet onders
heiden of we in vrije val zijn op aarde of ons in de ruimte ver wegvan graviterende obje
ten bevinden. Evenzo, als we wèl gewi
ht ervaren, weten we niet of datkomt doordat we in een stilstaande lift op aarde staan, of dat we in de verre ruimte naar bovenworden versneld. Als gravitatie overal uniform zou zijn, kunnen we het niet onders
heiden vanversnelling. Dit is de betekenis van het woord equivalentie in het equivalentieprin
ipe.2.6 Zwarte gaten en afbuiging van li
htWe hebben reeds in vergelijking (7) gezien dat de gravitatiekra
ht uitgeoefend door deeltje 1 opdeeltje 2 gegeven wordt door
~F1,2 = −Gm1m2

r21,2

r̂1,2, (12)waarbij r̂1,2 =
~r1,2

|~r1,2| een eenheidsve
tor is die wijst van deeltje 1 naar deeltje 2. We hebbenbovenstaande uitdrukking gegeven als ve
torrelatie; het minteken brengt de ri
hting in rekening.We bes
houwen de situatie met m1 = m de massa van een deeltje en m2 = M de massa van eenmassief obje
t, bijvoorbeeld de aarde. We stellen ons voor dat het deeltje in een 
irkelbaan rondde aarde beweegt. Er geldt a = F/m en dit betekent dat GM
r2 de versnelling van het deeltje is.Deze versnelling is 
entripetaal en we vinden dan

a =
v2

r
=
GM

r2
→ v = vcirkelbaan =

√

GM

r
(13)voor de snelheid van een deeltje dat gravitationeel gebonden is in een 
irkelvormige baan metstraal r rond een massief obje
t met massa M .Als we een deeltje van de aarde naar het oneindige brengen, dient er arbeid verri
ht te worden.Deze arbeid is gelijk (maar met een minteken) aan de potentiële energie V van het deeltje (als weimmers het deeltje vanuit het oneindige op de aarde laten vallen verkrijgt het kinetis
he energieen kan het weer arbeid verri
hten). De hoeveelheid potentiële energie wordt gegeven door

V (r) = −
∫ ∞

r0

~F · d~s = −
∫ ∞

r0

F r̂ · d~s = −
∫ r=∞

r0

Frdr = −
∫ r=∞

r0

(

−GmM
r2

)

dr = −GmM
R

.(14)Omdat enkel veranderingen in potentiële energie relevant zijn, kunnen we altijd een 
onstante
V0 erbij optellen. We kiezen deze 
onstante zo, dat de potentiële energie gelijk is aan nul, V = 0,als het deeltje oneindig ver van de aarde staat. In dit geval geldt dan V0 = 0. We merken op datvergelijkingen (12) en (14) toestaan om de gravitationele potentiaal in te voeren. Er geldt

~Fgrav = −m∇Φ(~x) en ook
d2~x

dt2
= −∇Φ(~x), (15)



2 KLASSIEKE MECHANICA 22waarbij ~Fgrav de kra
ht is op een deeltje met massa m en op positie ~x ten gevolge van degravitationele potentiaal Φ geprodu
eerd door een ander deeltje (met bijvoorbeeld massa M).Voor een enkel deeltje met massa M gaf vergelijking (14) Φ(~x) = −GM/x, en voor een 
ontinuemassadi
htheid ρ(~x) geldt
Φ(~x) = −

∫
Gρ(~x′)
|~x− ~x′|d

3x′. (16)Het newtoniaanse gravitatieveld ~g wordt dan gede�nieerd door
~g(~x) ≡ −∇Φ(~x), (17)waardoor we vinden

∇ · ~g(~x) = −4πGρ(~x) → ∇2Φ(~x) = 4πGρ(~x). (18)Hierin bedoelen we met ∇2 de lapla
e operator ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2. We noemen dit depoissonvergelijking van newtoniaanse gravitatie.Een obje
t, bijvoorbeeld een satelliet met massa m, dat in een willekeurige baan met straal rrond de aarde (met massa M) draait heeft zowel kinetis
he energie K11 als potentiële energie V .De som van beide, de totale energie E = K + V , is een behouden grootheid en dient 
onstant tezijn. Er geldt
E =

1

2
mv2 − GmM

r
. (19)Het obje
t kan van de aarde ontsnappen als het oneindig ver weg kan zijn en dan to
h nog eenbepaalde kinetis
he energie heeft. Als het net ontsnapt, dan is de eindsnelheid gelijk aan nul. Indat geval geldt, wanneer de satelliet zi
h op een afstand R van de aarde bevindt,

1

2
mv2

ontsnapping =
GmM

R
→ vontsnapping =

(
2GM

R

)1
2

. (20)Als we uitdrukking (13) met (20) vergelijken zien we dat vontsnapping =
√

2vcirkelbaan.De Deense sterrenkundige Olaf Roemer (1644 - 1710) gaf als eerste een goede s
hatting van deli
htsnelheid (hij vond 11 minuten per astronomis
he eenheid (AU)12, terwijl de juiste waarde 8minuten en 19 se
onden is). Dit resultaat vond hij in 1675 door de e
lipse van Jupiters eerstesatelliet te bestuderen voor vers
hillende posities van Jupiter relatief ten opzi
hte van de aarde.De Britse natuurkundige John Mit
hell (1724 - 1793) en de Franse wiskundige en natuurkundigePierre Lapla
e (1749 - 1827) 
ombineerden de eindige li
htsnelheid met het feit dat uit de wettenvan Newton volgt dat geen obje
t van een li
haam kan ontsnappen als haar snelheid minder isdan (2GM/R)
1
2 . Hieruit volgt dat ook li
ht niet kan ontsnappen van een li
haam waarvan deontsnappingssnelheid groter is dan c. Dus als het mogelijk is om een li
haam met vaste massa

M kleiner te maken dan straal Rg, met
Rg =

2GM

c2
, (21)11We kunnen de formule voor de kinetis
he energie K vinden door de arbeid te bes
houwen die verri
ht moetworden om een deeltje gedurende tijd dt te versnellen. Er geldt ~F · d~x = ~F · ~vdt = d~p

dt
· ~vdt = ~v · d~p = ~v · d(m~v).Ook geldt d(~v · ~v) = (d~v) · ~v + ~v · (d~v) = 2(~v · d~v). Aannemende dat de massa 
onstant is vinden we hiermee

~v · d(m~v) = 1
2
md(~v · ~v) = 1

2
mdv2 = d

(
1
2
mv2

). Integreren hiervan levert de relatie K = 1
2
mv2.12De astronomis
he eenheid was vroeger gede�nieerd als de straal van de 
irkelbaan van de aarde (in 1900)rond de zon: 1 AU = 1, 496 × 1011 m.



2 KLASSIEKE MECHANICA 23dan lijkt dit li
haam zwart voor de buitenwereld. Merk op dat deze limiet voor de straal, Rg,enkel afhangt van M en de natuur
onstanten c en G. We noemen dit de gravitatiestraal van eenli
haam met massaM . Het is pre
ies de waarde die we in de algemene relativiteitstheorie vindenvoor de straal van een zwart gat. Overigens vers
hilt het klassieke zwarte gat in belangrijke matevan een relativistis
h zwart gat. In het klassieke geval komt het erop neer dat fotonen met deli
htsnelheid vertrekken, om vervolgens steeds meer snelheid te verliezen. Uiteindelijk wordt hunsnelheid gelijk aan nul, draaien ze om en vallen vervolgens weer naar beneden.Cavendish was de eerste die in 1784 een formule a�eidde voor de afbuiging van li
ht ten gevolgevan de gravitatie van de zon. We zullen deze afbuiging a�eiden uit het equivalentieprin
ipe.Bes
houw li
ht dat de zon passeert. We weten dat li
ht een re
hte lijn dient te volgen in hetreferentiesysteem van een vrij-vallende waarnemer. Omdat lokaal vrij-vallende waarnemers alle-maal in de zon vallen, dient het li
ht 
ontinu zijn baan te buigen, zodat de baan re
ht lijkt vooral deze vrij-vallende lo
ale waarnemers. We zullen de grootte van de afbuiging afs
hatten metbehulp van de klassieke me
hani
a van Newton.
d


M


a
v=
gd
/
c


Figuur 5: Li
ht zal gravitationeel worden afgebogen als het een massief obje
t zoals de zonpasseert.We bes
houwen een enkele vrij-vallende waarnemer die initieel in rust is ten opzi
hte van de zonop het punt waar het li
ht het di
htst bij de zon is tijdens de passage. De afstand noemen we d.De versnelling van de waarnemer naar de zon bedraagt g = GM/d2. Het li
ht reist met snelheid
c en het belangrijkste deel van de afbuiging treedt op gedurende een tijd d/c. Gedurende dezetijd bereikt de waarnemer een snelheid v = gd/c = GM/cd loodre
ht op de ri
hting van het li
ht.Vanwege het equivalentieprin
ipe dient het li
ht een dergelijke transversale snelheid te krijgen.De hoekafbuiging is klein en er geldt tanα = α = v

c = GM
c2d in radialen. De totale afbuiging dienthet dubbele te zijn, omdat dezelfde afbuiging voor de inkomende li
htstraal ook geldt voor deuitgaande li
htstraal (zie Fig. 5). We vinden

Newtoniaanse afbuigingshoek = 2α =
2GM

c2d
. (22)Een exa
te klassieke berekening geeft pre
ies bovenstaand resultaat. Een berekening met dealgemene relativiteitstheorie geeft e
hter een fa
tor 2 grotere afbuiging. Een afbuiging van dezegrootte werd in 1919 waargenomen door Britse astronomen onder leiding van Sir Arthur Ed-dington (1882 - 1944) en Frank W. Dyson (1868 - 1939). Deze bevestiging van de algemenerelativiteitstheorie leidde tot de grote internationale doorbraak van Einstein.2.7 Gravitatie en getijdenkra
htenGetijdenkra
hten zijn kra
hten die niet verdwijnen als we een systeem in vrije val bes
houwen enzijn afkomstig van de niet-uniformiteit van de gravitatieversnelling. Getijdenkra
hten spelen eenbelangrijke rol in het universum: van eb en vloed op aarde tot instabiliteiten in sterrenstelsels.
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Aarde
 Aarde
 Aarde
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Figuur 6: Getijdenkra
hten zijn eenvoudig te herkennen als we de beweging van vrij-vallendeobje
ten bes
houwen.We s
hetsen de e�e
ten van getijdenkra
hten in Fig. 6. De �guur links toont dat wanneer tweeobje
ten met enkel een verti
ale separatie vanuit rust vallen, hun separatie in de tijd toeneemt.De �guur re
hts laat zien dat wanneer twee obje
ten met enkel een horizontale onderlinge afstandvanuit rust vallen, hun onderlinge afstand afneemt. Vanuit het gezi
htspunt van een vrij-vallendewaarnemer lijken de twee obje
ten naar elkaar toe te versnellen, alsof er een kra
ht op werkt.Dit leidt tot de 
on
lusie dat het equivalentieprin
ipe sle
hts lokaal geldig is, niet globaal.Een ander bekend voorbeeld van getijdenkra
hten zijn de getijden op aarde ten gevolge vande gravitatiekra
hten van maan en zon. Hier bespreken we de getijden van het aarde - maansysteem, ges
hetst in Fig. 7. Het 
entrum van de aarde is in vrije val. De overige delen van
Aarde


Maan


Aarde


Maan


Figuur 7: Getijden veroorzaakt door de maan op aarde zijn afkomstig van de residuele ver-snelling van gravitatie. Hierbij is de aarde in vrije val met de gemiddelde versnelling van degravitatie van de maan op aarde. In de re
hter �guur is de 
entrale versnelling afgetrokken vande vers
hillende versnellingsve
toren.de aarde ondervinden relatief kleine vers
hilkra
hten die leiden tot het ontstaan van getijden.De getijden hebben een karakteristiek gedrag onder rotaties: plaatsen met gelijke getijden zijnges
heiden door een rotatie over 180◦.De werking van getijdenkra
hten leidt tot een aantal belangrijke e�e
ten, zoals het feit dat derotatie van de maan om zijn as gesyn
hroniseerd is met zijn rotatie rond de aarde13. Ook raken13De getijdenkra
hten van de maan op de aarde proberen ook de rotatie van de aarde te syn
hroniseren met de



2 KLASSIEKE MECHANICA 25aarde en maan steeds verder verwijderd van elkaar ten gevolge van de getijdenkra
hten (dit kanworden begrepen als een 
onsequentie van het behoud van impulsmoment). Een ander voorbeeldvan de werking van getijdenkra
hten is te vinden in het Mer
urius - zon systeem. Mer
uriusis di
ht bij de zon en ervaart getijdenkra
hten die ongeveer drie keer groter zijn dan in hetaarde - maan systeem. De omlooptijd van Mer
urius rond de zon bedraagt 88 dagen, terwijl derotatie rond zijn as 58,6 dagen bedraagt, pre
ies 2
3 van de omlooptijd. Dit is weer een gevolg vangetijdenkra
hten.2.8 Newtoniaanse me
hani
a en het formalisme van LagrangeDe bewegingswetten van Newton zijn algemeen bekend. De bekendste is waars
hijnlijk datdeeltjes zi
h in een re
hte lijn en met 
onstante snelheid voortbewegen zolang er geen kra
htenop werken. Dit wordt mathematis
h uitgedrukt als

m
d2~x

dt2
= 0, (23)waar ~x = ~x(t) de positie van het deeltje is, en m zijn massa. Indien er een kra
ht ~F op het deeltjewerkt, komt deze aan de re
hterzijde van deze vergelijking te staan. Deze formule is de basisvan de Newtoniaanse me
hani
a en levert een stappenplan voor het oplossen van me
hanis
hevraagstukken: vul de kra
ht in die op een deeltje werkt, los de resulterende vergelijking op, ende positie van het deeltje als fun
tie van de tijd is dan bekend. De tweede wet kan niet wordenafgeleid; het is een experimenteel gegeven.Lagrange (1736-1813) ontwikkelde een nieuwe manier van me
hani
a doen, gebaseerd op eenfun
tie die nu zijn naam draagt: de Lagrangiaan L. Deze fun
tie is gede�nieerd als het vers
hiltussen de kinetis
he energie K van een deeltje, en zijn potentiële energie V

L(x(t), v(t)) = K(x(t), v(t)) − V (x(t), v(t)), (24)en deze fun
tie geïntegreerd over de tijdsduur van een fysis
h pro
es noemt met de a
tie S,
S =

∫ t2

t1

L(x(t), v(t))dt, (25)waarin t1 het tijdstip van begin van het pro
es is, en t2 het tijdstip van het eind van het pro
es.Zoals al gesuggereerd door onze notatie, heeft de Lagrangiaan van een deeltje in het algemeengeen 
onstante waarde. Dit komt doordat de kinetis
he energie en de potentiële energie in hetalgemeen geen 
onstante waarden hebben, omdat zij fun
ties zijn van de positie en snelheidvan het deeltje. Bes
houw als voorbeeld een deeltje in het zwaartekra
htsveld van de aarde:de potentiële energie is laag wanneer dit deeltje di
ht bij de aarde is, maar hoog wanneer hetver weg is; de kinetis
he energie neemt e
hter toe wanneer het deeltje onder invloed van diezwaartekra
ht steeds sneller naar de aarde valt. Dit voorbeeld laat zien dat de waarde van deLagrangiaan van een deeltje in het algemeen afhankelijk is van de positie en snelheid van hetdeeltje. Deze zijn op hun beurt weer fun
ties van de tijd, dus uiteindelijk is de Lagrangiaaneen geheel tijdsafhankelijke fun
tie. De a
tie S daarentegen is wel een 
onstante, omdat we deLagrangiaan integreren over de tijd (elke fun
tie geïntegreerd over zijn variabele levert immerseen 
onstante op). De waarde van deze 
onstante hangt daarmee, uiteraard, geheel af van hetpad x(t) dat het deeltje volgt tussen de twee tijdstippen t1 en t2. Welk pad dit is, is pre
ies devraag die wij beantwoord willen zien wanneer we me
hani
a doen. Als antwoord postuleert hetomlooptijd van de maan. De aarde is e
hter veel massiever dan de maan. Ongeveer 1 miljard jaar geleden duurdeeen dag maar ongeveer 18 uur.



2 KLASSIEKE MECHANICA 26formalisme van Lagrange dat een deeltje altijd het pad volgt dat de waarde van de a
tie minimaalof maximaal maakt. Dit noemt men het prin
ipe van extreme a
tie, en levert een geheel nieuwvoors
hrift om me
hani
a te doen: s
hrijf de Lagrangiaan op van bewegend deeltje, integreerdeze over de tijd, en zoek het pad dat deze integraal minimaal of maximaal maakt.Deze manier van me
hani
a doen is soms te prefereren boven de meer gebruikelijke wetten vanNewton14. Hij is e
hter niet minder fundamenteel: het is zowel mogelijk het prin
ipe van extremea
tie af te leiden door uit te gaan van de tweede wet van Newton, als omgekeerd. Het prin
ipevan extreme a
tie en de tweede wet van Newton zijn daarom geheel equivalent.Als voorbeeld van een toepassing van het formalisme van Lagrange, zal de wet van Newtonworden afgeleid door uit te gaan van het prin
ipe van extreme a
tie. We bes
houwen een deeltjemet massa m, dat beweegt onder invloed van een kra
ht F en daarom een potentiële energie Vheeft gerelateerd aan de kra
ht via ~F ≡ −∇V ; de kinetis
he energie K van een deeltje wordt,zoals altijd, gegeven door15 K = 1
2mv

ivi (waar vi ≡ dxi(t)
dt ). De Lagrangiaan van dit deeltjewordt dan gegeven door

L =
1

2
mvi(t)vi(t) − V (x(t)), (26)en de a
tie S is dan

S =

∫ t2

t1

{
1

2
mvi(t)vi(t) − V (x(t))

}

dt. (27)Volgens het prin
ipe van extreme a
tie zal het deeltje een pad volgen dat de a
tie een extremewaarde geeft. Dit leidt tot het volgende wiskundige vraagstuk: gegeven een integraal over tmet integrand L(~x(t), ~v(t)), hoe kan men dan bepalen welke fun
tie ~x(t) de uitkomst van dezeintegraal minimaal of maximaal maakt? Het antwoord wordt gegeven door de vergelijkingen vanEuler-Lagrange: de 
omponenten xi(t) van het pad ~x(t) dat de integraal een extreme waardegeeft, voldoen aan
∂L

∂xi
=

d

dt

(
∂L

∂vi

)

. (28)Het bewijs van deze stelling is niet moeilijk, en gaat als volgt. Laten we aannemen dat x(t) de
x-
omponent is van het pad ~x(t) dat de integraal een extreme waarde geeft. Per de�nitie vaneen extreme waarde zal elke kleine afwijking van dit pad, δx≪ x, de a
tie S een extra bijdragegeven, δS, die gelijk dient te zijn aan nul. We willen dus op zoek naar het pad x(t) waarvoorgeldt

S + δS =

∫ t2

t1

{L(x(t) + δx(t), v(t) + δv(t))} dt, (29)waarin
δS = 0. (30)14Enkele redenen zijn dat in het formalisme van Lagrange de belangrijkste fun
tie een s
alair is, waar in detweede wet van Newton ve
toren voorkomen. Ook is het zo dat bepaalde symmetrie-eigens
happen van fysis
hesystemen zi
h vaak duidelijk openbaren in het Lagrange-formalisme. Het is om deze redenen dat in onder anderede quantumveldentheorie vrijwel uitsluitend met Lagrangianen gewerkt wordt.15De notatie vivi betekent in bovenstaand geval vivi ≡

∑3
i=1 (vi)

2 = v2
1 + v2

2 + v2
3 = |~v|2 = v2. Het betreft dezogenaamde Einstein sommatie
onventie die we later veelvuldig zullen gebruiken.



2 KLASSIEKE MECHANICA 27Aangezien δx klein is, kunnen we de Lagrangiaan benaderen door16
L(x(t) + δx(t), v(t) + δv(t)) ≈ L(x(t), v(t)) +

∂L

∂x
δx+

∂L

∂v
δv. (31)Wanneer we dit invullen in vergelijking (29) vinden we de a
tie S terug plus een extra term, diewe kunnen identi�
eren als δS,

δS ≡
∫ t2

t1

{
∂L

∂x
δx+

∂L

∂v
δv

}

dt. (32)Deze uitdrukking hoort gelijk te zijn aan nul. Nadat we een partiële integratie17 doen op detweede term van de integrand, wordt gevonden
δS =

∫ t2

t1

{
∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂v

)}

δx(t)dt +
∂L

∂v
δx(t)|t2t1 . (33)De afwijking δx(t) mag in prin
ipe elke mogelijke fun
tie zijn, mits maar geldt dat zij nul isop het begin en eind van het pro
es. Er geldt dan ook δx(t1) = 0 en δx(t2) = 0, en hieruitvolgt dat de laatste term in vergelijking (33) gelijk is aan nul. De overgebleven integraal zalin het algemeen gelijk kunnen zijn aan nul voor spe
i�eke fun
ties δx(t); e
hter, de eis is datdeze integraal nul is voor elke mogelijke afwijking δx(t) van het pad x(t), en dit kan alleenwanneer alles tussen de gekrulde haken gelijk is aan nul. Deze eis levert dan pre
ies vergelijking(28), voor de x-
omponent (waarvoor geldt i = 1) van het gezo
hte pad. Voor de twee andereplaats
oördinaten van dit pad, y(t), z(t) kan deze a�eiding ook gebruikt worden en geldt dezelfdeuitkomst.Wanneer de vergelijkingen van Euler-Lagrange toegepast worden op de huidige Lagrangiaan,vinden we

−∂V
∂xi

= m
dvi

dt
. (34)De linkerkant van deze vergelijkingen herkennen we als de kra
ht F i in de i-ri
hting, terwijl dere
hterkant pre
ies gelijk is aan md2xi

dt2
. We kunnen deze drie uitkomsten samen nemen in eenenkele ve
torvergelijking,
m
d2~x(t)

dt2
= ~F , (35)wat pre
ies de wet van Newton is. Zoals aangekondigd volgt deze inderdaad uit het prin
ipe vanextreme a
tie.Het Lagrangiaanse formalisme kan ook gebruikt worden om de impuls van een deeltje te bepalen.De impuls volgt uit de Lagrangiaan als

pi =
∂L

∂vi
, (36)wat voor de huidige Lagrangiaan de gebruikelijke uitdrukking voor de impuls van een deeltjeoplevert

~p = m~v. (37)16Dit is gebaseerd op een eerste-orde Taylorreeks van L rond de waarden x(t) en v(t).17Stel dat f en g fun
ties zijn van x, dus f = f(x) en g = g(x). Dan geldt voor de afgeleide van het produ
t
d

dx
(fg) = df

dx
g + f dg

dx
→ df

dx
g = d

dx
(fg) − f dg

dx
. Integreren over dx levert ∫ gdf = fg −

∫
fdg. In vergelijking (32)gebruiken we f = ∂L

∂v
en dg = δvdt = d (δx).



2 KLASSIEKE MECHANICA 282.9 Het prin
ipe van Ma
hNewton besprak in zijn `The Mathemati
al Prin
iples of Natural Philosophy' (1687) een expe-riment waarbij een met water gevulde emmer aan een touw hangt. We draaien de emmer rondzijn as en op deze wijze wordt het touw strak opgewonden. Nu laten we de emmer los, en dezebegint snel rond zijn as te draaien, niet alleen ten opzi
hte van de waarnemer, maar ook tenopzi
hte van het water erin.Alhoewel op dit moment de relatieve beweging maximaal is, blijft het oppervlak van het watervlak, hetgeen aangeeft dat het water geen neiging heeft om weg te bewegen van de rotatieas.Uiteindelijk als het touw ontwonden is, neemt het water een 
on
ave vorm aan terwijl het debeweging aanneemt van de emmer die ten opzi
hte van de waarnemer roteert. Deze 
on
ave vormtoont dat het water roteert, ondanks het feit dat het water in rust is ten opzi
hte van de wandenvan de emmer. Met andere woorden het is niet de relatieve beweging van water en emmer diede 
on
ave vorm van het water veroorzaakt, in tegenstelling tot het idee dat bewegingen enkelrelatief kunnen zijn, en dat absolute beweging niet bestaat. Is het mogelijk dat de 
on
ave vormvan het water de rotatie toont relatief ten opzi
hte van iets anders, laten we zeggen de absoluteruimte?!Volgens Ernst Ma
h zegt Newtons experiment met de roterende emmer water ons eenvoudig datde relatieve beweging van het water ten opzi
hte van de wanden van de emmer geen merkbare
entrifugale kra
hten produ
eert, maar dat dergelijke kra
hten geprodu
eerd worden door derelatieve rotaties ten opzi
hte van de massa van de aarde en de andere hemelli
hamen.Op basis van het bovenstaande kunnen we ons afvragen of een obje
t in een leeg heelal inertiaheeft. Het prin
ipe van Ma
h stelt dat lokale fysis
he wetten bepaald worden door de stru
tuurvan het universum op grote s
haal. Albert Einstein leek het prin
ipe Ma
h te interpreteren als`... traagheid wordt veroorzaakt door een soort intera
tie tussen li
hamen...'18. Einstein meendein het Lense - Thirring e�e
t bewijs te vinden voor het prin
ipe van Ma
h. In een brief naarErnst Ma
h s
hrijft hij: `Het ... blijkt dat inertia haar oorsprong vindt in een soort intera
tietussen li
hamen, zoals uw bes
houwingen van Newtons emmer experiment aangeven... Als meneen zware s
hil materie roteert, relatief ten opzi
hte van de vaste sterren rond een as die doorhet 
entrum gaat, ontstaat er een 
orioliskra
ht in het binnenste van de s
hil. Deze kra
ht zorgtervoor dat het vlak van een Fou
ault slinger heen en weer wordt gesleept (met een praktis
honmeetbaar kleine hoeksnelheid)'. We zullen dit Lense - Thirring e�e
t later in detail bespreken.

18A. Einstein in een brief naar Ernst Ma
h, Züri
h, 25 Juni 1923.



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 293 Quantumfysis
he vers
hijnselen in het universum3.1 StervormingSterren 
ondenseren uit gaswolken die voornamelijk uit waterstof bestaan. Als een gaswolkvoldoende di
htheid heeft of koud genoeg is, dan kunnen delen ervan 
ondenseren en sterrenvormen. Het gebied dat 
ondenseert dient een minimum afmeting te hebben, zodat er voldoendemassa en gravitatie is om de gasdruk in de wolk te overwinnen. Deze minimum lengte heet deJeans lengte19 en bedraagt
λJeans =

(
πkT

Gρm

) 1
2

, (38)met T en m respe
tievelijk de temperatuur en massa van het mole
uul en ρ de di
htheid vande 
ondenserende gaswolk. Elk deel van de gaswolk groter dan de Jeans lengte heeft voldoendezelf-gravitatie en kan 
ondenseren. De massa van een dergelijk gebied is 4
3πρλ

3
Jeans en wordt deJeans massa genoemd,

MJ =
4

3
πρλ3

Jeans =
4π

5
2

3

(
kT

Gm

)3
2

ρ−
1
2 . (39)Het is belangrijk om in te zien dat MJ afneemt als ρ toeneemt. Als dus een instabiel gebiedinitieel ter grootte λJeans 
ondenseert, neemt de di
htheid toe. Dit verlaagt de Jeans massa endat maakt kleinere delen van het gebied instabiel voor 
ondensatie. Indien de di
htheid in degaswolk niet homogeen is, dan is het waars
hijnlijk dat de samentrekkende gaswolk fragmenteertin kleinere gebieden. Sterrenkundigen noemen een dergelijk gebied een protoster.De gravitationele potentiële energie van de mole
ulen wordt tijdens de 
ontra
tie van de gaswolkomgezet in warmte20. Hierdoor neemt de temperatuur van het gas toe tijdens de 
ontra
tie.Gedurende 
ontra
tie van de protoster wordt de di
htheid uiteindelijk voldoende hoog om stralinggevangen te houden en begint de protoster zi
h te gedragen als een zwart li
haam. Op dat momentneemt de temperatuur s
herp toe en begint de protoster te s
hijnen in het zi
htbare li
ht. Deenergie van 
ontra
tie is voldoende om de protoster enkele miljoenen jaren te laten s
hijnen.3.2 Energiehuishouding in sterrenDe verhitting tijdens 
ontra
tie van de protoster is voldoende om kernfusie te initiëren. Hetme
hanisme van energieprodu
tie in de zon is fusie van waterstofatomen tot helium en fusie is deenergiebron van sterren. De 
onstru
tie van een fusierea
tor op aarde is ingewikkeld, het grootsteprobleem is de zogenaamde `
on�nement' (opsluiting) van het plasma. Een plasma met eentemperatuur van ongeveer 108 K dient in een eindig volume opgesloten te worden. Vaste wanden19Naar de Britse astrofysi
us Sir James Jeans (1877 - 1946). We kunnen de grootte R van een sferis
h gebied datinstabiel is voor stervorming bij benadering vinden door de gemiddelde kinetis
he energie 3

2
kT van een mole
uulmet massa m gelijk te stellen aan de absolute waarde van de gravitationele potentiële energie GmM

R
. Vervolgensvervangen we de massa M van dit gebied door haar di
htheid ρ via de substitutie M = 4

3
πρR3. Dit levert dan debenadering 3

2
kT = GmM

R
→ 3

2
kT = 4

3
πGmρR2 → R =

(
9kT

8πGρm

) 1

2 . Een exa
te berekening die de geluidssnelheidin de gaswolk in rekening brengt, levert vergelijking (38).20Ook onze zon is uit een dergelijke protoster ontstaan. De zon heeft een massa M⊙ = 2×1030 kg en bestaat uitongeveer 1057 waterstofatomen met elk een massa van m = 1, 67 × 10−27 kg. De huidige luminositeit van de zonbedraagt L⊙ = 3, 8×1026 W. We hebben gezien dat de ontsnappingssnelheid van de zon gelijk is aan vontsnapping =
√

2GM⊙

R⊙
. De kinetis
he energie van een atoom als het de zon bereikt is dus 1

2
mv2

ontsnapping =
GM⊙m

R⊙
= 3× 10−16J. Hieruit volgt dat de gravitationele potentiële energie voldoende is om de protoster enkele miljoenen jaren telaten s
hijnen.



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 30zijn niet mogelijk en we dienen toevlu
ht te nemen tot magnetis
he opsluiting of opsluiting metbehulp van lasers. Het volume van het magnetis
h veld dient relatief klein te zijn, enkele kubiekemeters, want anders wordt het vermogen, maar worden ook de 
onstru
tiekosten, onoverkomelijk.In de zon zijn deze problemen opgelost, alhoewel niet al te e�
iënt. De buitentemperatuur isongeveer 6000 K, terwijl de temperatuur in het 
entrum van de zon ongeveer 1, 6 × 107 K is.Kernfusie verloopt relatief traag, maar de totale energieprodu
tie is groot, omdat het volume zogroot is.Gravitatie reguleert het fusiepro
es in sterren: als om een of andere reden de rea
ties snellerverlopen, dan heeft dat een temperatuurstijging tot gevolg. Dit leidt dire
t tot expansie vanhet 
entrale deel van de ster, waardoor de rea
tiesnelheid vermindert en de energieprodu
tieafneemt. Evenzo als het tegenovergestelde gebeurt en de temperatuur en dus ook de gasdrukafneemt, dan krimpt de kern van de ster en neemt de rea
tiesnelheid weer toe. Op deze wijze kaneen ster miljarden jaren een stabiele energieprodu
tie leveren. Hetzelfde pro
es maakt ook datals de massa van de ster groot is, de 
entrale druk en temperatuur relatief hoog is, waardoor deenergieprodu
tie groot is. Dit heeft ook tot gevolg dat zware sterren een relatief korte levensduurhebben.Vóór de ontdekking van kernrea
ties kon de energieprodu
tie in de zon niet verklaard worden: erwas geen bron bekend die een dergelijke hoeveelheid energie gedurende langere tijd kon produ
e-ren. Geologis
he studies tonen aan dat de zon ongeveer dezelfde temperatuur heeft gehad vooreen periode van minstens 109 jaar. Eddington was een van de eersten die erop wezen, dat metde fusie van vier waterstofatomen tot een 4He-atoom, er ongeveer 7 MeV/nu
leon aan energievrijkomt. Dit pro
es levert miljoenen keren meer energie op dan een 
hemis
he rea
tie. Er blijfte
hter een probleem: klassiek kan fusie niet optreden in sterren, omdat de thermis
he energie vande protonen onvoldoende is om de Coulombafstoting te overwinnen. Het quantumme
hanis
htunnele�e
t maakt dergelijke rea
ties ook bij lagere temperatuur mogelijk. Men kan nu spe
i-�eke rea
ties, verantwoordelijk voor stellaire energieprodu
tie, vaststellen. De eerste sequentiedie werd voorgesteld was de zogenaamde koolstof of CNO 
y
lus weegegeven in Fig. 8, waarin
12C en 4p getransformeerd worden in een α-deeltje en 12C. De CNO-
y
lus verloopt als volgt,

12C p → 13N γ,
13N → 13C e+ν,

13C p → 14N γ,
14N p → 15O γ,

15O → 15N e+ν,
15N p → 12C 4He. (40)In deze sequentie fungeert het koolstof als een katalysator. Het ondergaat veranderingen, maarhet wordt niet verbruikt. De totale rea
tie kan dus ges
hreven worden als

4p→4 He. (41)De totale energie Q die in deze rea
tie vrijkomt, kan eenvoudig gevonden worden uit de bekendemassa's (via E = mc2). Er geldt
Q(4p →4 He) = 26, 7 MeV. (42)Van deze energie wordt ongeveer 25 MeV gebruikt om de ster te verhitten, de rest wordt afgevoerddoor de neutrino's. De CNO-
y
lus is dominant in hete sterren. In koude sterren zoals de zon,
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y
lus belangrijker. De essentiële stappen in de pp-
y
lus zijn
pp→ de+ν

of

ppe− → dν







dp→3 Heγ (43)en
3He 3He →4 He 2p, (44)of
3He 4He →7 Be γ. (45)In vergelijking (44) is de rea
tie 4p →4 He + 2e+ + 2ν reeds gerealiseerd. In vergelijking (45)wordt 7Be gevormd en dit leidt tot 4He via twee sequenties,

7Be e− →7 Li ν; 7Li p→ 2 4He, (46)of
7Be p→8 B γ; 8B →8 Be∗ e+ν; 8Be∗ → 2 4He. (47)De pp-
y
lus heeft dezelfde energieopbrengst als de CNO-
y
lus. Om de rea
tiesnelheden te

Figuur 8: CNO en pp-
y
lus voor het fusiepro
es van een ster. De pp-
y
lus is dominant in dezon (de CNO-
y
lus verzorgt sle
hts 1,6 % van de energie produ
tie in de zon). De CNO-
y
lusis belangrijk in massieve waterstof-brandende sterren met een hoge 
entrale temperatuur, zoalsSirius A.kunnen berekenen, zijn er twee vers
hillende soorten input nodig. Ten eerste, de temperatuur-verdeling van het inwendige van de zon dient bekend te zijn. Het originele werk gaat terug totEddington en verbeterde versies lijken betrouwbaar te zijn (astronomen zijn van mening dat



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 32de temperatuur in het inwendige van de zon ongeveer 16 miljoen K is). Ten tweede dienen dewerkzame doorsneden21 voor de genoemde rea
ties bekend te zijn voor temperaturen in de ordevan 16 miljoen K. Deze temperatuur 
orrespondeert met kinetis
he energieën van sle
hts enkelekeV, en de bijbehorende werkzame doorsneden zijn uitermate klein. De vergelijkingen tonen dater twee typen rea
ties een rol spelen: hadronis
he en zwakke rea
ties (alle rea
ties met neutrino'szijn zwak). De gemiddelde levensduur van het verval 8B →8 Be∗ e+ν is gemeten. De twee zwakkerea
ties in vergelijking (43) verlopen e
hter zo traag, dat ze niet in het laboratorium gemetenkunnen worden: ze worden berekend door gebruik te maken van de Hamiltoniaan voor de zwakkewisselwerking. Teneinde de werkzame doorsneden voor de hadronis
he rea
ties te vinden, wordende waarden die bij hogere energieën gemeten zijn, geëxtrapoleerd naar enkele keV. Experimenta-toren (zoals W.A. Fowler van Calte
h) en diverse theoreten zijn van mening dat hun s
hattingenstabiel zijn en dat zowel de stru
tuur van sterren als de kernfysis
he aspe
ten van de produ
tievan zonne-energie goed begrepen zijn.3.3 Nu
leosynthese in sterrenVers
hillende li
hte elementen zijn gevormd tijdens de Big Bang. Deze zogenaamde primordialeprodu
tie is niet mogelijk voor zware elementen, omdat neutron- of protonvangst van 4He niettot stabiele kernen leidt en vanwege het trage verloop van andere rea
ties. Neutronvangst bij-voorbeeld, leidt tot 5He, hetgeen instabiel is en weer dire
t vervalt naar 4He. Ook de vangst van
α-deeltjes via 4He4He →8 Be, vormt alleen het instabiele 8Be, dat weer onmiddellijk opbreektin twee alfa deeltjes. Als de temperatuur van het universum gedaald is tot ongeveer 3 × 108 K,ongeveer een half uur na haar geboorte, stopt nu
leosynthese, omdat Coulomb repulsie verderekernrea
ties verhindert. De abondanties van de diverse elementen gevormd in de Big Bang zijnnu ingevroren, zodat de abondanties van de li
hte elementen d, 3He, 4He en 7Li, zoals die tegen-woordig worden waargenomen, nog steeds de toestand van een universum van een half uur oudre�e
teren.Li
hte kernen kunnen ook in sterren geprodu
eerd worden. In het geval van 4He verklaart ditprodu
tiepro
es e
hter sle
hts ongeveer 10 % van de waargenomen abondantie van dit element.Deuterium kan al helemaal niet in signi�
ante hoeveelheden in sterren geprodu
eerd worden,omdat het bij dergelijke hoge di
htheden dire
t in zware elementen ge
onverteerd wordt. Deze
onversie beperkt de huidige baryondi
htheid in het universum tot minder dan ongeveer 5×10−28kg/m3. De produ
tie van lithium in sterren wordt positief beïnvloed door neutrino intera
tiesmet 4He. Deze rea
ties produ
eren 3H, 3He, protonen en neutronen. Een van de su

essen vanhet standaard model is haar vermogen om de abondanties van de li
hte elementen te voorspellen,zelfs al vers
hillen die een fa
tor miljard van elkaar. E
hter, de gemeten abondanties van zwareelementen kan niet verklaard worden door Big Bang nu
leosynthese. Klaarblijkelijk werden dezware elementen in een later stadium geprodu
eerd, nadat stervorming reeds plaatsgevondenhad. Nu
leosynthese, de verklaring van de abondantie van de elementen, is dus onlosmakelijkverbonden met sterstru
tuur en sterevolutie.Druk en temperatuur in een ster zijn immens. In de zon bijvoorbeeld, is de druk in het 
entrum
2×1010 bar en de temperatuur 16×106 K. Atomen zijn onder deze omstandigheden bijna vollediggeïoniseerd, waardoor er een plasma van vrije elektronen en naakte atoomkernen ontstaat. Deinterne druk wordt in stand gehouden door kernrea
ties die voor de stralingsenergie van dester zorgen. Zolang deze rea
ties plaatsvinden, zullen gravitationele en interne druk elkaar inbalans houden en is de ster in een evenwi
htstoestand. Wat gebeurt er e
hter als de brandstof21De werkzame doorsnede is een maat voor de waars
hijnlijkheid dat een bepaalde wisselwerking tussen deeltjesplaatsvindt (bijvoorbeeld verstrooiing of een kernrea
tie). Deze waars
hijnlijkheid is vaak sterk afhankelijk vande energie van de deeltjes of de samenstelling van een target dat wordt bes
hoten. De werkzame doorsnede wordtaangeduid met σ en heeft de dimensie van oppervlakte.



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 33opgebruikt is? Wat gebeurt er met onze zon als alle waterstof opgebruikt is en de pp-
y
lusstopt? De ster zal dan onder gravitatie samentrekken, waardoor de 
entrale druk en temperatuurzullen toenemen. Bij hogere temperatuur zullen nieuwe kernrea
ties plaatsvinden en een nieuweevenwi
htstoestand wordt bereikt. Onder die omstandigheden zullen nieuwe elementen wordengevormd. Er zijn dus vers
hillende stadia van kernfusie en 
ontra
tie. In alle stadia zullen zwareelementen gegenereerd worden. Fig. 9 geeft de resultaten van de berekening van de samenstelling

Figuur 9: Resultaten van de berekening van de samenstelling van een ster met een massa van 15zonnemassa's. De abondanties van de diverse elementen worden gegeven als fun
tie van massa(in zonnemassa's).van een ster met een massa van 15 zonnemassa's. Deze ster bevindt zi
h aan het eind van dediverse stadia van verbranding. Een dergelijke ster zal dan de supernova-fase ondergaan, waarnazij zi
h tot een neutronenster zal ontwikkelen. Ook voor de berekening van de supernova-fasebestaan er nauwkeurige modellen. Figuur 10 toont de resultaten van een dergelijke berekening.
Figuur 10: Resultaat van een 
omputersimulatie van een supernova. De massaverdeling wordtgegeven als fun
tie van de tijd, voor de eerste 0,7 se
onde van het pro
es.De volgende belangrijke stap, na de vorming van 4He, is de produ
tie van 12C. Het 8Be, gevormdin de rea
tie 4He4He →8 Be, is instabiel. E
hter, indien de 4He di
htheid hoog genoeg is, kunnenmeetbare hoeveelheden 8Be aanwezig zijn in de evenwi
htsrea
tie

4He 4He ⇐⇒8 Be∗. (48)
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Figuur 11: Residu van koolstofverbranding in een exploderende ster. De 
irkels stellen zonne-stelsel abondanties voor, terwijl de berekende waarden door kruisen gerepresenteerd worden. Delijnen verbinden stabiele isotopen van een gegeven element. De aangenomen piektemperatuur is
2 × 109 K en de di
htheid is 108 kg/m3.Vangst van een alfa deeltje kan dan plaatsvinden,

4He 8Be∗ →12 C, (49)waardoor koolstof gevormd wordt. Deze vangst-rea
tie wordt versterkt, omdat de vorming van
12C voornamelijk verloopt via een resonantie met een aangeslagen toestand, 12C∗.De vorming van 16O vindt plaats via

4He 12C →16 O γ. (50)Bovenstaande sequentie kan herhaald worden voor zwaardere elementen, terwijl proton- en neu-tronvangst de elementen kunnen vormen die tussen de alfa-a
htige nu
leïden liggen. Fusierea
-ties, zoals koolstofverbranding, zijn van vitaal belang om rekens
hap te kunnen geven van deabondantie van elementen in het gebied 20 ≤ A ≤ 32. De rea
ties,
12C 12C → 20Ne α

→ 23Na p

→ 23Mg n (51)vereisen een temperatuur hoger dan ongeveer 109 K. Dergelijke temperaturen komen sle
hts voorin enkele zeer massieve sterren en men denkt dat koolstofverbranding voornamelijk plaatsvindt inmassieve, zogenaamde exploderende sterren. Men neemt aan dat de temperatuur in exploderende



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 35sterren ongeveer 2 × 109 K is. Figuur 11 laat zien dat de abondantie van de geprodu
eerdeelementen goed overeenkomt met de resultaten van stermodellen. Op dezelfde manier kan zuur-stofverbranding,
16O 16O → 28Si α

→ 31P p

→ 31S n (52)rekens
hap geven van de abondantie van elementen met 32 ≤ A ≤ 42, maar vereist een tempe-ratuur van ongeveer 3, 6 × 109 K. Verbranding van sili
ium draagt bij tot de verklaring van devorming van veel elementen tot Ni.Een nieuw aspe
t komt aan de orde als de vorming van ijzer bereikt wordt. De bindingsenergieper nu
leon heeft een maximum in de buurt van de Fe-groep. Voor atoomgetallen groter dan datvan ijzer, neemt de bindingsenergie per nu
leon af. Om die reden kan de Fe-groep niet dienstdoen als brandstof en de verbranding stopt als ijzer gevormd is. Dit verklaart ook waarom deelementen in de buurt van Fe meer abondant zijn dan andere. Elementen zwaarder dan ijzer zijnwaars
hijnlijk gevormd door neutron- en protonvangst rea
ties. Deze pro
essen vinden plaatszolang de ster brandt of wanneer explosies protonen en neutronen produ
eren. Op het momentdat de kernrea
ties die de energie van de ster leveren stoppen, stopt ook de produ
tie van zwareelementen.3.4 Standaard zonnemodelHet standaard zonnemodel (standard solar model - SSM) is een van de meest 
omplete en su
-
esvolle theorieën van de moderne sterrenkunde. We zullen de basisgeda
hten a
hter dit modelen de 
onsequenties ervan kort bespreken. Het SSM is gebaseerd op vier aannamen:
• De zon is sferis
h symmetris
h.
• De zon is in hydrostatis
h evenwi
ht.
• Energie wordt overgebra
ht door straling en 
onve
tie alsook door neutrino's.
• Fusie van waterstof tot helium is de energiebron.De 
entripetale versnelling op de equator van de zon is a = v2/R ≈ 5 × 10−3 m/s2 en datis verwaarloosbaar ten opzi
hte van haar gravitatie van g = GM/R2 ≈ 274 m/s2. Sferis
hesymmetrie is dus een goede aanname en we mogen toestandvariabelen, zoals temperatuur endruk, s
hrijven als fun
tie van de afstand tot het 
entrum van de zon, bijvoorbeeld T (r) en

P (r). Indien de lokale 
ompositie (voornamelijk waterstof en helium) bekend is, dan geven dezetwee grootheden ook de di
htheid. Als we aannemen dat de gasdruk22 dominant is over destralingsdruk dan kunnen we deze laatste verwaarlozen. Er geldt Pgas = ρkT
µ en Pstraling = 4σT 4

3c ,met ρ de di
htheid, µ de deeltjesmassa (3, 345×10−27 kg voor waterstofmole
ulen), σ de Stefan-Boltzmann 
onstante en c de li
htsnelheid. Diep in de zon bedraagt de di
htheid ρ ∼ 104 kg/m3en temperatuur T ∼ 107 K en onder deze 
ondities vinden we Pgas ∼ 1, 4 × 1015 N/m2 en
Pstraling ∼ 2, 5 × 1012 N/m2. We zien dat de stralingsdruk inderdaad verwaarloosbaar is23.22We vinden de uitdrukking voor de gasdruk uit de ideale gaswet, PV = NkT , met P de gasdruk, V het volume,
N het aantal mole
ulen, k de 
onstante van Boltzmann en T de temperatuur. Omdat de deeltjesdi
htheid, N

V
= ρ

µ
,met ρ de massadi
htheid, µ het mole
ulaire massa (µ = 2mp voor waterstofmole
ulen, H2) en mp de massa vanhet proton, kunnen we de gasdruk ook s
hrijven als P = ρkT

µ
.23Voor massieve sterren met hogere temperatuur kan stralingsdruk wel een belangrijke rol spelen.



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 36
druk


gravitatie


Figuur 12: In de zon is er evenwi
ht tussen gravitatie en de gasdruk ten gevolge van de energieopgewekt door kernfusie. Re
hts: op een s
hil met oppervlakte A en dikte h is er hydrostatis
hevenwi
ht tussen de kra
hten.We stellen ons voor dat de zon is opgebouwd uit sferis
he s
hillen. Op de bodem van een volumeelement werkt een kra
ht ter grootte Fbodem = P (r)A, terwijl op de top een kra
ht werkt tergrootte Ftop = −(P + ∆P )A. Het minteken geeft aan dat deze kra
ht naar het 
entrum van dezon wijst. Verder werkt er nog de gravitatie op de massa van het volume element. Het gewi
htis gelijk aan Fgravitatie = −∆mg, met ∆m de massa van het element en g de lokale gravitatieversnelling. We vinden Fgravitatie = −ρAhg. De lokale gravitatie wordt gegeven door g = GMI
r2 ,waarbij MI de totale massa binnen de bol is die begrensd wordt door de sferis
he s
hil. Dezekra
hten zijn in hydrostatis
h evenwi
ht, P (r)A− (P + ∆P )A− ρAhGMI

r2 = 0, en er geldt vooreen dunne sferis
he s
hil (met ∆P → dP en ∆r = h→ dr)
P − (P + dP ) − GMIρdr

r2
= 0 → dP

dr
= −GMIρ

r2
= −GMIPµ

kTr2
. (53)Als randvoorwaarde hebben we dat de druk nul moet zijn aan de rand van de ster, waar ρ ∼ 0.De massa binnen de bol bedraagt MI en de sferis
he s
hil levert een bijdrage

dMI = 4πr2ρdr =
4πr2Pµ

kT
dr → dMI

dr
=

4πr2Pµ

kT
. (54)Hier geldt de randvoorwaarde dat MI = 0 als r = 0. Verder geldt dat MI = M⊙ als r = R⊙, destraal van de ster.In de evenwi
htstoestand is de energie binnen het volume element, tussen r en r + dr 
onstant.De stralings�ux door het buitenoppervlak is dan gelijk aan de som van de �ux door het binnenoppervlak en het vermogen dat binnen de sferis
he s
hil wordt gegenereerd. Dit geeft

L+ dL = L+ 4πr2ǫρdr → dL

dr
= 4πr2ǫρ =

4πr2Pµǫ

kT
, (55)met L de luminositeit ofwel de �ux van uitgestraalde energie per tijdseenheid, en ǫ de fun
tievan intrinsieke energie generatie (in W/kg). Bij een hogere temperatuur zal er meer energie inde ster worden gegenereerd. Als randvoorwaarden gebruiken we L = 0 en r = 0, terwijl voor

r = R⊙ we de luminositeit L = L⊙ van de zon dienen te vinden.Tenslotte stellen we een vergelijking op voor de temperatuurverdeling van de zon. Hiertoebes
houwen we de intensiteit (J/(m2s)) door een sferis
he s
hil. Straling passeert deze s
hil,
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hil kan worden gegenereerd. Als de gemiddeldeintensiteit van de straling binnen de s
hil gelijk is aan I, dan is de energie die geabsorbeerdwordt per tijdseenheid voor straling die de s
hil passeert gelijk aan −Iκρdr, met κ de opa
iteitgede�nieerd als κ = ζ
ρ , met ζ de lineaire absorptie 
oë�
iënt. De geabsorbeerde intensiteitbedraagt dI = −ζIdr = −κρIdr. De intensiteit van de straling die de s
hil passeert is gere-lateerd aan de lokale luminositeit volgens I = L

4πr2 . Vanwege de relatie tussen energie (E) enimpuls (p voor straling geldt E = pc), kunnen we de impulsverandering per tijdseenheid van destraling tussen binnen- en buitenoppervlak s
hrijven als
dp = −Iκρ

c
dr = − Lκρ

4πr2c
dr. (56)De impulsverandering in een se
tie met eenheidsoppervlak vertegenwoordigt een kra
htvers
hilper eenheid van oppervlakte, of stralingsdruk tussen binnen- en buitenoppervlak van het element.Er geldt

dPstraling

dr
= − Lκρ

4πr2c
. (57)Omdat de stralingsdruk gegeven wordt door Pstraling = 4σT 4

3c , kunnen we dit di�erentiëren naar
r en in bovenstaande vergelijking invullen. We vinden dan

dPstraling

dr
=

16σT 3

3c

dT

dr
→ dT

dr
= − 3Lκρ

64πσT 3r2
. (58)Voor de temperatuur nemen we als randvoorwaarde T = Toppervlak als r = R⊙. Dat is de
onventionele temperatuur van een ster, die men kan waarnemen; het is de temperatuur van defotosfeer, de zi
htbare buitenkant van de ster.

Figuur 13: Resultaten van het standaard model voor de zon. Boven: temperatuur en di
ht-heidsverdeling; onder: massafra
ties van diverse elementen.Bovenstaande di�erentiaalvergelijkigen kunnen iteratief worden opgelost en Fig. 13 geeft deberekende temperatuur en di
htheidsverdeling in de zon. We zien dat in het 
entrum van de zoneen temperatuur van 16 miljoen graden wordt bereikt.



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 38We kunnen een gevoel krijgen voor het verband tussen massa (M), grootte (R) en de druk (PC)in het binnenste van de ster. Hiervoor gebruiken we vergelijking (53) om bij grove benadering dedruk in de ster (in één stap met dr → R en MI →M) te s
hrijven als dP
dr = −GMIρ

r2 → PC ≈
GMρC

R . We benaderen de massa met M ≈ 4
3πR

3ρC . Combineren levert PC ≈ 3GM2

4πR4 . Op dezelfdewijze vinden we dat de 
entrale temperatuur s
haalt als TC ∼ M
R .Als we sterren met globaal dezelfde massa M bes
houwen, dan geldt M ∼ ρCR

3 = constant.Omdat dus geldt dat R ∼ ρ
− 1

3
C , vinden we de toestandsvergelijking voor de 
entrale druk

PC ∼ ρ
4
3
C . (59)Dit is de toestandsvergelijking voor een ster waarbij de druk pre
ies in balans is met de gravi-tatie. Toestandsvergelijking van de vorm P ∼ ργ worden polytropis
he toestandsvergelijkingengenoemd. Als de polytropis
he index γ groter is dan 4/3 dan neemt de druk sneller toe bij
ompressie en stoot de ster terug, de ster is stabiel. Toestandsvergelijkingen met γ < 4/3 zijnniet stabiel.3.5 Witte dwergen, supernovae en neutronensterrenIn het voorgaande hebben we diverse verbrandingspro
essen die zi
h in sterren afspelen bes
hreven.In deze fusierea
ties worden elementen geprodu
eerd en tegelijkertijd wordt meer en meer kern-brandstof opgebruikt. Wat gebeurt er wanneer er geen brandstof meer is? Volgens de gangbaretheorieën kan een ster op vier manieren aan zijn einde komen: het kan een zwart gat, een wittedwerg, of een neutronenster worden, of het kan volledig fragmenteren. Haar uiteindelijke lotwordt bepaald door de beginmassa van de ster. Als deze massa minder is dan ongeveer vier zon-nemassa's, dan zal de ster een witte dwerg worden. Als deze massa e
hter groter is dan ongeveervier zonnemassa's, kan een supernova ontstaan die resulteert in een neutronenster, een zwartgat of in volledige fragmentatie. Zwarte gaten trekken zi
h oneindig lang samen en benaderen,maar zullen dit nooit bereiken, een straal van ongeveer 3 km en een di
htheid van meer dan

1019 kg/m3. Neutronensterren hebben een straal van ongeveer 10 km en een 
entrale di
htheiddie groter is dan die van kernmaterie, ongeveer 1017 kg/m3. In het volgende bespreken we devorming en eigens
happen van neutronensterren.Stel dat het fusiepro
es ten einde loopt en de ster begint te 
ontraheren onder zijn eigen gravitatie.Volgens het Pauliprin
ipe dient een systeem dat Ne elektronen bevat spinparen te vormen metimpulsen die minstens ∆pminimum vers
hillen. Dit betekent dat in drie dimensies de grootsteimpuls in elke ri
hting minstens de waarde N 1
3
e ∆pminimum dient te hebben. Merk op dat in dezebespreking we ons niet druk maken over fa
toren 2 of π, et
. De minimum impuls kunnen wevinden uit Heisenbergs onzekerheidsrelatie en is geasso
ieerd met de maximale onzekerheid inde plaats van het deeltje, hetgeen de grootte (2R) van de ster is. We vinden hiermee voor deminimum impuls in de x-ri
hting ∆pminimum x = h

2R , met h de 
onstante van Plan
k. We kunnennu het e�e
t van het Pauliprin
ipe in rekening brengen door te vermenigvuldigen met N 1
3
e envinden de minimum waarde die de grootste impuls in de x-ri
hting dient te hebben. De drieri
htingen 
ombineren om een kinetis
he energie te leveren van

< K >gemiddeld= 3

(

N
1
3
e ∆pminimum x

)2

2me
= N

2
3
e

3h2

8meR2
(60)waarbij we de klassieke relatie tussen kinetis
he energie en impuls gebruikt hebben (K = p2

2m).Deze random kinetis
he energie leidt dire
t tot de gasdruk via relatie PV = NkT waarbij we de
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he energie kT vervangen door kT = 2
3 < K >gemiddeld. We vinden dan

PFermi =
2

3

N

V
< K >gemiddeld=

h2N
5
3
e

4meV R2
. (61)Vervolgens gebruiken we de benadering die een relatie geeft tussen druk, massa en grootte vaneen ster P = 3GM2

4πR4 en stellen dit gelijk aan de Fermi gasdruk PFermi. Verder geldt dat M =
Neµ ≈ 2mpNe en V = 4

3πR
3. We vinden

R = N
2
3
e

h2

8GmpmeM
, (62)en als we hiervoor de massa van de zon gebruiken (M = M⊙) vinden we een straal R = 107 m.Dat is een straal in de orde van de straal van de aarde. Een exa
te berekening geeft als uitkomstdat een witte dwerg met een massa van 1 zonnemassa een straal heeft die ongeveer 90 % is vande straal van de aarde.We kunnen voor een witte dwerg de toestandsvergelijking a�eiden door op te merken dat R ∼ V

1
3en we zien dat de Fermi gasdruk alleen afhangt van de verhouding Ne/V , het aantal elektronenper volume eenheid. Deze elektronendi
htheid is evenredig met de massadi
htheid ρ = µNe/Ven we vinden hiermee de Fermi toestandsvergelijking

PFermi = βρ
5
3 , (63)waarbij de 
onstante β afhangt van h, me en mp. De polytropis
he index γ = 5

3 en dat betekentdat een niet-relativistis
h ontaard Fermigas stabiel is onder kleine verstoringen24.Een ster die gedragen wordt door elektron ontaarding wordt een witte dwerg genoemd. Ook deprotonen in het plasma van de ster zijn onderhevig aan de onzekerheidsrelatie en het Pauliprin
ipe.Derhalve vormen de protonen ook een ontaard gas en leveren ze een bijdrage tot de gasdruk van dester. Omdat de kinetis
he energie gegeven wordt door 1
2mv

2 = p2

2m leveren protonen bij dezelfdewaarde van impuls een beduidend kleinere bijdrage tot de kinetis
he energie en daarmee de gas-druk (het s
haalt omgekeerd evenredig met de massa). Witte dwergen worden waargenomendoor sterrenkundigen en komen relatief veel voor: typis
h 1 op de 10 sterren is een witte dwerg.Als een ster massief is, dan worden de elektronen in een klein volume gedwongen door de gra-vitatiekra
ht. Hierdoor wordt hun typis
he snelheid groot, in de orde van de li
htsnelheid. Omte begrijpen wat er dan fysis
h gebeurt, dienen we een relativistis
h ontaard elektronengas tebes
houwen. We nemen hierbij aan dat de elektronen een gas vormen van ultra-relativistis
hevrije fermionen, die zi
h in een volume V bevinden. Alle bes
hikbare toestanden zijn bezet totde Fermi energie EF . Dit ontaarde elektronengas levert de druk die in evenwi
ht is met degravitationele aantrekking. Voor ultra-relativistis
he deeltjes wordt het verband tussen energieen impuls gegeven door E = |~p|c. Analoog aan vergelijking (61) wordt de druk voor een ontaardrelativistis
h elektrongas gegeven door
P =

hcN
4
3
e

3RV
. (64)Als we dit weer gelijkstellen aan 3GM2

4πR4 en het volume vervangen door 4
3πR

3 krijgen we
hcN

4
3
e

4πR4
=

3GM2

4πR4
. (65)24Met ontaarde materie bedoelen we materie waarbij de di
htheid dermate groot is dat de belangrijkste bijdragetot de druk komt van het Pauliprin
ipe. Compressie van ontaarde materie dwingt deeltjes over te gaan naarquantumtoestanden met hogere energie.



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 40In bovenstaande vergelijking gebeurt er iets verrassends, want de straal van de ster valt uit devergelijking. Wat we overhouden is een uitdrukking voor de massa. Klaarblijkelijk heeft eenrelativistis
he witte dwerg een unieke massa. Deze massa noemen we de Chandrasekhar massa25en deze wordt gegeven door
MCh =

(
hc

3G

)3
2
(

1

µ

)2

=

(
1

3
3
2

m3
Pl

m2
p

)

≈ 1, 4M⊙. (66)We hebben we in vergelijking (65) de relatie M = Neµ gebruikt, en in de laatste stap hebbenwe µ = mp genomen. Verder is mPl de zogenaamde Plan
k massa, die wordt gegeven door
mPl =

(
hc
G

) 1
2 = 5, 5 × 10−8 kg.

Figuur 14: Relatie tussen straal en massa voor een witte dwerg voor een (niet-)relativistis
helektrongas. In de limiet van een ultra-relativistis
h elektrongas wordt de Chandrasekhar limietbereikt.Uit vergelijking (64) kunnen we de toestandsvergelijking van een ultra-relativistis
he witte dwergvinden. Omdat R ∼ V
1
3 zien we dat

P = βρ
4
3 (67)Zoals we besproken hebben in vergelijking (59) is een index γ = 4

3 sle
hts marginaal stabielvoor gravitationele ineenstorting. Elke kleine 
orre
tie op de eigens
happen van een ultra-relativistis
he witte dwerg kan instabiliteit tot gevolg hebben.Men neemt aan dat neutronensterren zi
h ontwikkelen uit de gravitationele samenstorting vansterren die massiever zijn dan ongeveer a
ht zonnemassa's. Tegen het einde van de diverse stadiavan kernverbranding heeft de temperatuur een waarde van ongeveer 8 × 109 K bereikt in een
entrale, voornamelijk uit ijzer bestaande, kern ter grootte van ongeveer 1,5 zonnemassa. Hetelement 56Fe heeft de meest stabiele kern bij lage temperatuur en druk. Bij de druk, di
htheiden temperatuur van de 
entrale kern zullen de atomen volledig geïoniseerd zijn, waarbij de vrije25Subrahmanyan Chandrasekhar (1910 - 1995) heeft deze limiet afgeleid, die bepaalt of een instortende stereen witte dwerg wordt of een exotis
her obje
t: neutronenster of zwart gat. Ook quarksterren bestaande uitquarkmaterie (met name s-quarks) behoren tot de theoretis
he mogelijkheden.



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 41elektronen een ontaard gas vormen. Het gedrag van deze elektronen bepaalt de verdere evolutievan de ster.De ultra-relativistis
he witte dwerg is niet stabiel voor gravitationele ineenstorting. De sterkernverliest elektronen vanwege elektronvangst26 door het ijzer, waarbij neutrino's worden uitgezon-den. Als elektronen niet langer weerstand kunnen bieden aan de massa van de kern, stort dester in. De gravitationele energie die hierbij vrijkomt wordt in warmte en kinetis
he energieomgezet. Kernen gaan hierbij over tot een gas van nu
leonen en de di
htheid van de kern van dester neemt toe tot waarden die ongeveer twee keer zo groot zijn als die van kernmaterie. Op ditpunt aangekomen, stopt de 
ompressie omdat het nu
leongas nu de druk levert die nodig is omverdere ineenstorting te voorkomen. In het geval van niet al te grote massieve sterren, stuitertde kern wat op en neer als de 
ompressie stopt, waardoor uitgaande drukgolven ontstaan dieresulteren in een s
hokgolf. Deze s
hokgolf zal de mantel van de ster doen s
heuren waardoorer een explosie volgt. Op deze wijze wordt een type II supernova geboren. De energie van deineengestorte kern, ongeveer 3 × 1046 J, wordt in een tijdspanne van ongeveer 10 s uitgezondenin de vorm van neutrino's, waarbij er een neutronenster resteert. De neutrino's van SN1987azijn op aarde waargenomen door het Superkamiokande en IMB experiment, waarbij de energie-en tijdverdeling van deze neutrino's gemeten is.Neutrino emissie is een e�
iënt koelpro
es voor de resterende neutronenster. De ster koelt al forsbinnen een paar se
onden en heeft na een paar dagen een interne temperatuur van ongeveer 1010K bereikt. Deze interne temperatuur blijft zeker boven de 109 K gedurende de eerste duizendjaar, met neutrino emissie als het belangrijkste koelpro
es. Daarna wordt foton-emissie het do-minante koelpro
es en bereikt de neutronenster een temperatuur van ongeveer 108 K. Fig. 15toont een doorsnede van een typis
he neutronenster. Hierbij zijn de volgende vragen relevant:Hoe heeft de ster deze eindtoestand bereikt? Waarom stort de ster niet volledig in? Veel vakge-bieden zijn betrokken bij een formulering van antwoorden op deze vragen: relativiteitstheorie,quantumme
hani
a, kern- en deeltjesfysi
a en vastestof fysi
a. In het volgende bespreken we eenaantal subatomaire fysi
a aspe
ten.We bes
houwen als eerste de di
htheid en samenstelling van de ster. Voor een gegeven massavan de neutronenster, kunnen we de straal en di
htheidsverdeling uitrekenen27. Voor een stermet een straal van 10 km is de 
entrale di
htheid ongeveer 1017 − 1018 kg/m3. De di
htheidneemt toe van nul, aan de top van de `atmosfeer', tot een waarde die groter is dan die vankernmaterie in het 
entrum. Uit de di
htheid kunnen we de samenstelling op een gegeven dieptea�eiden. De buitenste laag bestaat voornamelijk uit 56Fe, het eindresultaat van het pro
es vankernverbranding. De di
htheid neemt toe als we in de ri
hting van het 
entrum van de stergaan en de Fermi energie wordt dusdanig groot, dat elektronvangst kan optreden, net zoals dathet geval was bij het ontstaan van een neutronenster in de pre-supernova fase. Bij deze hogeretemperatuur worden meer neutronen-rijke isotopen gevormd. Elektronvangst blijft toenemen enbij een di
htheid van ongeveer 4 × 1014 kg/m3 zullen kernen met 82 neutronen, zoals 118Kr, hetmeest stabiel zijn. Merk op dat gewoon krypton op aarde een atoomgetal A = 84 heeft. Demeest stabiele nu
leïden bij dergelijke hoge drukken zijn dus zeer neutronen-rijk. Onder normaletoestanden zouden dergelijke kernen dire
t vervallen door elektron-emissie. E
hter bij drukkendie heersen in een neutronenster, zijn alle bes
hikbare toestanden reeds door elektronen bezet enverbiedt het Pauliprin
ipe een dergelijk beta-verval.Het buitenste neutron van 118Kr is nauwelijks gebonden. Als de di
htheid groter wordt dan 4×
1014 kg/m3, beginnen de neutronen uit de kernen te lekken en ontstaat er een ontaarde vloeistof.26Elektronvangst is de rea
tie p + e− → n + νe. Hierdoor worden protonen omgezet in neutronen, terwijl dester neutrino's uitzendt.27G. Baym en C. Pethi
k, Ann. Rev. Nu
l. S
i. 25, 27 (1975); S. Tsuruta, Comm. Astrophys. 11, 151 (1986).
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Figuur 15: Doorsnede van een typis
he neutronenster. De hadronis
he kern kan quarkmaterieof een pion-
ondensaat bevatten.Als de druk verder toeneemt, zullen de kernen in deze zogenaamde `neutron drip line' meer enmeer neutronen-rijk worden en in grootte groeien. Bij een di
htheid van ongeveer 2.5 × 1017kg/m3, beginnen de kernen elkaar te raken en gaan ze in elkaar over om een 
ontinue vloeistofvan neutronen, protonen en elektronen te vormen. Neutronen zijn hierbij in de meerderheid ende fra
tie protonen wordt geraamd op ongeveer 4 % van alle materie. De neutronen kunnen nietvervallen in protonen, omdat de energie van het vrijkomende elektron kleiner zou zijn dan deFermi energie van het elektrongas. Het verval is derhalve verboden door het Pauliprin
ipe.Als de energie nog groter wordt, is het energetis
h mogelijk om via elektronvangst meer massieveelementaire deeltjes te vormen, zoals bijvoorbeeld
e−n→ ν Σ−, (68)waarbij dergelijke deeltjes weer stabiel zijn vanwege het Pauliprin
ipe. Fig. 16 toont resultatenvan een berekening28 van de samenstelling van een neutronenster als fun
tie van de di
htheid.Als we onze aanda
ht nog een keer ri
hten op de druk in een neutronenster, dan hebben wereeds gezien dat het ontaarde elektronengas bij relatief lage drukken, de tegendruk levert dieineenstorting van de ster voorkomt. Bij hogere drukken wordt volledige ineenstorting voorkomendoor een 
ombinatie van twee e�e
ten, de afstotende kra
ht in de nu
leon-nu
leon intera
tie ende energie ontaardheid van de neutronen. Fig. 16 toont dat neutronen domineren bij de hoogstedrukken. Ze vormen een ontaard Fermigas en we kunnen de argumenten die geleid hebben totvergelijking (749) herhalen voor het niet-relativistis
he geval. We vervangen in vergelijking (749)28M.A. Ruderman, S
i. Amer. 224, 24 (februari 1971).
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Figuur 16: Aantal materiedeeltjes als fun
tie van de di
htheid. Het `neutron drip regime',waarbij neutronen uit kernen lekken, begint bij 4 × 1014 kg/m3. Bij een di
htheid van ongeveer
2, 5 × 1017 kg/m3 beginnen de kernen op te lossen. Bij hogere di
htheden kunnen muonen envreemde deeltjes ontstaan.
me door mn en stellen µ = mp (dus vermenigvuldigen met een fa
tor 2). Dit betekent dat destraal van een neutronenster ongeveer 600 keer kleiner is dan die van een witte dwerg, of welongeveer 17 km. We vinden dan weer dat de druk toeneemt met afnemend volume totdat het,samen met de afstotende kra
ht tussen nu
leonen op korte afstand (de zogenaamde harde-pitrepulsie van de nu
leon-nu
leon (NN) kra
ht), in evenwi
ht is met de gravitationele aantrekking.Het bestaan van neutronensterren is reeds in de jaren dertig van de vorige eeuw voorspeld. Hunontdekking kwam onverwa
ht in 1967 toen een nieuwe klasse hemelli
hamen werd waargenomen.Deze obje
ten zijn puntvormig, staan buiten ons zonnestelsel en zenden periodieke radiogolvenuit. Ze werden pulsars genoemd en op dit moment zijn er meer dan 1000 bekend. Hun periodevarieert van ongeveer 1,5 ms tot 4 s. In 1968 suggereerde Gold29 dat een pulsar een neutronensteris. De periode van de pulsar wordt geasso
ieerd met de rotatiefrequentie van de neutronenster.De frequentie neemt geleidelijk af vanwege het verlies aan rotatie-energie. Dit energieverliesis aanzienlijk, zo is het verlies van rotatie-energie van de Krabpulsar ongeveer even groot alsde totale energie uitgezonden door deze nevel. De neutronenster is dus de energiebron van deenorme Krabnevel.Men heeft pulsars niet alleen waargenomen als radiosterren, maar ook is periodieke emissie vanli
ht gemeten. De perioden, de vertragingssnelheden, en de plotselinge veranderingen van deperioden zijn zorgvuldig bestudeerd. Hiermee zijn diverse eigens
happen van neutronensterrenvastgesteld en weten we meer van het gedrag van kernmaterie bij di
htheden groter dan 1018kg/m3.29T. Gold, Nature 218, 731 (1968).



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 443.6 Neutrino astronomieEr is één deeltje dat kan ontsnappen uit het inwendige van een di
hte ster: het neutrino. Neutrinoastronomie, alhoewel uitermate ingewikkeld, maakt het mogelijk om in het inwendige van sterren,bijvoorbeeld de zon, te kijken. De eigens
happen die het neutrino uniek maken, kunnen als volgtworden samengevat:1. De absorptie van neutrino's en antineutrino's in materie is klein. De werkzame doorsnedevoor absorptie kan ges
hreven worden als
σ (cm2) = 2, 3 × 10−44 pe

mec2
Ee

mec2
, (69)met pe en Ee de impuls en energie van het elektron in de eindtoestand in de rea
tie νN →

eN ′. We vinden dat de gemiddelde vrije weglengte van een 1 MeV neutrino in waterongeveer 1019 m is. Dit is vele malen groter dan de lineaire afmetingen van sterren, die inhet algemeen kleiner zijn dan 1011 m.2. Men kan neutrino's en antineutrino's onders
heiden door vers
hillen in wisselwerkingen metwater. De luminositeit van neutrino's op aarde wordt gedomineerd door de zon, omdat diezo di
htbij staat. We geloven e
hter dat de primaire gala
tis
he bronnen van neutrino'ssupernovae en hun restanten zijn. In het koelpro
es van supernovae worden neutrino enantineutrino paren van alle �avors30 uitgezonden via rea
ties met neutrale stromen31, zoals
e+e− → νν. Verder worden elektron neutrino's en antineutrino's gegenereerd door kernre-a
ties met geladen stromen, zoals e−p→ nνe.Figuur 17 toont dat de neutrino's van SN1987a zijn waargenomen. In het volgende zullen wede zonneneutrino's nader bes
houwen. We hebben in se
tie 3.2 gezien dat vier rea
ties van de

pp-
y
lus neutrino's produ
eren. Fig. 18 geeft de voorspelling van het SSM voor deze neutrino's.Bah
all en Davis hebben erop gewezen dat het mogelijk zou moeten zijn het bestaan van de ppfusierea
ties in de zon te bewijzen, door zonneneutrino's te dete
teren met behulp van de rea
tie
νe

37Cl → e− 37Ar. (70)Elektron neutrino's, maar niet de antineutrino's, met een energie van meer dan 0,814 MeV kunnenworden ingevangen door 37Cl. Dit resulteert in 37Ar en een elektron. Hoewel de werkzamedoorsnede voor dit pro
es klein is, is het zeer wel mogelijk om een dergelijk experiment uit tevoeren. De redenen hiervoor zijn als volgt samen te vatten:1. De neutrino�ux van de zon is zeer groot, in de orde van 1015 neutrino's/m2-s, op hetaardoppervlak. Uit Fig. 18 volgt dan een �ux van energetis
he neutrino's van ongeveer
6 × 1010 neutrino's/m2-s.2. Men kan de dete
toren zeer groot maken. Op dit moment worden dete
toren ontworpenter grootte van 1 kubieke kilometer. I
e
ube is het vervolg van het Amanda experimentop Antar
ti
a, terwijl KM3Net het vervolg wordt van het Antares experiment in de Mid-dellandse zee. De beide dete
toren zijn weergegeven in �guur 19.3. Het 37Ar kan in uiterst kleine hoeveelheden worden waargenomen, omdat het radioa
tiefis. Het vervalt door elektronvangst,

e− 37Ar → νe
37Cl, (71)30In de natuur komen er drie soorten neutrino's voor: elektron neutrino νe, muon neutrino νµ en tau neutrino

ντ .31In de zwakke wisselwerking worden Z bosonen of W bosonen uitgewisseld. Omdat het Z boson ongeladen is,spreekt men van neutrale stromen. De W bosonen zijn geladen.



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 45

tijd
 (s)


En
er

gi
e


 (

M

eV

)




Figuur 17: Tijd- en energieverdeling van neutrino's waargenomen met het Kamiokande en hetIMB experiment.met een halfwaardetijd van 35 dagen. Het elektron wordt gewoonlijk gevangen uit de K-s
hil en laat daar een gat a
hter. De energie die vrijkomt als een ander elektron van hogergelegen s
hillen het gat opvult, wordt uitgezonden als een X-foton of het wordt gebruiktom een elektron uit een hoger gelegen s
hil te emitteren (men noemt het dan een Augerelektron). Het Auger elektron heeft een goed-gede�nieerde energie van 2,8 keV en kanrelatief eenvoudig worden waargenomen.4. Argon is een edelgas. We kunnen het daarom relatief eenvoudig s
heiden van het 
hloorom het vervolgens in een klein volume te 
on
entreren.Het experiment van Davis et al. maakte gebruik van een tank met 390.000 liter C2Cl4 (tetra-
hloorethyleen, een s
hoonmaakvloeistof). De tank werd 1,5 km ondergronds geplaatst in deHomestake goudmijn in Lead, Zuid Dakota. De 1,5 km rots boven het experiment diende alsafs
herming om de kosmis
he straling te redu
eren. De abondantie van de 
ru
iale isotoop 37Clis 25 %. Een neutrino intera
tie met dit 
hlooratoom produ
eert 37Ar. Het radioa
tieve argonwerd over een periode van 2 maanden verzameld en dan verwijderd door helium door de tank testromen. Het argon werd van het helium ges
heiden door absorptie op een gekoelde koolstofval.Vervolgens werd het in een volume van 0,5 
m3 geteld met een proportionele teller. Het resultaatwordt uitgedrukt in zogenaamde solar neutrino units, uitgesproken als `snew', waarbij 1 SNU= 10−36 gebeurtenissen/s 
hloor atoom. De verwa
hting was dat Davis et al. ongeveer 8 SNUzouden moeten meten. Het experiment bepaalde 2, 4 ± 0, 3 SNU. Dit resultaat werd bevestigddoor een experiment in de Kamiokande mijn, waarbij een fra
tie van 0, 46 ± 0.21 werd gemetenvan de voorspelling door het standaard zonnemodel.Lange tijd heeft men gezo
ht naar verklaringen voor de puzzel van de zonneneutrino's. Deoplossing is onlangs gevonden en heeft te maken met de transformatie van elektron neutrino's
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Figuur 18: Energieverdeling van het SSM voor rea
ties van de pp-
y
lus waarbij zogenaamdezonneneutrino's worden geprodu
eerd.naar muon (en tau) neutrino's in het inwendige van de zon. Als de neutrinomassa niet gelijk isaan nul, dan kan een dergelijke transformatie plaatsvinden. In het inwendige van de zon wordteen dergelijke 
onversie geholpen door de aanwezigheid van elektronen. Door de geladen-stromenintera
tie krijgen de neutrino's e�e
tief een verandering in hun massa en deze verandering maaktde transformatie in muon neutrino's mogelijk. Dergelijke veranderingen staan bekend als neutrinoos
illaties en zijn onlangs ontdekt. De neutrale-stroom intera
tie draagt niet tot een dergelijkeversterking bij, omdat de resulterende werkzame doorsnede van lage-energie neutrino's niet vande neutrinosoort afhangt.3.7 Neutrino os
illatiesWe beperken de dis
ussie tot twee �avors, het elektron neutrino νe en het muon neutrino νµ.De �avor eigentoestanden, νe en νµ, zijn e
hter geen massa eigentoestanden, ν1 en ν2, maar zijnhieraan gerelateerd door een zogenaamde menghoek θ,
(
νe

νµ

)

=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
ν1

ν2

)

. (72)We nemen aan dat we een bundel νe's geprodu
eerd hebben met een pre
ieze impuls, waarbijalle deeltjes in de x-ri
hting bewegen en de bron zi
h op x = 0 bevindt. We vragen ons af watde waars
hijnlijkheid is om een νe te dete
teren op positie x 6= 0?Neem aan dat we op tijdstip t = 0 een zuivere νe toestand hebben. Omdat ν1 en ν2 massaeigentoestanden zijn, en omdat de bundel bestaat uit eigentoestanden van impuls, vertelt derelatie
E2

i = p2c2 +m2
i c

4 voor i = 1, 2 (73)
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Antares -
 KM3NET


Figuur 19: Boven: s
hematis
he voorstelling van het I
e
ube experiment op Antarti
a. Bene-den: weergave van het Antares experiment in de Middellandse zee.ons, dat dit ook eigentoestanden van energie zijn. De tijdevolutie wordt daarom gegeven door
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ν1(t) = ν1e

−iE1t/~,

ν2(t) = ν2e
−iE2t/~. (74)Vervolgens gebruiken we de gegeven relatie tussen νe en νi en vinden dat de gol�un
tie op t = 0ges
hreven kan worden als

ψ(0) = νe = cos θ · ν1 + sin θ · ν2. (75)We gebruiken de tijdafhankelijkheid van de νi en kunnen de volledige oplossing van de S
hrödin-gervergelijking met als begintoestand ψ(0) = νe s
hrijven als
ψ(t) = cos θ · ν1(t) + sin θ · ν2(t) = cos θ · e−iE1t/~ · ν1 + sin θ · e−iE2t/~ · ν2. (76)De waars
hijnlijkheid om een νe te dete
teren is het kwadraat van de proje
tie van ψ(t) opde �avoreigentoestand νe. We maken gebruik van de orthonormaliteitsrelaties voor de massaeigentoestanden,

ν†i · νj = δij (77)en berekenen de proje
tie als
ν†e · ψ(t) =

(

cos θ · ν†1 + sin θ · ν†2
)

·
(

cos θ · e−iE1t/~ · ν1 + sin θ · e−iE2t/~ · ν2

)

= cos2 θ · e−iE1t/~ + sin2 θ · e−iE2t/~. (78)Als we het kwadraat nemen van bovenstaande uidrukking vinden we
P (νe) = | cos2 θ · e−iE1t/~ + sin2 θ · e−iE2t/~|2

= cos4 θ + sin4 θ + 2cos2 θ sin2 θ cos [(E1 − E2)t/~]. (79)We zien dat de periode van os
illatie gegeven wordt door
T =

2π~

E1 − E2
. (80)Als we aannemen dat de neutrino's ultra-relativistis
h zijn, dus E ≈ pc≫ mc2, dan geldt

Ei =
√

p2c2 +m2
i c

4 ≈ pc+
m2

i c
3

2p
+ . . . (81)Als we dit invullen vinden we

T =
2π~

E1 − E2
≈ 4π~p

m2
1c

3 −m2
2c

3
≈ 4π~E

(m1c2)2 − (m2c2)2
. (82)Omdat de neutrino's ultra-relativistis
h bewegen, bewegen ze zi
h met praktis
h de li
htsnelheid.De afgelegde weg bedraagt dus x = c · t. We zien dat de �avor os
illatie in de tijd, zi
h vertaaltin een os
illatie van de neutrino �avor als fun
tie van de afstand tot de bron. De afstand die
orrespondeert met een os
illatieperiode wordt de os
illatielengte, Losc, genoemd. We vindenhiermee de relatie

Losc = c · T =
4π~cE

(m1c2)2 − (m2c2)2
=

4πE~c

∆m2c4
, (83)
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1 −m2

2|. Als we de juiste 
onversiefa
toren gebruiken vinden we
Losc =

4π · (1, 6 × 10−13 J/MeV) · (3 × 108 m/s) · (1, 054 × 10−45 Js) ·E
(1, 6 × 10−19 J/eV)2 · ∆m2

= 2, 483m · eV2 · MeV−1 · E

∆m2

≈ 2, 5 km
E (GeV)

∆m2 (eV)2
. (84)Er zijn diverse experimenten uitgevoerd om neutrino os
illaties te observeren. Hierbij werdenneutrino's van zowel de zon, als kernrea
toren alsook de neutrino's geprodu
eerd in atmosferis
heshowers van kosmis
he straling gebruikt. Fig. 20 toont de gebieden in de neutrino parameter-ruimte opgespannen door ∆m2 en menghoek θ die worden uitgesloten of die waarvoor er eenvoorkeur bestaat. De huidige 
onsensus is dat neutrino os
illaties zijn waargenomen met eensigni�
antie van ongeveer 5 σ.3.8 Kosmis
he stralingOp dit moment worden we gebombardeerd door energetis
he deeltjes uit de kosmos. Gemiddeldis de �ux ongeveer 150 geladen deeltjes per vierkante meter en per se
onde (voor een groot deelmuonen met een energie van ongeveer 2 GeV). Kosmis
he straling werd ontdekt door de Lim-burgse geestelijke Theodore Wulf in het begin van de twintigste eeuw. Theodore Wulf fabri
eerdeuiterst nauwkeurige elektrometers. Hij nam e
hter waar dat hoe goed hij een elektrometer ookisoleerde, na verloop van tijd de aangebra
hte lading geneutraliseerd werd. De gangbare the-orie, geformuleerd door Ernest Rutherford, was dat dit veroorzaakt werd door de straling vanradioa
tieve elementen in de aardbodem. Theodore Wulf tra
htte deze bijdrage te elimineren,door zijn elektrometers te plaatsen op het hoogste gebouw ter wereld, op dat moment de 324m hoge Ei�eltoren in Parijs. Metingen toonden aan dat het ontladen van de elektrometers metdezelfde snelheid doorging. Hierop nam Vi
tor Hess in 1912 enkele elektrometers, vervaardigddoor Theodore Wulf, mee in ballonvlu
hten. Het was duidelijk dat voor hoogten groter dan 1 kmde ontlading toenam en zelfs verdubbelde bij 4 km. Dit was het moment van de ontdekking vankosmis
he straling. Sinds die tijd is de samenstelling, het energiespe
trum en de ruimtelijke entijdverdeling van deze straling uitvoerig bestudeerd. Kosmis
he straling vormt een belangrijke
omponent van ons sterrenstelsel: haar energiedi
htheid, ongeveer 1 eV/
m3, is van dezelfde ordevan grootte als de energiedi
htheid van het gala
tis
h magnetis
h veld en de thermis
he bewegingvan het gas.Kosmis
he straling is bestudeerd op vers
hillende hoogten, met ballonnen, raketten en satellietenin de atmosfeer, maar ook in mijnen diep ondergronds. De straling die op de aardatmosfeer invaltbestaat uit kernen, elektronen, positronen, fotonen en neutrino's. Het is gebruikelijk om alleende geladen deeltjes kosmis
he straling te noemen. Zo wordt X-ray en γ-ray astronomie bedreven.Het lot van een kosmis
h proton, dat met een hoge energie op de aardatmosfeer invalt, wordtges
hetst in �guur 21. Het proton gaat een intera
tie aan met een stikstof- of zuurstofkern endat heeft een reeks van gebeurtenissen tot gevolg. In eerste instantie wordt een groot aantalhadronen geprodu
eerd, waarbij pionen domineren. Er kunnen e
hter ook antinu
leonen, kaonenen hyperonen geprodu
eerd worden. Deze hadronen zullen op hun beurt weer wisselwerkenmet de stikstof- en zuurstofkernen in de atmosfeer, terwijl de onstabiele deeltjes ook via dezwakke wisselwerking kunnen vervallen. Merk op dat hierbij de verhouding van elektron totmuon (anti)neutrino's 1:2 is. De vervalprodu
ten bestaan bijvoorbeeld uit elektronen, muonen,neutrino's en fotonen. De fotonen kunnen aanleiding geven tot paarprodu
tie van deeltjes. De
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Figuur 20: Gebieden in de neutrino parameterruimte opgespannen door ∆m2 en menghoek θdie worden uitgesloten of die waarvoor er een voorkeur voor de waarden van deze parametersbestaat.muonen zijn instabiel, maar kunnen veelal vanwege tijddilatatie to
h het aardoppervlak bereiken.Samenvattend, kan een hoog-energetis
h proton een `
as
ade shower' initiëren, waarbij een grootaantal deeltjes, verspreid over een oppervlak van vele vierkante kilometers, het aardoppervlakkan bereiken. In tegenstelling tot een proton, zal een hoog-energis
h foton meestal sle
hts eenklein aantal muonen produ
eren. In het volgende zullen we ons 
on
entreren op de primaire
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Figuur 21: Een invallend hoog-energetis
h proton raakt de top van de aardatmosfeer en pro-du
eert een zogenaamde `
as
ade shower'.kosmis
he straling en de 
ompositie van de `shower' niet verder bespreken.De samenstelling van de nu
leaire 
omponent van de primaire kosmis
he straling wordt getoondin �guur 22. De �guur toont ook de zogenaamde universele distributie van elementen zoalswaargenomen in de zonneatmosfeer en in meteorieten. De data tonen een aantal opvallendefeiten:1. De elementen Li, Be en B zijn ongeveer 105 keer meer abondant in kosmis
he straling danuniverseel waargenomen.2. De verhouding 3He/4He is ongeveer 300 keer groter in kosmis
he straling.3. Zeer zware kernen komen vaker in kosmis
he straling voor.4. Er zijn geen antihadronen aangetro�en in de primaire kosmis
he straling.5. Elektronen zijn ongeveer 1 % keer zo abondant als kernen in hetzelfde energie interval;positronen vormen ongeveer 10 % van de elektron 
omponent.De eerste twee feiten kunnen worden verklaard door aan te nemen dat de kosmis
he stralingenkele g/
m2 moeten passeren tussen de bron en de top van de aardatmosfeer. In een dergelijkehoeveelheid materie produ
eren kernrea
ties de geobserveerde verdeling. Omdat de interstellairedi
htheid ongeveer 10−22 kg/m3 is, zijn de kosmis
he stralen ongeveer 106 − 107 jaar onderweggeweest. Het energiespe
trum, dat is het aantal primaire deeltjes als fun
tie van de energie, isgemeten over een enorm gebied. Voor de nu
leaire 
omponent wordt dit getoond in Fig. 23,waarbij de meetgegevens zi
h uitstrekken over 14 de
aden in energie en 32 de
aden in intensiteit.De energie van het meest energetis
he deeltje is 4 × 1021 eV of ongeveer 60 J.
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Atoomgetal
Figuur 22: Samenstelling van de nu
leaire 
omponent van de primaire kosmis
he straling. Destippellijn toont de universele referentieverdeling.Het is duidelijk dat het energiespe
trum geen thermis
he verdeling heeft: het is niet exponentieel,maar valt minder steil af. Een redelijke �t aan de meetgegevens, afgezien van de laagste energieën,geeft
I(E) ∼ E−2,7, (85)met I(E) de intensiteit van de nu
leaire 
omponent met energie E. Er is een `knie' bij ongeveer

1015 eV, die men niet goed kan zien in Fig. 23, maar die zi
htbaar gemaakt kan worden door hetspe
trum te normeren op de �t. Het resultaat wordt getoond in Fig. 24. Men denkt dat de `knie'veroorzaakt wordt door propagatie e�e
ten of door een nieuw me
hanisme van versnellen vangeladen kosmis
he deeltjes. Boven ongeveer 1018 eV, waar het spe
trum enigszins vlak wordt,neemt men aan dat de bijbehorende deeltjes van buiten ons sterrenstelsel afkomstig zijn (extra-gala
tis
he straling), omdat het gala
tis
h magneetveld onvoldoende is om dergelijke deeltjes opte sluiten. Het spe
trum van elektronen lijkt voor energieën boven de 1 GeV op dat van �guur23, maar is steiler boven de 100 GeV vanwege elektromagnetis
he intera
ties gedurende de vlu
htvan deze deeltjes. Hierdoor biedt het elektronspe
trum een mogelijkheid om propagatiemodellennauwkeurig te testen.Er zijn nog twee fa
toren van belang in de dis
ussie van de energiespe
tra van kosmis
he straling.De eerste is de isotropie van de straling, de tweede de 
onstantheid in de tijd. Metingen gevenaan dat de �ux van kosmis
he straling isotroop is voor energieën kleiner dan 1015 eV. Er zijnaanwijzingen dat de �ux uit het 
entrum van ons melkwegstelsel ongeveer 1 % groter is dan
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Figuur 23: Energiespe
trum van de nu
leaire 
omponent van de primaire kosmis
he straling.gemiddeld. De tijdafhankelijkheid van de intensiteit over langere perioden is bestudeerd doorte kijken naar de abondantie van nu
leïden in maangesteente en meteorieten. Hieruit kan mena�eiden dat de intensiteit van kosmis
he straling 
onstant is geweest over een periode van 1miljard jaar.De hierboven bes
hreven experimentele aanwijzingen impli
eren dat de bron van kosmis
he stra-ling de volgende eigens
happen dient te bezitten: hij dient deeltjes met energieën tot bijna 1022eV te produ
eren met een spe
trum zoals gegeven door vergelijking (85). De totale energie ge-produ
eerd in ons melkwegstelsel dient ongeveer 1042 J/jaar te zijn; de straling dient isostroopen 
onstant te zijn over minstens 109 jaar. Het primaire spe
trum dient zware elementen tebevatten tot ongeveer Z = 100, maar met minder dan 1 % antihadronen.Er is nog geen model geformuleerd dat in staat is alle meetgegevens uniek en bevredigend tebes
hrijven. De drie belangrijkste openstaande vragen zijn (1) Waar komen de kosmis
he stralenvandaan? (2) Hoe worden de kosmis
he deeltjes geprodu
eerd? (3) Hoe worden ze versneld? Inhet volgende zullen we enkele opmerkingen hierover maken.
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Figuur 24: Energiespe
trum van hoog-energetis
he kosmis
he straling gemeten door vers
hil-lende groepen. Er is een `knie' zi
htbaar bij 106 GeV, terwijl er een `enkel' te zien is bij 1010GeV.1. We kunnen de eerste vraag nauwkeuriger formuleren door een s
hematis
he tekening temaken van een doorsnede door ons melkwegstelsel. Dit is weergegeven in �guur 25.Kosmis
he straling kan geprodu
eerd worden in de binnenste stralingsdis
us, in de gala
-
Galactisch
  halo


Binnenste

stralingsdiscus


Zon


Zichtbare

galactische

schijf
 Centrum
Figuur 25: S
hematis
he weergave van een doorsnede door ons melkwegstelsel.tis
he halo, of ze kunnen ons melkwegstelsel van buitenaf binnenvliegen. De meeste na-tuurkundigen zijn van mening dat kosmis
he straling met een energie < 1018 eV van onsmelkwegstelsel afkomstig is.



3 QUANTUMFYSISCHE VERSCHIJNSELEN IN HET UNIVERSUM 552. Men neemt aan dat supernovae en neutronensterren kosmis
he straling kunnen produ
eren.In ons melkwegstelsel komt een supernova gemiddeld eens in de 40 jaar voor, waarbij eensupernova tussen de 1043 en 1045,5 J aan energie produ
eert. Een re
ente extragala
tis
hesupernova werd in 1987 waargenomen, SN1987 genoemd, en deze supernova wordt uitvoe-rig bestudeerd. Studies van supernovae tonen aan dat deze de voor kosmis
he stralingbenodigde energie van 1042 J/jaar kunnen leveren. Het is e
hter moeilijk gebleken om metversnellingsmodellen gebaseerd op supernovas
hokgolven rekens
hap te geven van deeltjesmet energieën groter dan 1015 eV. Re
ente waarneming van kosmis
he straling van het bi-naire systeem Cygnus X-3 en Her
ules X-1 suggereren dat voor energieën boven de `knie',de meeste kosmis
he straling afkomstig is van pulsars of binaire systemen die bestaan uiteen neutronenster en een grote ster.3. Het is mogelijk dat bronnen kosmis
he straling uitzenden met een energiespe
trum, zoalsgegeven door vergelijking (85). Daarentegen, is het ook mogelijk dat de natuur dezelfdete
hniek gebruikt als we nu in versnellers toepassen: versnellen in stappen. Een me
ha-nisme voor deeltjesversnelling in de interstellaire ruimte, botsing van deeltjes met eenbewegend magnetis
h veld, werd voorgesteld door Fermi32. E
hter, in het algemeen is mende mening toegedaan dat de primaire bronnen van kosmis
he straling gevormd worden doorsupernovae explosies en hun restanten.

32E. Fermi, Phys. Rev. 75, 12 (1949).
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4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 574 Wiskunde I - Di�erentiaaltopologieIn een ruimte zijn een punt, s
alair en een ve
tor voorbeelden van topologis
he obje
ten. Als des
alair of ve
tor kan variëren van punt tot punt, spreken we over een s
alairveld, respe
tievelijkeen ve
torveld. In. Fig. 26 geven we een voorbeeld van een s
alairveld en een ve
torveld opde aarde. Een tensor is een obje
t dat de begrippen getal, ve
tor, 1-vorm en matrix generali-

Figuur 26: Links: voorbeeld van een s
alairveld, het vers
hil tussen de temperatuurverdelinggemeten op aarde in 2008 ten opzi
hte van het gemiddelde van de jaren 1951 - 1980; re
hts:windverdeling aan het oppervlak van de aarde als voorbeeld van een ve
torveld.seert. Tensoren kunnen gezien worden als zelfstandige geometris
he grootheden, die los staanvan eventuele referentiesystemen. Het is onze doelstelling om alle fundamentele wetten van denatuur uit te drukken in dergelijke topologis
he of geometris
he obje
ten. Dat is de essentie vanhet relativiteitsprin
ipe: de fundamentele wetten van de natuurkunde zijn onafhankelijk van dekeuze van het referentiesysteem. Door gebruik te maken van tensoren verkrijgen we een dergelijkereferentiesysteem onafhankelijke bes
hrijving.In de relativiteitstheorie bes
houwen we tensorvelden in ruimtetijd. Allereerst bespreken wehoe ruimtetijd in kaart gebra
ht kan worden. We zullen aannemelijk maken dat ruimtetijd eendi�erentieerbare variëteit is. Vervolgens bespreken we de vers
hillende topologis
he obje
tendie in ruimtetijd betekenis hebben: s
alair veld, ve
tor, 1-vorm, tensoren. We zullen zien dathet mogelijk is om het begrip inprodu
t te de�niëren in ruimtetijd en voeren de zogenaamdemetris
he tensor in.4.1 PuntgebeurtenisWe voeren in deze paragraaf een 
entraal begrip van de algemene relativiteitstheorie in, namelijkhet begrip puntgebeurtenis33. Dit is een zogeheten primitief begrip, dit wil zeggen een begripdat wordt gede�nieerd in termen van andere begrippen. Wat dit betreft is het vergelijkbaar methet begrip `punt' uit de eu
lidis
he meetkunde. Primitieve begrippen worden niet gede�nieerd,omdat in hun de�nities weer andere begrippen optreden, die weer gede�nieerd zouden moetenworden, enz. Aan deze oneindige regressie wordt een einde gemaakt in de axiomatis
he methode.De daarin optredende axioma's zijn te bes
houwen als impli
iete de�nities van de in de theorievoorkomende primitieve begrippen. We volgen derhalve een axiomatis
he opbouw van de al-gemene relativiteitstheorie. Hier introdu
eren we het begrip puntgebeurtenis met voorbeelden.33In het Engels spreken van een event.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 58In de materiële werkelijkheid om ons heen vinden allerlei gebeurtenissen plaats: de zon gaatop, twee auto's botsen op elkaar, ... Dat zijn allemaal gebeurtenissen en karakteristiek voorgebeurtenissen is dat ze zi
h in een zeker gebied van de ruimte afspelen en dat ze in een zekertijdinterval gebeuren. Gebeurtenissen zijn vaak zeer 
omplex en we ontleden ze dan ook verder.Een gebeurtenis kan worden bes
houwd als te zijn opgebouwd uit zeer vele gebeurtenissen, die opeen kleiner gebied en een kleiner tijdinterval betrekking hebben. Het geïdealiseerde limietgevalvan een gebeurtenis, die op een oneindig klein gebied plaats heeft en oneindig kort duurt noemenwe een puntgebeurtenis. Een puntgebeurtenis is een gebeurtenis met een s
herp bepaalde plaatsen een s
herp bepaald tijdstip. Een voorbeeld van een puntgebeurtenis is de explosie van eenoneindig klein rotje met een oneindig kort durende knal. Een ander voorbeeld is de botsing vantwee massapunten, immers als de twee massapunten elkaar raken is er sprake van een s
herpbepaalde plaats en een s
herp bepaald tijdstip.Het begrip puntgebeurtenis houdt een extrapolatie van onze ervaring in, omdat er een eindigeondergrens is voor het s
heidend vermogen voor afstanden en tijdsduren. Ieder fysis
h pro
esis te bes
houwen als een 
olle
tie van puntgebeurtenissen. De verzameling van alle mogelijkepuntgebeurtenissen noemen we ruimtetijd. Ruimtetijd is niet sle
hts een verzameling, ruimtetijdheeft meer mathematis
he stru
tuur. Het fundamentele begrip in de di�erentiaalmeetkunde isdat van een di�erentieerbare ruimte (di�erentieerbare variëteit). We zullen tra
hten dit plausibelte maken en daarna postuleren dat ruimtetijd een di�erentieerbare variëteit is.4.2 Di�erentieerbare variëteitHet oppervlak van de aarde vormt een twee-dimensionaal gekromd oppervlak. Dit oppervlakkan worden ingebed in de drie-dimensionale eu
lidis
he wereld. Een belangwekkende vraag is

Figuur 27: Het aardoppervlak kan in kaart worden gebra
ht met een voldoend aantal elkaargedeeltelijk overlappende kaarten (n ≥ 2 kaarten).nu: kan men over dergelijke twee-dimensionale oppervlakken spreken zonder het hulpmiddel vande drie-dimensionale eu
lidis
he ruimte? In de algemene relativiteitstheorie is ruimtetijd een



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 59gekromde vier-dimensionale ruimte; deze willen we graag bes
hrijven zonder haar in te beddenin een hoger dimensionale eu
lidis
he ruimte. Het antwoord is bevestigend, zoals blijkt uit hetvolgende voorbeeld: in de geogra�e bes
hrijft men het aardoppervlak, een oppervlak dat ongelijkis aan de twee-dimensionale ruimte E
2, met behulp van een atlas, bestaande uit twee-dimensionalekaarten, waarbij de drie-dimensionale ruimte niet nodig is. Een kaart bes
hrijft een stukje vanhet aardoppervlak met behulp van een stukje R

2.Het gehele aardoppervlak (zie Fig. 27) kan in kaart worden gebra
ht met een voldoend aantalelkaar gedeeltelijk overlappende kaarten. Teneinde ook de polen 
orre
t te kunnen afbeelden zijner minstens 2 kaarten nodig. Voor het realiseren van een kaart zijn vers
hillende afbeeldingen f , g,
... mogelijk. Hier passen we 
ilinderproje
tie toe (de polen worden hierbij niet 
orre
t afgebeeld.Mer
atorproje
tie is een 
ilinderproje
tie, waarna een breedtegraad-afhankelijke s
haal
orre
tiewordt toegepast, hetgeen leidt tot hoekgelijkheid. Merk op dat wanneer we een klein gebied rondeen bepaald punt steeds verder uitvergroten, we de topologis
he stru
tuur van de eu
lidis
heruimte meer en meer benaderen.

S


Figuur 28: De omgeving U en V in S overlappen (het gear
eerde gebied). De bijbehorende
n−kaarten naar R

n, (U, f) en (V, g), geven twee vers
hillende afbeeldingen (en dus twee 
oör-dinatenstelsels) in het overlapgebied. De relatie tussen deze 
oördinaten karakteriseert de di�e-rentieerbaarheidsklasse van de variëteit.Wiskundig gebruiken we de volgende de�nities. Stel dat S een verzameling is. Een n-kaartvan een punt P van S is een paar (U, κ), waarbij U ⊂ S een deelverzameling is die P bevat,en κ een bije
tieve afbeelding κ : U 7−→ O ⊂ R
n met O een open deelverzameling van R

n.Een kaart (U, κ) voegt aan ieder punt P ∈ U ⊂ S 
oördinaten (x1, x2, ..., xn) toe gede�nieerddoor (x1, x2, ..., xn) ≡ κ(P) ∈ R
n. We noteren ook wel korter (xi) ≡ (x1, x2, ..., xn), waarbijstilzwijgend i = 1, 2, ..., n. De asso
iatie van punten met de waarden van hun parameters kanmen zien als een afbeelding van punten van een variëteit naar punten van de eu
lidis
he ruimtemet de juiste dimensie. Een variëteit lijkt lokaal op een eu
lidis
he ruimte: hij is `glad' en heefteen bepaald aantal dimensies.Via de afbeelding κ krijgt de oorspronkelijke deelverzameling U van S eveneens sommige van destru
turen die de open deelverzameling O ⊂ R

n heeft. Een kaart geeft een 
oördinatisering van
U ; een kaart wordt ook wel een 
oördinatenstelsel van U genoemd. De 
oördinatenlijnen in Oworden met κ−1 teruggebra
ht naar U . Een kaart moet een bije
tieve, bi
ontinue afbeelding zijn
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2. Een bije
tieve afbeelding κ heet bi
ontinu als κ en κ−1 
ontinuzijn. Een bi
ontinue bije
tie heet een homeomor�sme. We tonen alles nog eens in Fig. 29.

S


P


g


Figuur 29: Een vergroting van Fig. 28 toont hoe het overlappende gebied een afbeelding maaktvan R
n naar R

n, die gegeven wordt door f−1 gevolgd door g (dit wordt g ◦ f−1 genoemd).Een n-atlas op S is een 
olle
tie kaarten {(Uα, κα)} zo dat {Uα} een overdekking van S is, dit wilzeggen S = ∪αUα. Door een atlas wordt ieder punt van S minstens één keer in kaart gebra
ht.Door de atlas op verzameling S wordt het mogelijk analyse te bedrijven en kan men bijvoorbeeldover di�erentieerbaarheid gaan praten.

Figuur 30: Een kaart geeft een afbeelding van het aardoppervlak naar de 2D eu
lidis
he ruimte.Op de kaart lijkt de afstand tussen Montreal en Parijs op die tussen Bogota en Lagos.Samenvattend kunnen we het volgende zeggen. Het begin is een stru
tuurloze verzameling S.Deze wordt verdeeld in elkaar gedeeltelijk overlappende deelverzamelingen, en deze deelverza-melingen worden stuk voor stuk in kaart gebra
ht, met andere woorden deze deelverzamelingen
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oördinatiseerd. Als S helemaal is overdekt door zulke gebiedjes, en als de overgangentussen de vers
hillende 
oördinatenstelsels voldoende vaak di�erentieerbaar zijn, dan heet S eendi�erentieerbare variëteit. Het hebben van een kaart is een goede eerste stap in de bes
hrijvingvan het aardoppervlak. E
hter voor het berekenen van afstanden is er meer informatie nodig,want we dienen te weten hoe afstanden op de kaart overeenkomen met afstanden op het aard-oppervlak. Deze informatie wordt gegeven door de metriek. De di�erentieerbare variëteit dieruimtetijd bes
hrijft heeft deze extra stru
tuur. De metris
he tensor volgt uit de Einsteinverge-lijkingen en wordt bepaald door de energie-, massa- en impulsverdelingen, samengevat door deenergie-impuls tensor.4.3 Ruimtetijd van de ARTWe zullen nu plausibel proberen te maken dat ruimtetijd een di�erentieerbare variëteit is. Daar-toe wordt een geïdealiseerde waarnemer ingevoerd, dat is een waarnemer met verwaarloosbareafmetingen ten opzi
hte van de bes
houwde s
haal. Hierbij moet men denken aan een massapuntmet daarop een glad lopende klok. Deze klok hoeft voorlopig helemaal niet eenparig (uniform)te lopen, als hij maar niet stilstaat. Bij iedere puntgebeurtenis op de plaats van deze waarnemer(dus op de plaats van het massapunt) hoort nu een eenduidig bepaald tijdstip, namelijk de tijd
t die de klok aanwijst als de puntgebeurtenis P = P(t) plaatsvindt. Voor een zeker tijdinterval
I is er dus een bije
tie

γ : t ∈ I ⊂ R 7−→ γ(t) = P(t) ∈ S. (86)Dit is een kromme in S, de wereldlijn van de waarnemer. Er zijn talloze voorbeelden vanwereldlijnen te geven. Eén zo'n voorbeeld is de wereldlijn van een punttrein, dat is een treinmet verwaarloosbare afmetingen ten opzi
hte van de bes
houwde s
haal (zie Fig. 31). Hierin is
x de afstand van de punttrein tot het station O en t is de verlopen tijd sinds het vertrek uit
O. Li
htsignalen zijn van groot belang voor het bes
hrijven van de stru
tuur van ruimtetijd.

Figuur 31: Wereldlijn van een punttrein. De vertikale delen van de wereldlijn komen overeenmet gebeurtenissen waarbij de trein stilstaat.Bij li
htsignalen moet men denken aan golfpakketjes van radarsignalen, li
htpulsen of γ-quanta,waarvan de ruimtelijke afmetingen en de tijdsduur weer verwaarloosbaar zijn ten opzi
hte vande bes
houwde s
haal. Het is gebruikelijk do
h niet geheel juist dergelijke golfpakketjes 
olle
tiefmet de term foton aan te duiden. Het belang van fotonen met betrekking tot de stru
tuur vanruimtetijd is het gevolg van de empiris
h vastgestelde universaliteit van de voorplanting vanelektromagnetis
he golven in va
uüm, dat wil zeggen de voortplantingssnelheid in va
uüm isonafhankelijk van de bewegingstoestand van de bron en van de gol�engte, de intensiteit en depolarisatie van de elektromagnetis
he golven.
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houw nu een radarstation P , dat een puntgebeurtenis e waarneemt. Het radarstation isklein genoeg om dit met een wereldlijn in S te bes
hrijven. Bij de puntgebeurtenis e kan mendenken aan een vliegtuig waaraan op een zeker tijdstip en op een zekere plaats het radarsignaalwordt gere�e
teerd. De tijd tV van vertrek van het radarsignaal en de tijd tO van ontvangst vanhet gere�e
teerde radarsignaal worden door het radarstation P geregistreerd. In de newtonseme
hani
a wordt een puntgebeurtenis vastgelegd door vier 
oördinaten, (t, x, y, z) ∈ R
4. Daaromintrodu
eren we een tweede radarstation P ′, dat een andere wereldlijn bes
hrijft en tijden t′Ven t′O registreert voor dezelfde puntgebeurtenis e met de klok op P ′. Men veronderstelt nudat er een deelverzameling U van S bestaat, zodanig dat voor iedere puntgebeurtenis uit Ude vier reële getallen (tV , tO, t

′
V , t

′
O) een 
oördinatenstelsel vormen. De kaart (U, κ) met U ⊂

S en κ(e) = (tV , tO, t
′
V , t

′
O) heet een radar
oördinatenstelsel. Er is hier ondersteld dat eenradarstation door sle
hts één uitgaande en één terugkomende radarpuls met e verbonden is.Als het heelal gesloten is zou puntgebeurtenis e door meer dan twee radarsignalen met eenradarstation verbonden kunnen zijn. We beperken daarom in bovenstaande 
onstru
tie allewereldlijnen tot een deelverzameling V van S, zodat e en P , respe
tievelijk e en P ′ door sle
htstwee radarpulsen worden verbonden. Dit wordt s
hematis
h weergegeven in Fig. 32. Door nu

Figuur 32: Twee waarnemers brengen een gebeurtenis in kaart door er radarpulsen aan tere�e
teren. Radar
oördinaten van een puntgebeurtenis e worden gevormd door tijden van vertreken ontvangst van deze radarpulsen.ruimtetijd S lapjesgewijs helemaal in kaart te brengen op bovenstaande wijze komt men tot deuitspraak: ruimtetijd is een vierdimensionale di�erentieerbare variëteit.Er zijn naast genoemde manier nog andere manieren om ruimtetijd van 
oördinaten te voorzien.We noemen er twee.1. Breng in ruimtetijd een voldoend di
hte zwerm willekeurig bewegende deeltjes aan (mas-sapunten), en voorzie ieder van deze deeltjes van een klok die weer niet noodzakelijkerwijseenparig hoeft te lopen, als hij maar niet stilstaat. Kenmerk verder ieder deeltje door driereële getallen (x, y, z) om ze van elkaar te onders
heiden. Aan een puntgebeurtenis wordennu vier reële getallen toegevoegd, namelijk het drietal plaats
oördinaten (x, y, z) van hetmassapunt P waar de puntgebeurtenis e plaatsvindt en het tijdstip t dat de klok van Paanwijst op het moment dat de puntgebeurtenis e wordt waargenomen. We krijgen zo eenkaart e 7−→ (t, x, y, z). Het 
oördinatenstelsel wordt zo ge
onstrueerd dat voor naburigepuntgebeurtenissen bijbehorende (t, x, y, z) weinig vers
hillen.2. Neem vier waarnemers met ieder een lopende klok, die willekeurig bewegen. Laat dezewaarnemers de aankomsttijden tµ (µ = 0, 1, 2, 3) van een li
htsignaal registreren dat door



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 63een puntgebeurtenis e is uitgezonden. Men krijgt voor de puntgebeurtenis e dan vier
oördinaten (tµ).De belangrijkste begrippen met betrekking tot de stru
tuur van ruimtetijd zijn dus puntgebeurte-nis, massapunt, foton en klok.4.4 CoördinatentransformatiesAls we kijken naar Fig. 29, zien we dat om een punt P van de variëteit te labelen, we een systeemvan n 
oördinaten gebruiken, maar waarbij de keuze van de 
oördinaten arbitrair is. Het ideehiera
hter is dat niet de `labels', maar de punten zelf, en de topologis
he en geometris
he relatiesertussen van belang zijn. We mogen punten herlabelen door 
oördinatentransformaties uit tevoeren, xα → xα′ , uitgedrukt door n vergelijkingen
xα′

= xα′
(x0, x1, ..., xn−1) met α′ = 0, 1, 2, ..., n − 1, (87)waarbij we de nieuwe 
oördinaten geven als fun
tie van de oude 
oördinaten. Merk op datwe het a

ent aan de index hangen om de nieuwe 
oördinaten aan te geven. We kunnen een
oördinatentransformatie dus passief bes
houwen als het toekennen van nieuwe (gea

entueerde)
oördinaten (x0′ , x1′ , ..., x(n−1)′ ) aan een punt van de variëteit, waarvan de oude 
oördinatengegeven worden door (x0, x1, ..., xn−1).We zullen aannemen dat de fun
ties gegeven in vergelijking (87) eenwaardig, 
ontinu en di�e-rentieerbaar zijn over het valide bereik van hun argumenten. Door elke vergelijking in (87) tedi�erentiëren naar de oude 
oördinaten xβ , krijgen we de n × n partiële afgeleiden ∂xα′

/∂xβ.Deze kunnen we samennemen in de n× n transformatiematrix Λα′
β

Λα′
β =

∂xα′

∂xβ
=









∂x0′

∂x0
∂x0′

∂x1 ... ∂x0′

∂xn−1

∂x1′

∂x0
∂x1′

∂x1 ... ∂x1′

∂xn−1

... ... ... ...
∂x(n−1)′

∂x0
∂x(n−1)′

∂x1 ... ∂x(n−1)′

∂xn−1









, (88)zodat rijen worden gelabeld met een index in de teller van de partiële afgeleide en kolommendoor een index in de noemer. De elementen van de transformatiematrix zijn fun
ties van de
oördinaten, en daarom zijn de numerieke waarden van de matrixelementen in het algemeenvers
hillend als ze worden uitgerekend op vers
hillende punten P van de variëteit. De determi-nant van de transformatiematrix wordt de ja
obiaan van de transformatie genoemd en wordtaangeduid met
J = det

(

∂xα′

∂xβ

)

. (89)Het is duidelijk dat de numerieke waarde van J van punt tot punt in de variëteit verandert.Stel dat J 6= 0 voor een bepaald bereik van de 
oördinaten xβ, dan betekent dit dat we (inprin
ipe) vergelijkingen (87) kunnen oplossen naar de oude 
oördinaten xβ. We krijgen op dezewijze de inverse transformatievergelijkingen
xα = xα(x0′ , x1′ , ..., x(n−1)′ ) met α = 0, 1, ..., n − 1. (90)Op dezelfde manier als hierboven kunnen we de inverse transformatiematrix Λα

β′ = ∂xα/∂xβ′ ende Ja
obiaan van de inverse transformatie J ′ = det(∂xα/∂xβ′
) bepalen.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 64Als we de kettingregel gebruiken, dan kunnen we eenvoudig laten zien dat de inverse transfor-matiematrix de inverse is van de transformatiematrix, omdat
n−1∑

β=0

Λα′
βΛβ

γ′ =

n−1∑

β=0

∂xα′

∂xβ

∂xβ

∂xγ′ =
∂xα′

∂xγ′ = δα
γ =

{
1 als α = γ,
0 als α 6= γ,

} (91)waar we de Krone
ker delta δα
γ gebruiken, alsmede het feit dat

∂xα′

∂xγ′ =
∂xα

∂xγ
= 0 als α 6= γ, (92)omdat de 
oördinaten in zowel het gea

entueerde als in het niet-gea

entueerde systeem on-afhankelijk zijn. Omdat de twee transformatiematri
es elkaars inverse zijn, volgt J ′ = 1/J .We bes
houwen twee naburige punten P en Q in de variëteit, met respe
tievelijk 
oördinaten xαen xα + dxα. In het nieuwe systeem wordt de in�nitesimale 
oördinatenafstand tussen P en Qgegeven door de totale di�erentiaal

dxα′
=
∂xα′

∂x0
dx0 +

∂xα′

∂x1
dx1 + ...+

∂xα′

∂xn−1
dxn−1, (93)waar we bedoelen dat de partiële afgeleiden aan de re
hterzijde van de vergelijking wordenuitgerekend op punt P. We kunnen dit e
onomis
her s
hrijven als

dxα′
=

n−1∑

β=0

∂xα′

∂xβ
dxβ =

∂xα′

∂xβ
|Pdxβ, (94)waar we in de laatste stap de sommatie
onventie van Einstein hebben ingevoerd. Dit betekent datals er in de uitdrukking dezelfde index boven als beneden voorkomt, we automatis
h sommerenover alle waarden die die index kan aannemen.4.5 Geometris
he obje
tenIn het bovenstaande hebben we gepostuleerd dat ruimtetijd een di�erentieerbare variëteit is. Webespreken nu de vers
hillende topologis
he obje
ten die in ruimtetijd betekenis hebben: s
alairveld, ve
tor, 1-vorm, tensoren. Merk op dat de metris
he tensor en het 
on
ept inprodu
t paslater aan de orde komen.4.5.1 PuntgebeurtenisHet begrip puntgebeurtenis hebben we reeds eerder besproken. Ruimtetijd is de verzameling vanalle mogelijke puntgebeurtenissen.4.5.2 CurveHet is gebruikelijk om bij een 
urve te denken aan een reeks verbonden punten in ruimtetijd.Dit noemen we een pad en we reserveren het woord 
urve voor een geparametriseerd pad. Wede�niëren een 
urve als een afbeelding van een interval van de reële lijn naar een pad in ruimtetijd.Dit betekent dat een 
urve een pad is, waarbij met elke puntgebeurtenis een reëel getal geas-so
ieerd is. Dit getal noemen we de parameter. Een 
urve P(λ) is te identi�
eren als eenverzameling puntgebeurtenissen die gerelateerd zijn via een parameter λ. Elke puntgebeurtenisheeft 
oördinaten die uitgedrukt kunnen worden als een fun
tie van λ. Er geldt

Curve : {x0 = f(λ), x1 = g(λ), x2 = h(λ), x3 = k(λ), a ≤ λ ≤ b}. (95)



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 65Als we de parameter vervangen (maar niet de puntgebeurtenissen) door λ′ = λ′(λ), vinden we
{x0 = f ′(λ′), x1 = g′(λ′), x2 = h′(λ′), x3 = k′(λ′), a′ ≤ λ′ ≤ b′}, (96)waarbij f ′, g′, h′ en k′ nieuwe fun
ties zijn en waar geldt a′ = λ′(a) en b′ = λ′(b). Wiskundignoemen we dit een nieuwe 
urve, terwijl de afbeelding (het pad dat in ruimtetijd gevolgd wordt)hetzelfde blijft. Een oneindig aantal krommen kunnen dus hetzelfde pad hebben.Voor de parameter wordt typis
h de tijd op de klok van een meereizende waarnemer gebruikt.Als een metriek ontbreekt kunnen we e
hter niet spreken over lengte langs een 
urve.4.5.3 S
alairveldWe bes
houwen alleen di�erentieerbare variëteiten en dat zijn ruimten die 
ontinu en di�erentieer-baar zijn. Dit betekent dat we op elk punt van de variëteit een s
alairveld Φ kunnen de�niërenen dat deze fun
tie overal kan worden gedi�erentieerd. Stel we hebben een gladde fun
tie Φ

Figuur 33: Gra�s
he voorstelling van een di�erentieerbare variëteit S. Binnen een lokaal gebiedkan een kaart met gladde (reële getallen) 
oördinaten (x, y) de punten in de variëteit labelen.Om de hele variëteit te bestrijken dienen we vers
hillende kaarten samen te `lijmen'.gede�nieerd op S, denk bijvoorbeeld aan de temperatuur op het aardoppervlak. In modernewiskundige taal is Φ dan een gladde afbeelding van S naar de ruimte van reële getallen R, omdat
Φ aan ieder punt van S een reëel getal toekent, dit wil zeggen Φ maakt een afbeelding van S naarde reële getallen. Een dergelijke fun
tie wordt vaak een s
alairveld op S genoemd. Binnen eenbepaald lokaal gebied heeft Φ een 
oördinatenvergelijking Φ = f(x, y) op de bijbehorende kaart.De gladheid van het s
alairveld Φ komt dan tot uitdrukking in de di�erentieerbaarheid van defun
tie f(x, y). Het zal de lezer opgevallen zijn dat onders
heid wordt gemaakt tussen Φ en f .De reden is dat Φ gede�nieerd is op het oppervlak, maar uitgedrukt kan worden in vers
hillende
oördinatensystemen. De wiskundige uitdrukking voor f(x, y) kan vers
hillen voor vers
hillendekaarten, terwijl de grootheid Φ op elk spe
i�ek punt van het oppervlak bestreken door dezekaarten niet verandert. Voor een andere kaart in Fig. 33 geldt bijvoorbeeld Φ = F (X,Y ). Alsde kaarten overlappen geldt f(x, y) = F (X,Y ). De spe
i�eke uitdrukking voor F , in termenvan X en Y , zal in het algemeen vers
hillen van de uitdrukking voor f in termen van x en
y. In het algemeen is X een ge
ompli
eerde fun
tie van x en y in het overlap gebied, en datgeldt ook voor Y . Met deze fun
ties dienen we rekening te houden als we van f naar F gaan.Dergelijke fun
ties, die de 
oördinaten van één systeem bes
hrijven in termen van die van hetandere systeem,

X = X(x, y) en Y = Y (x, y), (97)



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 66en hun inverse
x = x(X,Y ) en y = y(X,Y ), (98)noemen we overgangsfun
ties.Teneinde het bovenstaande 
on
reet te maken, stelt U zi
h de volgende situatie voor. Eenwaarnemer die we voorzien van het label O besluit om de temperatuur van een bepaald gebiedjevan het aardoppervlak in kaart te brengen. Hiertoe maakt hij een kaart van het gebied engebruikt hij 
oördinaten x en y. Een bepaald punt P van het aardoppervlak komt overeen meteen bepaald punt (x, y) op zijn kaart. Een tweede waarnemer (die we labelen met O′) komtop hetzelfde idee. Hij maakt ook een kaart, e
hter met volledig andere 
oördinaten (x′, y′).Na verloop van tijd besluiten beide waarnemers om hun analyse te vergelijken en leggen ze dekaarten naast elkaar. Het blijkt mogelijk om een wiskundige transformatie34 te vinden tussenplaatsve
toren x = (x, y) op de kaart van waarnemer O en x′ = (x′, y′) van O′. Stel dat detransformatie 
orrespondeert met de volgende set lineaire vergelijkingen,

x′ = 5x− 2y
y′ = 3x+ 2y

→
(
x′

y′

)

=

(
∂x′
∂x

∂x′
∂y

∂y′

∂x
∂y′

∂y

)(
x
y

)

=

(
5 −2
3 2

)(
x
y

)

→ x′ = Ax.(99)Deze vergelijkingen de�niëren een lineaire transformatie35 (of lineaire afbeelding) van een punt
(x, y) naar een 
orresponderend beeld (x′, y′). In matrixvorm mogen we dit s
hrijven als x′ = Ax,en indien de afbeelding bije
tief (een-op-een afbeelding) is, geldt detA 6= 0. Er is altijd sprake vaneen alias-alibi aspe
t bij dergelijke transformaties: als (x′, y′) wordt bes
houwd als het de�niërenvan nieuwe 
oördinaten (een nieuwe naam) voor (x, y), dan hebben we te maken met het aliasaspe
t; als (x′, y′) bes
houwd wordt als een nieuwe positie (plaats) voor (x, y), dan komt hetalibi aspe
t te voors
hijn. In tensorrekening zijn we in het algemeen meer geïnteresseerd in hetalias aspe
t. We noemen de twee 
oördinatenstelsels gerelateerd door x′ = Ax respe
tievelijkhet systeem O′ en O. Stel dat het punt P van de variëteit in het systeem O gegeven wordt doorde 
oördinaten (x, y) = (0,−1). Met vergelijking (99) vinden we voor het punt (x, y) = (0,−1)het beeldpunt (x′, y′) = (2,−2) in systeem O′. Het origineel in O en het beeldpunt in O′ hebbenvers
hillende 
oördinaten, maar stellen hetzelfde punt P in de variëteit voor.Stel dat waarnemer O de temperatuur T in zijn 
oördinatenstelsel kan bes
hrijven met uit-drukking T : T (x, y) = 30 + 8x − y (dit is een s
alairveld T dat vers
hillende waarden kanaannemen op vers
hillende punten). Op punt (x, y) = (0,−1) wordt de temperatuur dan gegevendoor T = 30+8×0−(−1) = 31◦C. Om de 
orresponderende uitdrukking voor de andere waarne-mer, die in 
oördinatenstelsel O′, te vinden, dienen we eerst de inverse transformatie gegevendoor vergelijking (99) af te leiden. Hiertoe inverteren we de bijbehorende matrix en vinden

A =

(
5 −2
3 +2

)

→ A−1 =
1

16

(
2 2

−3 5

)

. (100)Er geldt dan x = 1
16 (2x′+2y′) en y = 1

16 (−3x′+5y′) en we krijgen een andere uitdrukking voor detemperatuur. We vinden T : T (x′, y′) = 30+ 8
16 (2x′+2y′)− 1

16(−3x′+5y′) = 30+ 19
16x

′+ 11
16y

′. Alswe nu weer naar de temperatuur op hetzelfde punt (beeldpunt (x′, y′) = (2,−2)) kijken, vindenwe weer T (x′, y′) = T (2,−2) = 30 + 19×2
16 + 11×(−2)

16 = 30 + 2, 375 − 1, 375 = 31◦C, zoals hethoort, want de temperatuur is een s
alairveld dat zi
h niets aantrekt van het 
oördinatenstelseldat we kiezen. Beide waarnemers zijn het eens: in de variëteit (het stukje aardoppervlak waarde kaarten overlappen in dit geval) is de temperatuur op punt P gelijk aan 31◦C.34Voor tensorrekening is basiskennis van transformatietheorie onontbeerlijk. Dit voorbeeld is een eerste kennis-making.35De transformaties die een rol spelen in de ART zijn over het algemeen niet lineair.
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torveldHet begrip ve
tor is ontstaan in de fysi
a en wel door begrippen als snelheid en versnelling. Dezeobje
ten hebben een grootte en een ri
hting en ze kunnen worden opgeteld en met een reëel getalvermenigvuldigd. Veel verwarring komt voort uit het feit dat de naam `ve
tor' refereert naartwee vers
hillende 
on
epten: enerzijds een zuiver numeriek obje
t (een rij of kolom getallen) enanderzijds een obje
t met geometris
he of topologis
he eigens
happen. In deze laatste betekenisis de ve
tor onafhankelijk van het referentiesysteem en heeft daarom geen unieke de
ompositie innumerieke elementen. We benadrukken het om een ve
tor (of meer algemeen een tensor) te zienals een `geometris
h obje
t', iets dat men zi
h kan voorstellen zonder te moeten refereren naareen spe
i�ek referentiesysteem. Fig. 34 geeft een voorstelling van een ve
torveld, bijvoorbeeld

Figuur 34: Gra�s
he voorstelling van een ve
torveld als een `verdeling van pijltjes over devariëteit' getekend op S. De ve
toren zijn gebonden aan hun plaats.de horizontale windsnelheid op het oppervlak van de aarde.Een topologis
he ve
tor is een obje
t ~V dat leeft in een bepaalde ruimte, in ons voorbeeld vanhet aardoppervlak is dat een niet-eu
lidis
he twee-dimensionale ruimte met 
onstante positievekromming36. De ve
tor heeft een bepaalde betekenis in die ruimte en stelt in ons voorbeeld dehorizontale windsnelheid op het oppervlak van de aarde voor. We kunnen ve
toren tekenen alspijltjes, zonder te refereren naar een bepaalde basis, en dat hebben we gedaan in Fig. 34.Er is geen unieke manier om een topologis
he ve
tor te expanderen in termen van 
omponenten.Zonder verdere informatie is een bewering als
~V =

(
a
b

) (101)zonder enige betekenis, omdat we niet weten welke basis we dienen te gebruiken. Wat we dienente doen, is iets te s
hrijven als
~V −→

O

(
a
b

) (102)36Andere voorbeelden zijn de Hilbertruimte met 
omplexe gol�un
ties van de quantumme
hani
a, of deMinkowskiruimte van de spe
iale relativiteitstheorie.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 68waarmee we met het pijltje −→
O

bedoelen dat de ve
tor ~V 
omponenten a en b heeft, die gegevenzijn in het referentiesysteem van waarnemer O (bijvoorbeeld het (x, y) systeem). De ve
tor ~V iseen pijl met als 
omponenten een verzameling van 
oördinatenstelsel afhankelijke getallen. Wekunnen ook s
hrijven
~V = a~ex(O) + b~ey(O), (103)waarbij ~ex(O) en ~ey(O) de basisve
toren in het referentiesysteem van waarnemer O zijn. Wehadden net zo goed een andere waarnemer kunnen kiezen, bijvoorbeeld O′, en dan geldt

~V −→
O′

(
p
q

)

, (104)waarbij
~V = p~eX(O′) + q~eY (O′), (105)met ~eX(O′) en ~eY (O′) de basisve
toren in het referentiesysteem van waarnemer O′ (bijvoorbeeldhet (X,Y ) systeem). Merk op dat vergelijkingen (102) - (105) alle geldige bes
hrijvingen zijnvan dezelfde topologis
he ve
tor ~V .Het is verleidelijk om te denken dat het symbool ~ex de x-
omponent van de ~e-ve
tor voorstelt.We bedoelen e
hter met ~ex een volledige ve
tor, waarbij het subs
ript x onderdeel is van de naamvan de ve
tor en aangeeft welke van de basisve
toren we bedoelen (namelijk de basisve
tor inde x-ri
hting). De ve
tor ~ex heeft zelf 
omponenten, waarvan de x-
omponent ges
hreven kanworden als (~ex)x. De volledige basis37 geven we in dit geval aan met {~ex, ~ey}.Elke 
omplete set ve
toren kan gebruikt worden als basis. In Fig. 33 zijn de referentiesystemenvan drie waarnemers weergegeven. Een topologis
he ve
tor wordt voorgesteld door de pijl (zieFig. 34) en hoort niet bij een of ander referentiesysteem. Het is een topologis
h obje
t metzelfstandig bestaansre
ht. De waarnemers bekijken het e
hter vanuit hun eigen gezi
htspunt(referentiesysteem). Cru
iaal is te begrijpen dat de ve
tor niet verandert als we van het ene naarhet andere referentiesysteem gaan. Er geldt
(
a
b

)

O
=

(
p
q

)

O′
. (106)Natuurlijk zijn de 
omponenten a en b niet gelijk aan p en q en dienen we een voors
hrift te vindenhoe we deze kunnen berekenen als we van basis veranderen. We gaan als volgt te werk: kies eersteen puntgebeurtenis P. Op deze puntgebeurtenis kiezen we dan een 
omplete set onafhankelijkeve
toren (hierbij is elke redelijke keuze geoorloofd). We noemen deze ve
toren ~ei en gebruikendeze als basis om andere ve
toren op punt P in te expanderen: ~u =

∑
uα~eα en ~v =

∑
vα~eα.Fig. 35 toont dat deze basis een tangentenruimte TP de�nieert op punt P. Alle ve
torenworden lokaal op dit punt bes
hreven38. De ri
htingsafgeleiden ∂α ≡ ∂~eα langs deze 
oördinatenspannen de tangentenruimte (de raakruimte in punt P) op. In Fig. 35 hebben we als 
oördinaten

χ(P) en ψ(P) gebruikt. De basisve
toren worden gegeven door de ri
htingsafgeleiden langs de
oördinaatlijnen en zijn ∂/∂χ en ∂/∂ψ. We kunnen een ve
tor dus zien als een ri
htingsafgeleide.We zien dat deze ve
toren niet in de variëteit liggen, maar een eigen ve
torruimte opspannen.37Er worden vaak andere symbolen gebruikt voor de basisve
toren, zoals i, j en k. Ook is het mogelijk om ~ete zien als een obje
t met hogere rang, bijvoorbeeld een ve
tor van ve
toren. Dat is niet fout, maar in ons gevalook niet nuttig.38We stappen dus af van het begrip vrije ve
tor. In de algemene relativiteitstheorie kunnen we een ve
tor nieteenvoudig vrij verplaatsen!
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Figuur 35: De basisve
toren die door een 
oördinatensysteem worden geïndu
eerd, vormen eentangentenruimte op elke gebeurtenis van de variëteit.Alhoewel Fig. 35 een inzi
htelijke voorstelling geeft, dienen we ons te realiseren, dat een abstra
tevariëteit bes
houwd dient te worden als een zelfstandige entiteit: er is geen hogere-dimensioneleruimte waarin de variëteit en zijn tangentenruimten zijn ingebed. We geven een toeli
hting aande hand van een voorbeeld dat de gang van zaken in de vertrouwde drie-dimensionale eu
lidis
heruimte bes
hrijft.Voorbeeld: 
oördinatensysteem in eu
lidis
he ruimteWe bes
houwen de eu
lidis
he ruimte met 
artesis
he 
oördinaten (x, y, z) en de bijbehorende basis van eenheids-ve
toren {~i,~j,~k}. We gebruiken dit systeem als algemene referentie om andere, niet 
artesis
he 
oördinaten in tebes
hrijven. We hebben een tweede 
oördinatensysteem (u, v, w) dat niet 
artesis
h is, bijvoorbeeld de sferis
he
oördinaten (r, θ, φ). Er geldt
x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w), (107)en we kunnen dit inverteren om u, v, w te s
hrijven in termen van x, y, z. We kunnen bovenstaande vergelijkings
hrijven als

~r = x(u, v, w)~i + y(u, v, w)~j + z(u, v, w)~k, (108)Indien we w gelijk zetten aan de 
onstante w0, terwijl u, v mogen variëren, krijgen we
~r = x(u, v, w0)~i + y(u, v, w0)~j + z(u, v, w0)~k. (109)hetgeen een parametris
he vergelijking is voor het 
oördinatenoppervlak w = w0, waarbij de 
oördinaten u, vde rol van parameters spelen. We kunnen de parametris
he vergelijkingen voor de twee andere oppervlakken opidentieke wijze verkrijgen. Als we in bovenstaande vergelijking v = v0 en w = w0 stellen, maar u laten variëren,krijgen we

~r = x(u, v0, w0)~i + y(u, v0, w0)~j + z(u, v0, w0)~k, (110)krijgen we een parametris
he vergelijking voor de 
oördinaten
urve gegeven door de snijlijn van vlakken v = v0en w = w0, waarbij u de rol van parameter langs de 
urve speelt. We kunnen de parametris
he vergelijkingenvoor de twee andere 
urven op identieke wijze verkrijgen. Door elk punt P met 
oördinaten (u0, v0, w0) gaan drie
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Figuur 36: De 
oördinaatoppervlakken (bol, kegel en half-vlak) en 
oördinaat
urven voorsferis
he 
oördinaten.
oördinaatvlakken gegeven door u = u0, v = v0 en w = w0. De vlakken snijden elkaar in 
oördinaat
urven. Voorsferis
he 
oördinaten hebben we
x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sin φ, z = r cos θ. (111)waarbij de 
oördinaten het volgende bereik hebben: r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π en 0 ≤ φ < 2π. Fig. 36 toont dat het
oördinaatvlak r = r0 een bol is met straal r0, het 
oördinaatvlak θ = θ0 is een oneindige kegel met de apex inde oorsprong en de as verti
aal, en het 
oördinaatvlak φ = φ0 is een half-oneindig vlak met de z-as als rand.De oppervlakken θ = θ0 en φ = φ0 snijden elkaar en dat resulteert in de 
oördinaat
urve die een deellijn is dievanaf O vertrekt door P gaat; de oppervlakken φ = φ0 en r = r0 snijden elkaar in de 
urve die een halve 
irkelis met eindpunten op de z-as en die door P gaat; en de oppervlakken r = r0 en θ = θ0 snijden elkaar in dehorizontale 
irkel door P met het middelpunt op de z-as.Als we vergelijking (110) di�erentiëren naar de parameter u, krijgen we een tangentenve
tor aan de 
oördi-naat
urve. Omdat we tijdens di�erentiëren v en w 
onstant houden (want op deze wijze was de 
urve gede�nieerd),hebben we in feite de partiële afgeleide naar u genomen van vergelijking (107). Als we op dezelfde manier verge-lijking (107) partieel a�eiden naar v en w, krijgen we de tangentenve
toren van de andere twee 
oördinaat
urven.De drie partiële afgeleiden

~eu ≡ ∂~r

∂u
, ~ev ≡ ∂~r

∂v
, ~ew ≡ ∂~r

∂w
, (112)berekend op punt (u0, v0, w0) geven tangentenve
toren aan de drie 
oördinaat
urven die door P gaan. Op dezewijze verkrijgen we de natuurlijke basis {~eu, ~ev, ~ew} op punt P . In het algemeen is deze basis niet orthogonaal enzijn de ve
toren geen eenheidsve
toren.Gegeven een ve
torveld ~λ, kunnen we in elk punt P de ve
tor ~λ refereren aan basis {~eu, ~ev, ~ew},

~λ = λu~eu + λv~ev + λw~ew. (113)We gebruiken ui (i = 1, 2, 3) in plaats van (u, v, w) voor de 
oördinaten, en {~ei} (i = 1, 2, 3) in plaats van
{~eu, ~ev, ~ew} voor de natuurlijke basis. Voor een ve
tor ~λ duiden we de 
omponenten in de basis {~ei} aan met λi

(i = 1, 2, 3). We kunnen vergelijking (113) nu uitdrukken als
~λ = λ1~e1 + λ2~e2 + λ3~e3 =

3∑

i=1

λi~ei. (114)



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 71We spreken nu af dat een index uit het midden van het alfabet (i, j, k, ...) altijd loopt over de waarden 1,2en 3. Verder sommeren we automatis
h als dezelfde index voorkomt als supers
ript en subs
ript (dit heet desommatie
onventie van Einstein). We kunnen vergelijking (114) nu s
hrijven als ~λ = λi~ei. Merk op dat de tweeindi
es die we op deze wijze gebruiken, dummie indi
es genoemd worden. We mogen deze vervangen door andereletters (die nog niet in gebruik zijn).In het volgende bestuderen we ve
toren in ruimtetijd. Omdat ruimtetijd uit drie ruimtelijkeen één tijddimensie bestaat, vormt het een vier-dimensionale stru
tuur. De ve
toren die inruimtetijd leven, worden dan ook vierve
toren genoemd. Als we een 
oördinatenstelsel aan-brengen, hebben deze ve
toren vier 
omponenten. Een typis
he ve
tor is de verplaatsingsve
tor
∆~x −→

O
(∆t,∆x,∆y,∆z), die twee gebeurtenissen P en Q verbindt. Een andere notatie is

∆~x −→
O

{∆xα}. Als we willen weten wat de 
omponenten van deze ve
tor zijn in een ander 
oör-dinatenstelsel, bijvoorbeeld het systeem O′, dan s
hrijven we ∆~x −→
O′

{

∆xα′
}. We gebruikenhet a

ent boven de index om de nieuwe 
oördinaten aan te geven. De ve
tor ∆~x is hetzelfdeen daarvoor hebben we geen nieuwe notatie nodig als we van referentiesysteem veranderen. Wekunnen de nieuwe ve
tor
omponenten ∆xα′ vinden met behulp van de transformatiematrix vanhet ene naar het andere systeem (zie vergelijkingen (88)) en (93), en we s
hrijven

∆xα′
=

3∑

β=0

Λα′
β∆xβ = Λα′

β∆xβ (115)voor willekeurige α′. De verzameling Λα′
β bestaat uit 16 getallen die de transformatiematrix verte-genwoordigen. De notatie maakt weer gebruik van Einsteins sommatie
onventie en vergelijking(115) stelt eigenlijk vier vers
hillende vergelijkingen voor (α′ = 0, 1, 2, 3).Een algemene ve
tor (wij zijn geïnteresseerd in vierve
toren) is gede�nieerd als een verzamelinggetallen (de 
omponenten van de ve
tor ten opzi
hte van een bepaalde basis, O) als ~V −→

O
(V 0, V 1, V 2, V 3) = {V α} en door de regel dat zijn 
omponenten in een systeem O′ gegevenworden door

V α′
= Λα′

βV
β. (116)Dus de 
omponenten van een ve
tor (vergelijking (116)) transformeren op dezelfde manier als de
oördinaten (vergelijking (115)).De 
omponenten V α van een ve
tor ~V ten opzi
hte van de natuurlijke basis {~eα} worden de
ontravariante 
omponenten genoemd. Een obje
t waarvan de 
omponenten 
ontravariant trans-formeren, een ve
tor, noemen we een (

1
0

) tensor. Stel dat we twee systemen met 
urvelineaire
oördinaten hebben in ruimtetijd, aangegeven met O en O′. We vragen ons af hoe de 
ontravari-ante 
omponenten van een ve
tor veranderen als we van het ene naar het andere systeem gaan.We noemen {~eα} de basis in het systeem van waarnemer O en {~eα′} de basis in het systeem vanwaarnemer O′. Er geldt
~V = V α~eα = V α′

~eα′ . (117)We kunnen bovenstaande relatie gebruiken om de transformatiewet voor de basisve
toren te vin-den, dit wil zeggen de relatie tussen {~eα} en {~eα′}. Met vergelijking (116) kunnen we vergelijking(117) s
hrijven als
Λα′

βV
β~eα′ = V α~eα → V βΛα′

β~eα′ = V α~eα → V αΛβ′
α~eβ′ = V α~eα → V α(Λβ′

α~eβ′ − ~eα) = 0.(118)



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 72In de eerste stap maken we gebruik van het feit dat Λβ′
α en V β gewoon getallen zijn, en dat hunvolgorde in een eindige som niet uitmaakt. In de tweede stap gebruiken we het feit dat β en α′dummie indi
es zijn: we veranderen β in α en α′ in β′. De laatste vergelijking moet waar zijnvoor elke verzameling {V α} omdat ~V een willekeurige ve
tor is. We vinden

~eα = Λβ′
α~eβ′ (119)en dit is de transformatiewet voor basisve
toren. Het is geen transformatie van 
omponenten,maar geeft de basis {~eα} van O als een lineaire som van de basis {~eα′} van O′. Als we dit vergelij-ken met relatie (116) dan zien we dat het transformatiegedrag vers
hilt. Omdat de 
omponentenmet de inverse transformatiematrix van die van de basisve
toren transformeert, noemen we de
omponenten van een ve
tor 
ontravariant.We kunnen de inverse transformaties vinden door ons te realiseren dat de systemen O en O′ opgelijke voet staan. We kunnen derhalve de indi
es met en zonder a

enten verwisselen en vindenvoor de inverse transformatie van basis en 
omponenten

~eβ′ = Λα
β′~eα, en V α = Λα

β′V β′
. (120)Dit volgt ook uit het feit dat eerst heen en vervolgens terug transformeren niets mag veranderen.Dit leidt tot de identiteit

Λν
β′Λβ′

α = δν
α. (121)Merk op dat we bovenstaand verband al hadden gevonden in vergelijking (91).We eindigen de dis
ussie over ve
toren met een voorbeeld in R

2. Stel dat V i met i = 1, 2 de
ontravariante 
omponenten zijn van een ve
tor, en dat V i = (x2, x1) in het 
oördinatenstelsel
x = {xi}. We willen nu de 
omponenten van deze ve
tor, V i′ , berekenen in het systeem x′ = {xi′}met transformatie

x1′ = (x2)2 6= 0

x2′ = x1x2.
(122)Volgens de de�nitie van 
ovariantie, vergelijking (116), geldt

V i′ = V rΛi′
r = V 1 ∂x

i′

∂x1
+ V 2∂x

i′

∂x2
, (123)waarbij we vergelijking (88) gebruikt hebben om Λi′

r uit te werken. We zien dat we de transfor-matiematrix nodig hebben voor geval i = 1 en i = 2. We vinden
(

∂x1′

∂x1
∂x1′

∂x2

∂x2′

∂x1
∂x2′

∂x2

)

=

(
0 2x2

x2 x1

)

. (124)Dit geeft
V 1′ = V 1(0) + V 2(2x2) = 2x1x2 V 2′ = V 1(x2) + V 2(x1) = (x2)2 + (x1)2 (125)en in termen van de gea

entueerde 
oördinaten wordt dit

V 1′ = 2x2′ V 2′ = x1′ +
(x2′)2

x1′ . (126)
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tionaal, 1-vorm of 
ove
torveldEen tensor van het type (
0
1

) wordt een 
ove
tor, een 
ovariante ve
tor, een lineaire fun
tio-naal39 of een 1-vorm genoemd. De lineaire fun
tionaal40 p̃ heeft een ve
tor als argument en beeldtaf op de reële getallen: p̃(~V ) is een reëel getal41. De fun
tionalen voldoen aan de axioma's vooreen ve
torruimte. Deze ruimte wordt de duale ve
torruimte genoemd om het te onders
heidenvan de ruimte van alle ve
toren ~V . De 
omponenten van p̃ worden pα genoemd en er geldt
pα ≡ p̃(~eα). (127)Elke 
omponent met één enkel subs
ript is per 
onventie de 
omponent van een 1-vorm; eensupers
ript geeft een 
omponent van een ve
tor aan. In termen van 
omponenten wordt hetgetal p̃(~V ) gegeven door

p̃(~V ) = p̃(V α~eα) = V αp̃(~eα) = V αpα. (128)Merk op dat we in bovenstaande a�eiding gebruik maken van de lineariteit van de fun
tionaal.Voor ruimtetijd (n = 4) is het getal p̃(~V ) gelijk aan V 0p0 +V 1p1 +V 2p2 +V 3p3 en de bewerkingwordt 
ontra
tie van ~V en p̃ genoemd.De 
omponenten van p̃ op een andere basis {~eα′} zijn
pα′ ≡ p̃(~eα′) = p̃(Λβ

α′~eβ) = Λβ
α′ p̃(~eβ) = Λβ

α′pβ. (129)Als we dit vergelijken met uitdrukking (120) dan zien we dat de 
omponenten van 1-vormenop pre
ies dezelfde wijze transformeren als basisve
toren en tegengesteld aan de 
omponentenvan ve
toren. Met tegengesteld bedoelen we met de inverse transformatie (zie weer vergelijking(120)). Dit gebruik van de inverse garandeert dat het V αpα systeem onafhankelijk is voor iedereve
tor ~V en 1-vorm p̃. De inverse transformatie geeft aanleiding tot het woord duaal in dualeve
torruimte. De eigens
hap van transformeren met basisve
toren geeft aanleiding tot de 
o in
ovariante ve
tor. Omdat 
omponenten van gewone ve
toren tegengesteld transformeren aan debasisve
toren, worden ze 
ontravariant genoemd.Omdat de 1-vormen een ve
torruimte opbouwen, kunnen we een verzameling van onafhankelijke1-vormen als basis kiezen. We hebben de basis {~eα} reeds gebruikt om de 
omponenten van de1-vorm te de�niëren. We kunnen nu de geasso
ieerde 1-vorm basis ω̃α, α = 0, ..., 3 de�niëren diewe duaal aan {~eα} noemen. Dat wil zeggen dat we de verzameling {ω̃} zó kiezen, dat
p̃ = pαω̃

α. (130)We vinden op deze manier spe
ieke 1-vormen als basis. Merk op dat we de notatie weer zodanigkiezen, dat we gebruik kunnen maken van de sommatie
onventie. Als we vergelijking (130)gebruiken, vinden we
p̃(~V ) = pαω̃

α(~V ) = pαω̃
α(V β~eβ) = pαV

βω̃α(~eβ). (131)Het bovenstaande dient gelijk te zijn aan pαV
α en daaruit volgt

ω̃α(~eβ) = δα
β. (132)Bovenstaande relatie de�nieert de 1-vorm basis: de ve
tor basis indu
eert een unieke en bruikbare1-vorm basis42.39Terwijl een fun
tie een getal als argument neemt en een getal als resultaat oplevert, neemt een fun
tionaaleen fun
tie als argument en levert een getal als resultaat. Een voorbeeld is de totale massa die hoort bij een
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Figuur 37: Links: de waarde p̃(~V ) is gelijk aan 2,5. Re
hts: een topologis
he kaart demonstreertde gradiënt 1-vorm (lokale 
ontouren van 
onstante hoogte). De verandering van hoogte vooreen reis (pijl) is het aantal 
ontouren dat door de pijl doorboord wordt. Deze is het grootst voorreis (2).Bij ve
toren denken we meestal aan een pijl als we een beeld nodig hebben. Het kan handig zijnom ook een voorstelling van een 1-vorm te hebben. Dit beeld moet het feit uitdrukken dat een1-vorm een afbeelding is van een ve
tor naar een reëel getal. In de drie-dimensionale ruimte kanmen zi
h een 1-vorm p̃ op punt P voorstellen als een aantal parallelle vlakken. De 
ontra
tiemet een ve
tor ~V is dan het aantal vlakken dat door de ve
tor `doorboord' wordt. Hoe di
hterde oppervlakken bij elkaar staan, hoe groter p̃(~V ).Het dualisme is overigens 
ompleet, omdat we ve
toren ook kunnen bes
houwen als fun
ties die1-vormen afbeelden op de reële getallen. Gegeven ve
tor ~V krijgen we een reëel getal als we deve
tor voorzien van een 1-vorm,
~V (p̃) ≡ p̃(~V ) ≡ pαV

α. (133)Ve
toren hebben dus geen spe
iale positie als obje
ten die als input dienen voor tensoren. Wekunnen een ve
tor ook als tensor zien: een lineaire fun
tie van een 1-vorm naar een reëel getal.Ve
toren en 1-vormen hebben hiermee een gelijke en symmetris
he status.Voordat we de bes
hrijving van 1-vormen afsluiten zullen we nog een spe
iale 1-vorm bespreken,de gradiënt. We bes
houwen in Fig. 38 een s
alair veld φ(~x) = φ(t, x, y, z). De wereldlijnvan een waarnemer meet een waarde voor φ voor elke gebeurtenis die hij meemaakt en dezewaarde verandert voortdurend. We parametriseren de wereldlijn met de eigentijd τ van dewaarnemer en dit stelt ons in staat om de 
oördinaten van gebeurtenissen op de wereldlijnuit te drukken als fun
ties van τ . Er geldt [t = t(τ), x = x(τ), y = y(τ), z = z(τ)]. Deviersnelheid heeft 
omponenten ~U →
(

dt
dτ ,

dx
dτ ,

dy
dτ ,

dz
dτ

) en is duidelijk een vierve
tor, want het isde verplaatsingsve
tor gedeeld door een getal (de eigentijd). Omdat φ een fun
tie is van t, x, yen z, is φ op de wereldlijn impli
iet een fun
tie van τ , φ(τ) = φ[t(τ), x(τ), y(τ), z(τ)]. De matedi
htheidsverdeling, waarbij m =
∫

ρ(x, y, z)dxdydz.40Net zoals we ve
toren aangeven door een pijltje (~V ) boven het symbool te plaatsen, geven we een lineairefun
tionaal aan door er een tilde (p̃) boven te plaatsen.41Je kunt de 1-vorm zien als een apparaat met een sleuf. Als in deze sleuf een ve
tor geplaatst wordt, dan rolter een getal uit het apparaat.42Dit is niet de enig mogelijke basis voor 1-vormen. Men kan eenvoudig laten zien dat andere basis 1-vormenvoldoen aan ω̃α′

= Uα′

β ω̃β.
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Figuur 38: Het pad in ruimtetijd wordt geparametriseerd door de eigentijd τ van een deeltje.Op tijd τ1 heeft het s
alaire veld φ de waarde φ(τ1) en op tijd τ2 de waarde φ(τ2). De viersnelheid
~U is de raakve
tor aan de wereldlijn.van verandering van φ op de wereldlijn, dat is de afgeleide, bedraagt
dφ

dτ
=
∂φ

∂t

dt

dτ
+
∂φ

∂x

dx

dτ
+
∂φ

∂y

dy

dτ
+
∂φ

∂z

dz

dτ
=
∂φ

∂t
U t +

∂φ

∂x
Ux +

∂φ

∂y
Uy +

∂φ

∂z
U z = d̃φ(~U ). (134)Het is duidelijk dat we in bovenstaande vergelijking erin geslaagd zijn om met de ve
tor ~U hetgetal dφ/dτ te produ
eren, dat de mate van verandering van φ is langs de wereldlijn waaraan

~U een tangent ve
tor is. Dit getal dφ/dτ wordt verkregen met een uitdrukking die duidelijkeen lineaire fun
tie van ~U is en hiermee hebben we dus een 1-vorm gede�nieerd. Vergelijkenmet uitdrukking (128) toont dat deze 1-vorm de 
omponenten ∂φ
∂t ,

∂φ
∂x ,

∂φ
∂y ,

∂φ
∂z heeft. Deze 1-vormwordt de gradiënt van φ genoemd en aangeduid met d̃φ. Er geldt

d̃φ −→
O

(
∂φ

∂t
,
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y
,
∂φ

∂z

)

of ook d̃φ = ∇φ met ∇αφ =
∂φ

∂xα
. (135)Merk op dat ondanks de notatie, d̃φ niet klein hoeft te zijn. We zien dus verder dat de gradiënteen 1-vorm is, terwijl we in de ve
toranalyse geleerd hebben dat het een ve
torgrootheid is. Dereden hiervoor is dat er een metriek nodig is om 1-vormen aan ve
toren te relateren. Op ditmoment hebben we deze extra mathematis
he stru
tuur nog niet aan onze variëteit opgelegd.We kunnen vergelijking (135) nog 
ontroleren op haar 
onsistentie door te bestuderen hoe de
omponenten transformeren. Voor een 1-vorm moet gelden (d̃φ)α′ = Λβ

α′(d̃φ)β . We weten hoepartiële afgeleiden transformeren, namelijk
∂φ

∂xα′ =
∂φ

∂xβ

∂xβ

∂xα′ , (136)hetgeen betekent dat (d̃φ)α′ = Λβ
α′(d̃φ)β , want gegeven dat xβ = Λβ

α′xα′ geldt
∂φ

∂xβ

∂xβ

∂xα′ = Λβ
α′
∂φ

∂xβ
. (137)De 
omponenten van de gradiënt transformeren met de inverse van de 
omponenten van ve
toren.De gradiënt is dus een 1-vorm.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 76Van nu af aan zullen we partiële afgeleiden aanduiden met de komma-notatie. Er geldt dede�nitie
∂φ

∂x
≡ φ,x of algemeen

∂φ

∂xα
≡ φ,α. (138)Merk op dat de index α aan de linkerkant als een boven-index optreedt en aan de re
hterkantals een beneden-index.4.5.6 Algemene tensorveldenDe (

0
2

) tensoren zijn tensoren die twee ve
torargumenten hebben. Een voorbeeld is demetris
he tensor, maar een eenvoudiger voorbeeld is het produ
t van twee 1-vormen. We ge-bruiken hierbij de volgende regel: als p̃ en q̃ beide 1-vormen zijn, dan is p̃ ⊗ q̃ de (
0
2

) tensordie, als hij de ve
toren ~A en ~B als argumenten krijgt, het getal p̃( ~A) q̃( ~B) produ
eert. Het isdus het produ
t van de getallen geprodu
eerd door de (
0
1

) tensoren. Het symbool ⊗ wordthet tensorprodu
t genoemd en geeft de formele notatie hoe we een (
0
2

) tensor moeten samen-stellen uit 1-vormen. Overigens is ⊗ niet 
ommutatief: p̃⊗ q̃ 6= q̃⊗ p̃ zijn vers
hillende tensoren.De eerste geeft de waarde p̃( ~A)q̃( ~B) en de tweede q̃( ~A)p̃( ~B).De meest algemene (
0
2

) tensor is geen eenvoudig tensorprodu
t van twee 1-vormen, maar kanwel altijd voorgesteld worden als een som van dergelijke tensoren. Hiertoe bes
houwen we de
omponenten van een willekeurige (
0
2

) tensor f . Er geldt fαβ ≡ f(~eα, ~eβ), waarbij elke indexvier waarden kan aannemen voor ruimtetijd. In totaal heeft f dus 16 
omponenten. De waardevan f voor willekeurige ve
toren is
f( ~A, ~B) = f(Aα~eα, B

β~eβ) = AαBβf(~eα, ~eβ) = AαBβfαβ. (139)De vraag is of we een basis kunnen vormen voor deze tensoren43. Kunnen we een verzamelingbestaande uit 16 vers
hillende (
0
2

) tensoren ω̃αβ de�niëren, zodat geldt f = fαβω̃
αβ? Als datzo is, dan dient te gelden

fµν = f(~eµ, ~eν) = fαβ ω̃
αβ(~eµ, ~eν) (140)en dat betekent, dat moet gelden

ω̃αβ(~eµ, ~eν) = δα
µδ

β
ν . (141)Volgens vergelijking (132) is δα

µ de waarde van ω̃α voor ~eµ en hetzelfde geldt voor δβ
ν . Daaromis ω̃αβ een tensor, waarvan de waarde het produ
t is van de waarden van de twee basis 1-vormen.We 
on
luderen derhalve

ω̃αβ = ω̃α ⊗ ω̃β. (142)De tensoren ω̃α ⊗ ω̃β vormen een basis voor alle (
0
2

) tensoren, en we mogen s
hrijven
f = fαβ ω̃

α ⊗ ω̃β. (143)Op deze wijze is een algemene (
0
2

) tensor een som over eenvoudige tensorprodu
t tensoren.43Vergelijk dit eens met wat we gedaan hebben in vergelijking (130).



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 77Een tensor van het type (
M
N

) is een afbeelding (fun
tie) van M 1-vormen en N ve
toren naarreële getallen, die lineair is in elk van zijn M + N argumenten44. Merk op dat deze de�nitievan een tensor niet spreekt over de 
omponenten van de 1-vormen en ve
toren. De tensor dienthetzelfde reële getal als uitkomst te geven, onafhankelijk van het gebruikte 
oördinatensysteem.Net als een 1-vorm en ve
tor heeft ook een tensor 
omponenten. De de�nitie is als volgt: de
omponenten in een referentiesysteem O van een tensor van het type (
M
N

) zijn de waardenvan de fun
tie als men voor de argumenten de basis 1-vormen {~eα} en basisve
toren {~eα} vanhet systeem O gebruikt. De 
omponenten van een tensor zijn dus afhankelijk van het referen-tiesysteem van de waarnemer, omdat de basis immers per systeem vers
hilt. De tensor zelf kangezien worden als een topologis
h obje
t dat zelfstandig bestaat in ruimtetijd en onafhankelijkgezien kan worden van 
oördinatenstelsels.4.6 Metris
he tensorTot nu toe hebben we alleen variëteiten bes
houwd die een relatief eenvoudige vorm hebben.De variëteit is 
ontinu en di�erentieerbaar, waardoor we 1-vormen, ve
toren en andere tensorenkunnen de�niëren. Verder betreft het een amorfe verzameling punten (of puntgebeurtenissen).Er is nog geen meetkunde gede�nieerd. Zo kunnen we twee ve
toren (of 1-vormen) niet afbeeldenop een reëel getal. Er is dan ook nog geen 
on
ept van inprodu
t.Als volgende stap kiezen we nu een (
0
2

) tensor g (van gravitatie) die dienst gaat doen alsde metriek van de variëteit. Een dergelijke variëteit noemen we een riemannse variëteit. Demetris
he tensor maakt het mogelijk om de (kwadratis
he) lengte van een ve
tor te berekenen,of het s
alaire produ
t (inprodu
t) van twee ve
toren te bepalen. Ook zullen we zien dat demetriek een één op één 
orrespondentie levert tussen ve
toren en 1-vormen. We de�niëren
g( ~A, ~B) ≡ ~A · ~B, (144)en hieruit volgt dire
t dat de metris
he tensor symmetris
h is, g( ~A, ~B) = g( ~B, ~A). We bes
houwen

g( , ) als een fun
tie met twee argumenten en die lineair is in deze argumenten, bijvoorbeeld
g(α ~A + β ~B, ~C) = αg( ~A, ~C) + βg( ~B, ~C). (145)Merk op dat deze de�nitie van metriek geen gebruik maakt van de 
omponenten van de ve
toren.De metriek kan weer gezien worden als een topologis
h obje
t in ruimtetijd. In een spe
i�ekebasis {~eα} heeft de metris
he tensor 
omponenten die gegeven zijn door

g(~eα, ~eβ) = ~eα · ~eβ = gαβ . (146)De fundamentele rol van de metriek is om te zorgen voor een afbeelding tussen ve
toren en1-vormen. Om te begrijpen hoe dit werkt, bes
houwen we g en een enkele ve
tor ~V . Omdat gtwee ve
tor argumenten nodig heeft, kunnen we de uitdrukking g(~V , ), waar nog een argumentontbreekt, bes
houwen als een fun
tie van ve
toren. Als men aan g(~V , ) nog een ve
tor toekent,dan krijgen we een reëel getal. Een dergelijke lineaire fun
tie van ve
toren die een reëel getalprodu
eert, noemen we een 1-vorm. We noemen het Ṽ . Er geldt
g(~V , ) ≡ Ṽ ( ), (147)44Men kan een dergelijke tensor opvatten als een apparaat met M gaten waar men 1-vormen en N gaten waarmen ve
toren in kan stoppen. Nadat men die M 1-vormen en N ve
toren erin gestopt heeft, rolt er een reëel getaluit het apparaat. De uitkomst is lineair in elk van de ve
toren en 1-vormen die als input gebruikt zijn.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 78waar we tussen de haakjes het ve
tor argument moeten aanleveren. Dan geldt dat Ṽ de 1-vormis, die voor de ve
tor ~A de waarde ~V · ~A heeft. Er geldt
Ṽ ( ~A) ≡ g(~V , ~A) = ~V · ~A = V αAα = VαA

α. (148)Omdat g symmetris
h is, kunnen we ook s
hrijven g( , ~V ) ≡ Ṽ ( ). De 
omponenten van Ṽ vindenwe als volgt,
Vα ≡ Ṽ (~eα) = ~V · ~eα = ~eα · ~V = ~eα · (V β~eβ) = (~eα · ~eβ)V β = gαβV

β. (149)Hiermee hebben we de relatie tussen ve
toren en 1-vormen gevonden,
Vα = gαβV

β. (150)We onders
heiden de 
omponenten V α van de ve
tor ~V van de 
omponenten Vα van de 1-vorm Ṽalleen door de positie van de index α. De inverse van de metriek bestaat ook en wordt aangeduidmet gαβ . Hiermee vinden we
V α = gαβVβ. (151)Een ve
tor is een (

1
0

) tensor en een 1-vorm is een (
0
1

) tensor. We gebruiken de metris
hetensor als afbeelding tussen beide. Op dezelfde manier kunnen we een (
M
N

) tensor afbeeldenop een (
N − 1
M + 1

) tensor, of door gebruik te maken van de inverse metriek op een (
N + 1
M − 1

)tensor. Het is gebruikelijk om voor deze geasso
ieerde tensoren hetzelfde symbool te gebruiken,maar we dienen ons ervan bewust te zijn dat we te maken hebben met vers
hillende tensoren.Stel Tαβ
γ zijn de 
omponenten van een (

2
1

) tensor. Dan zijn
Tα

βγ ≡ gβµT
αµ

γ (152)de 
omponenten van een (
1
2

) tensor, omdat we het tweede 1-vorm argument veranderd hebbenin een ve
tor. We noemen dergelijke manipulaties het naar boven brengen en naar beneden halenvan indi
es en gebruiken hierbij de metriek als afbeelding.We kunnen dit ook doen met de metriek zelf en vinden
gα

β ≡ gαµgµβ = δα
β. (153)De laatste stap volgt uit het feit dat gαβ en gαβ elkaars inverse afbeelding zijn.Een di�erentieerbare variëteit is een riemannse variëteit als de kwadratis
he booglengte langseen 
urve voldoet aan

ds2 = gijdx
idxj, (154)waarbij de 
omponenten van de metris
he tensor, gij = gij(x

1, x2, ..., xn), 
ontinue fun
ties zijnvan de 
oördinaten en vers
hillen van 
onstanten. In het spe
iale geval dat gij = δij , redu
eertde riemannse ruimte tot de eu
lidis
he ruimte E
n. De ruimte is vlak als het mogelijk is om een
oördinatentransformatie te vinden, waarvoor ds2 = ǫi(dx

i)2, waarbij iedere ǫi gelijk is aan +1of −1. Een ruimte die niet vlak is, wordt gekromd genoemd.We vatten het voorgaande samen en illustreren dit aan de hand van een voorbeeld uit de 3Deu
lidis
he ruimte.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 79Voorbeeld: duale basis in eu
lidis
he ruimteWe bes
houwen de eu
lidis
he ruimte met 
artesis
he 
oördinaten (x, y, z) en de bijbehorende basis van eenheids-ve
toren {~i,~j,~k}. We gebruiken dit systeem weer als algemene referentie om een ander, niet 
artesis
h systeem,
(u, v, w), te bes
hrijven. We kunnen de gradiënt van een s
alaire fun
tie bes
houwen als een 1-vorm. Teneindedat duidelijk te maken gaan we weer even terug naar onze bes
hrijving in de drie-dimensionale eu
lidis
he ruimte.Vergelijking (112) geeft de natuurlijke basis {~eu, ~ev, ~ew} op punt P , waarbij we de 
oördinaten (u, v, w) gebruikenom punten te labelen. Er is een andere manier om het 
oördinatensysteem (u, v, w) te gebruiken om een basis te
onstrueren op punt P . Allereerst inverteren we vergelijkingen (107) om u, v en w te krijgen in termen van x, yen z,

u = u(x, y, z), v = v(x, y, z), w = w(x, y, z). (155)Dit stelt ons in staat om elke 
oördinaat als een s
alair veld te bes
houwen en de bijbehorende gradiënten teberekenen.
∇u = ∂u

∂x
~i + ∂u

∂y
~j + ∂u

∂z
~k,

∇v = ∂v
∂x

~i + ∂v
∂y

~j + ∂v
∂z

~k,

∇w = ∂w
∂x

~i + ∂w
∂y

~j + ∂w
∂z

~k.

(156)Op elk punt P staan deze gradiëntve
toren loodre
ht op de 
orresponderende 
oördinaatoppervlakken door P ,die overeenkomen met de oppervlakken u = u0, v = v0 en w = w0. We hebben daarom met {∇u,∇v,∇w}een alternatieve basis op P . Deze basis is de duale van de basis van tangentenve
toren. Teneinde deze basis teonders
heiden van de natuurlijke basis, gebruiken we de indi
es als supers
ipten45.
~eu ≡ ∇u, ~ev ≡ ∇v, ~ew ≡ ∇w. (157)Laten we nu een 
on
reet voorbeeld bes
houwen. Er geldt

x = u + v, y = u − v, z = 2uv + w, (158)waarbij −∞ < u < ∞,−∞ < v < ∞,−∞ < w < ∞. Inverteren van deze vergelijkingen geeft
u =

1

2
(x + y), v =

1

2
(x − y), w = z − 1

2
(x2 − y2), (159)waaraan we kunnen zien dat de 
oördinaatvlakken u = u0 een familie vlakken vormen, net zoals v = v0, terwijlde 
oördinaatvlakken w = w0 een familie hyperbolis
he paraboloïden vormen.De positieve
tor ~r wordt gegeven door

~r = (u + v)~i + (u − v)~j + (2uv + w)~k, (160)waarmee we voor de ve
toren van de natuurlijke basis
~eu = ∂~r/∂u =~i +~j + 2v~k,

~ev = ∂~r/∂v =~i −~j + 2u~k,

~ew = ∂~r/∂w = ~k

(161)vinden. Alleen de laatste ve
tor is een eenheidsve
tor. Geen van de inprodu
ten ~eu · ~ev = 4uv, ~ev · ~ew = 2u en
~ew · ~eu = 2v is in het algemeen gelijk aan nul. Het systeem is dus niet orthogonaal.We vinden voor de 1-vormen van de duale basis

~eu = ∇u = 1
2
~i + 1

2
~j,

~ev = ∇v = 1
2
~i − 1

2
~j,

~ew = ∇w = −x~i + y~j + ~k = −(u + v)~i + (u − v)~j + ~k.

(162)We zien dat in het algemeen ~eu niet parallel is met ~eu, ~ev niet met ~ev, en ~ew niet met ~ew.Gegeven een ve
torveld ~λ dan kunnen we op elk punt P de ve
tor ~λ bes
hrijven ten opzi
hte van de natuurlijkebasis {~eu, ~ev, ~ew} of de duale basis {~eu, ~ev, ~ew}. We s
hrijven
~λ = λi~ei = λi~e

i. (163)45Door de indi
es als supers
ripten te plaatsen kunnen we weer gebruik maken van de elegante en 
ompa
teindexnotatie.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 80De ruimtetijd van Minkowski is een van de belangrijkste di�erentieerbare variëteiten, het is deruimtetijd die bes
hreven wordt door de spe
iale relativiteitstheorie. Eenvoudige behandelingenvan SRT introdu
eren de bijbehorende minkowskimetriek zelfs niet expli
iet, maar geven onswel alle ingrediënten die we nodig hebben om deze af te leiden. In het bijzonder weten wedat er voorkeurstelsels zijn voor de 
oördinaten, de zogenaamde Lorentzframes, en dat als tweegebeurtenissen ges
heiden zijn door 
oördinaatafstanden (∆t,∆x,∆y,∆z) in een dergelijk frame,dan is het getal
∆s2 = −c2(∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 (164)onafhankelijk van het Lorentzframe. Als we onze 
oördinaten herde�niëren door x0 = ct, x1 =

x, x2 = y, x3 = z en griekse letters gebruiken als ruimtetijd indi
es, dan vinden we
∆s2 = −(∆x0)2 + (∆x1)2 + (∆x2)2 + (∆x3)2 = ηαβ∆xα∆xβ, (165)waarbij ηαβ = diag(−1, 1, 1, 1). We zien dat ~V · ~W = ηαβV

αW β en ηαβ is in feite de metris
hetensor en het Lorentzframe vormt de geasso
ieerde orthonormale basis. We zien dire
t de asso-
iatie tussen de 
omponenten van een ve
tor en zijn geasso
ieerde 1-vorm. In een Lorentzframegeldt
U0 = η0αU

α = −U0, en Ux = Ux, Uy = Uy, Uz = U z. (166)Een variëteit met metriek g wordt een minkowski ruimtetijd genoemd als er één enkel 
oördi-natenstelsel bestaat dat de gehele variëteit bedekt en waarin g de 
omponenten ηαβ heeft.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 815 De spe
iale relativiteitstheorie5.1 Historis
he introdu
tie en Einsteins postulatenDe relativiteitstheorie is geboren in het prille begin van de twintigste eeuw. De negentiende eeuwwas net ten eind gekomen, en de natuurkunde bevond zi
h in een unieke positie: voor het eerstin de ges
hiedenis leken alle fundamentele vraagstukken opgelost te zijn. Al in de 17e eeuw hadSir Isaa
 Newton (1643-1727) een theoretis
h model opgesteld waarmee beweging en kra
htenin detail konden worden berekend en voorspeld, samengevat in drie wetten die nu zijn naamdragen. Tezamen met Newtons universele wet van de zwaartekra
ht konden deze drie wettenzelfs de banen van de planeten om de zon perfe
t46 bes
hrijven. Ook konden deze wetten, wanneertoegepast op de aanname dat materie bestaat uit vele minis
ule deeltjes in 
onstante botsing,de wetten van de warmteleer reprodu
eren; hiermee was het vakgebied van de thermodynami
avrijwel geheel47 verklaard, wat een triomf is van de newtoniaanse bewegingsleer.Verder was er nog de theorie van de elektris
he en magnetis
he velden, onderzo
ht door Faraday,Oersted, Coulomb en Savart, en uiteindelijk halverwege de 19e eeuw tot een wiskundig geheelsamengesmeed door James Clerk Maxwell (1831-1879); de vier wetten van deze theorie dragennu zijn naam. Ook deze theorie, de elektrodynami
a geheten, was uitermate su

esvol. Hetbes
hrijft, onder andere, de intera
tie tussen elektri
iteit en magnetisme en laat zien dat zijeigenlijk een aspe
t zijn van een en dezelfde kra
ht. Ook laten de wetten van Maxwell zien datelektris
he en magnetis
he velden verstoord kunnen worden, en dat deze verstoring zi
h voort-plant met een snelheid van 299.800 kilometer per se
onde, een waarde nu universeel aangegevendoor de letter c.48 Dit is pre
ies de snelheid waarvan men al lang eerder gemeten had dat hetli
ht zi
h ermee voortplant, en de 
on
lusie werd dan ook al snel getrokken dat li
ht niets andersis dan een verstoring in het elektromagnetis
he veld. Al snel konden alle regels uit de lenzen- enspiegelleer afgeleid worden uit de elektrodynami
a, en hiermee werd het gehele vakgebied van deopti
a een solide fundament gegeven.Het was dan ook geen wonder dat de natuurkundigen aan het eind van de negentiende eeuwin een euforis
he staat verkeerden. Er waren weliswaar nog bepaalde berekeningen in detail uitte voeren, maar niets leek erop te wijzen dat er meer zou bestaan dan de elektromagnetis
hekra
ht en de zwaartekra
ht, en dat alle relaties tussen kra
hten en bewegingen bes
hreven kondenworden door de leer van Newton. Alle andere kra
hten en vers
hijnselen (li
ht, warmte, ..) warenal aangetoond een dire
t gevolg te zijn van de wetten van Newton of de wetten van Maxwell (ofeen 
ombinatie van beide), en er waren simpelweg weinig aanwijzingen om te vermoeden dat denatuur zi
h aan meer wetten hield dan deze.Er waren in het begin van de twintigste eeuw dan ook maar weinig natuurkundigen die zi
hrealiseerden dat er wel degelijk een fundamenteel probleem vers
holen zat in deze twee grotetheorieën. Het probleem zat hem niet in de theorieën afzonderlijk, maar in hun 
ombinatie.De wetten van Maxwell laten zien, zoals we besproken hebben, dat er golven bestaan die zi
hvoortplanten door de ruimte en dat zij dit doen met pre
ies de snelheid van het li
ht. Deelektrodynami
a zegt bovendien dat deze snelheid dezelfde is voor alle waarnemers, ook als dezezi
h ten opzi
hte van elkaar met 
onstante snelheid bewegen. Dat is op zi
hzelf wel wonderlijk,maar hoeft nog geen probleem te zijn (zolang het maar niet door experiment tegengesproken46Later zullen we zien dat er wel degelijk een afwijking bekend was van de planeetbanen zoals bes
hrevendoor newtoniaanse wetten, te weten de perihelium vers
huiving van Mer
urius. Het verklaren van deze afwij-king was een van de eerste experimentele veri�
aties van Einsteins theorie van de zwaartekra
ht: de algemenerelativiteitstheorie. We komen hier in latere hoofdstukken op terug.47Ook hier geldt een kleine opmerking: er waren enkele onduidelijkheden (zoals de Gibbs 
orre
tie fa
tor) dielater verklaard zijn door de quantumme
hani
a.48De keuze voor de letter c komt van het Griekse woord voor snelheid, 
eleritas.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 82wordt). Het probleem openbaart zi
h pas wanneer nu tegelijkertijd de wetten van Newton wordenbes
houwd: deze zeggen namelijk dat alle snelheden (ook die van het li
ht) wel degelijk behorente vers
hillen tussen waarnemers die zelf een snelheid hebben ten opzi
hte van elkaar: dit zitonmiskenbaar ingebouwd in de wetten van Newton. Het was dan ook duidelijk dat de wettenvan Newton en de wetten van Maxwell elkaar op enkele punten tegenspreken, en dat een vandeze sets aangepast zou moeten worden. Het bleken de wetten van Newton te zijn. Het is dezenoodzaak tot aanpassing die de jonge Albert Einstein in 1905 leidde tot de theorie die wij nu despe
iale relativiteitstheorie (SRT) noemen.Als startpunt van de SRT nam Einstein twee postulaten, twee prin
ipes waar geen bewijs vanbekend is, maar waarvan hij vermoedde dat de natuur die altijd in a
ht nam. Beide zijn gebaseerdop vermoedens gevoed door de elektrodynami
a, en beide zullen nu in zeker detail besprokenworden.De wetten van Maxwell laten zien dat een elektromagnetis
he verstoring zi
h voortplant metde snelheid van het li
ht ongea
ht met welke snelheid een waarnemer zelf beweegt. Dit is eenwonderlijk resultaat: als waarnemer A een foton voorbij ziet vliegen met de snelheid van hetli
ht, c, en een waarnemer B beweegt zi
h met een zekere snelheid v ten opzi
hte van A indezelfde ri
hting als het foton, dan zegt het `gezond verstand' dat waarnemer B het foton meteen snelheid c − v ziet bewegen. De wetten van Maxwell zeggen e
hter dat ook waarnemer Bhet foton met c ziet bewegen, en dat hetzelfde geldt voor alle waarnemers C, D, ... die zi
h meteen 
onstante snelheid bewegen ten opzi
hte van waarnemer A. Nogmaals: de verklaring voordit gegeven is niet bekend, maar Einstein nam het als een gegeven, een feit van de natuur. Hijbreidde het zelfs uit: waar de elektrodynami
a suggereert dat dit een eigens
hap is van louteren alleen het li
ht, nam Einstein aan dat alles wat zi
h met deze snelheid beweegt aan dezeeigens
hap voldoet. Dit vormt dan het eerste postulaat van de SRT:Postulaat 1: de li
htsnelheid heeft dezelfde waarde voor alle waarnemers die zi
h ten opzi
htevan elkaar bewegen met een 
onstante snelheid.Dit gegeven staat bekend als het prin
ipe van de invariantie van de li
htsnelheid. De fysis
he (enzelfs �loso�s
he!) impli
aties van dit postulaat zijn enorm, omdat het dire
t tot gevolg heeft datde duur van tijd en de grootte van afstanden niet hetzelfde kunnen zijn voor al deze waarnemers.Het tweede postulaat komt voort uit een andere eigens
hap van de elektrodynami
a. Zoalsverteld gaat de elektrodynami
a over de relatie tussen elektris
he velden en magnetis
he velden,waar een elektris
h veld een maat is voor de invloed van een stilstaand geladen deeltje op alleandere geladen deeltjes in zijn omgeving; een magnetis
h veld is een maat voor de invloed vaneen bewegend geladen deeltje op alle andere geladen deeltjes in zijn omgeving. Op het eerstegezi
ht lijken deze de�nities in elkaar over te gaan. Immers, een stilstaand deeltje kan ook gezienworden als een bewegend deeltje wanneer de waarnemer van een stilstaand geladen deeltje besluitmet 
onstante snelheid te gaan bewegen; dientengevolge zal het elektris
h veld van het deeltjegedeeltelijk overgaan in een magnetis
h veld. In zoverre lijkt het vers
hil tussen de twee veldensle
hts een keuze. E
hter, er is een heel fysis
h vers
hil tussen de twee velden, en dat is dat eenervan voldoet aan twee van de vier wetten van Maxwell, waar het andere veld voldoet aan detwee andere wetten van Maxwell, met fysis
h heel vers
hillende eigens
happen. Bovendien is hetgevolg van een elektris
h veld op een tweede geladen deeltje een kra
ht die parallel is aan hetelektris
he veld, waar het gevolg van een magnetis
h veld een kra
ht is die loodre
ht staat op hetmagnetis
he veld. Als het vers
hil tussen elektris
he en magnetis
he velden sle
hts een keuze isvan de snelheid van de waarnemer, hoe kan het dan zijn dat een fysis
h meetbaar vers
hijnsel alskra
ht op een geladen deeltje zo vers
hillend is? Blijkbaar is er wel degelijk een heel fundamenteelvers
hil tussen elektris
he en magnetis
he velden.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 83Ondanks dit s
hijnbare vers
hil, is er de volgende wonderlijke eigens
hap van de elektrodynami
a:als twee waarnemers, die relatief ten opzi
hte van elkaar bewegen met 
onstante snelheid, dewetten van Maxwell toepassen op een en hetzelfde systeem van geladen deeltjes, dan zullen zijtot dezelfde fysis
he resultaten komen, ongea
ht alle s
hijnbaar fundamentele vers
hillen tussenelektris
he en magnetis
he velden. De waarnemers vers
hillen dan wel van mening over welkeri
hting de kra
hten op wijzen, of de deeltjes al dan niet bewegen, en elektris
he velden voor de enewaarnemer zijn magnetis
he voor de ander, maar het totaal van al deze e�e
ten geeft uiteindelijkpre
ies dezelfde fysis
he voorspellingen. Hiermee wordt bedoeld dat als de twee waarnemers hunvoorspellingen 
orrigeren voor het feit dat zij met onderling snelheid bewegen ten opzi
hte vanelkaar, deze altijd pre
ies overeenkomen: de wetten van Maxwell kunnen dus worden toegepastdoor beide waarnemers zonder op onderlinge tegenstrijdigheden te stuiten. Blijkbaar maakt denatuur, in ieder geval wat elektromagnetis
he velden betreft, geen onders
heid tussen waarnemersmet onderlinge vers
hillende 
onstante snelheden. Einstein nam dit aan als een gegeven, en namaan dat dit geldt voor alle natuurkundige vers
hijnselen (niet alleen de elektromagnetis
he). Ditvormt het tweede postulaat van de SRT:Postulaat 2: de natuur maakt geen onders
heid tussen waarnemers die zi
h ten opzi
hte vanelkaar bewegen met 
onstante snelheid.Praktis
h betekent dit postulaat dat het onmogelijk is om via experimenten te bepalen of eenwaarnemer in absolute beweging is ten opzi
hte van een fysis
h systeem of niet: het vers
hiltussen vers
hillende waarnemers is fundamenteel niet meetbaar. Hierdoor is elke waarnemereven `
orre
t' als elke andere waarnemer die zi
h met 
onstante snelheid beweegt ten opzi
htevan de eerste. In het bijzonder betekent dit dat er geen waarnemersstelsel is ten opzi
hte waarvanfysis
he grootheden gemeten moeten worden: elk ander stelsel voldoet namelijk even goed. Degemeten waarden van de grootheden vers
hillen in het algemeen49 per waarnemer, maar de wettenwaaraan deze grootheden voldoen dienen allemaal pre
ies hetzelfde te zijn. Daarom moet bij elkemeting van een grootheid aangegeven worden ten opzi
hte van welke waarnemer het gemeten is.Dit wil zeggen: uitkomsten van metingen hebben nooit absolute betekenis, maar sle
hts louterrelatief. Dit postulaat staat daarom bekend als het relativiteitsprin
ipe. Dit levert een wiskundigvoors
hrift: teneinde een theorie te formuleren die voldoet aan het relativiteitsprin
ipe, moetende wiskundige wetten van deze theorie ges
hreven worden in een vorm die geen onders
heid maakttussen waarnemers met vers
hillende 
onstante snelheden. Dit zullen we dan ook expli
iet doenin het vervolg.5.2 Het minkowskilijnelementNu de twee postulaten van de SRT zijn gemotiveerd, kunnen we deze gaan gebruiken om derelatie tussen tijd en ruimte te onderzoeken, en de wetten van beweging af te leiden. Startpuntis het lijnelement
ds2 = gµνdx

µdxν . (167)De metriek speelt zoals altijd de hoofdrol. In het geval van de SRT (en wanneer ges
hreven in
artesis
he 
oördinaten) wordt de metriek gegeven door
ηµν =







−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






. (168)49Er zijn uitzonderingen op deze regel: er bestaan ook grootheden die hetzelfde zijn voor alle waarnemers. Eenervan is al genoemd: de li
htsnelheid c.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 84Deze metriek draagt de naam minkowskimetriek, en wordt 
onventioneel aangeduid door degriekse letter η, oftewel gµν = ηµν . De inverse van de minkowskimetriek is eenvoudig te vinden,en blijkt pre
ies dezelfde vorm te hebben als de metriek zelf,
ηµν =







−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






. (169)Als we het lijnelement uits
hrijven vinden we:

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (170)Dit kunnen we meteen gebruiken om een fysis
he interpretatie toe te kennen aan het lijnelement.Ten eerste kan worden opgemerkt dat de laatste drie termen pre
ies de stelling van Pythagorasvormen50. Dit betekent dat als een waarnemer de afstand tussen twee punten in ruimtetijdmeet, en dat op hetzelfde tijdstip doet, voor deze waarnemer geldt dat ds2 niets anders is dande afstand tussen deze twee punten. Verder kan worden opgemerkt dat als een waarnemer hettijdsvers
hil meet tussen twee gebeurtenissen en dat doet zonder ondertussen van positie teveranderen ten opzi
hte van de gebeurtenissen (dit wil zeggen: deze waarnemer is in rust tenopzi
hte van de gebeurtenissen!), de laatste drie termen van het lijnelement gelijk zijn aan nul;voor deze waarnemer geldt dus dat het lijnelement de interpretatie heeft van minus de verstrekentijd tussen twee gebeurtenissen. Het lijnelement is een maat voor de tijd verstreken tussen tweegebeurtenissen voor een waarnemer die in rust is ten opzi
hte van deze gebeurtenis.5.3 TijddilatatieWe zullen nu de eerste paar dire
te gevolgen van het minkowskilijnelement bes
houwen. Zoalsal eerder aangestipt, suggereert het eerste postulaat dat vers
hillende waarnemers van meningzullen vers
hillen over de afstand en het tijdvers
hil tussen twee gebeurtenissen. Allereerst zalhet e�e
t van tijddilatatie worden bes
houwd. Startpunt is het lijnelement
c2dτ2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (171)Hierin is dτ op te vatten als de tijd die verstrijkt op de klok van een waarnemer (W1) voor wiede twee gebeurtenissen plaatsvinden op dezelfde positie, en is dt de tijd die verstrijkt tussen diegebeurtenissen zoals gemeten door een andere waarnemer (W2). Wanneer nu de re
hterkant vandeze vergelijking gedeeld wordt door c2dt2, kan de relatie tussen verstreken tijd van de eerstewaarnemer (dτ) en die van de tweede waarnemer (W2) (dt) ges
hreven worden als

dτ = ±
√

1 −
(v

c

)2
dt. (172)Het plusmin-teken van deze uitdrukking is het wiskundige gevolg van het nemen van een wortel;fysis
h zijn we e
hter alleen geïnteresseerd in het plusteken, aangezien een minteken zou im-pli
eren dat de twee waarnemers tegengesteld lopende tijden ervaren. We zullen daarom vanafnu altijd het plusteken gebruiken. Verder is ges
hreven v ≡ dx

dt , oftewel het is de afstand tussende twee gebeurtenissen zoals gemeten door de tweede waarnemer, gedeeld door de tijdsduurzoals gezien door de tweede waarnemer (W2). Dit is de snelheid v waarmee deze waarnemerzi
h beweegt ten opzi
hte van de twee gebeurtenissen (en hiermee ook ten opzi
hte van de eerstewaarnemer, die immers stil staat ten opzi
hte van de gebeurtenissen). Uit de gevonden verge-lijking blijkt dat de twee waarnemers hun tijden vers
hillend registeren: de hoeveelheid tijd die50Merk op dat met de de�nitie dT ≡ ict, we het lijnelement kunnen s
hrijven als ds2 = dT 2 + dx2 + dy2 + dz2.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 85voor de ene waarnemer verstrijkt tussen twee gebeurtenissen is niet dezelfde als die voor de ander.De fa
tor (1 −
(

v
c

)2
)−1/2 is een maat daarvoor. Deze fa
tor wordt de lorentzfa
tor genoemd, enzal nog vaker voorkomen in de SRT; hij wordt 
onventioneel aangeduid met de letter γ, waarbij

γ ≡ 1
√

1 −
(

v
c

)2
. (173)Merk alvast op dat deze fa
tor oneindig groot wordt als de twee waarnemers een onderlingesnelheid hebben gelijk aan c; verder kan al worden opgemerkt dat als de twee waarnemers eenonderlinge snelheid hebben groter dan c, de fa
tor imaginair wordt en daardoor nooit fysis
hrelevant kan zijn. Dit is een eerste hint dat de li
htsnelheid niet alleen invariant is, maar ookde maximale snelheid is die fysis
h mogelijk is. Voor het e�e
t van tijddilatatie is het alleennodig op te merken dat de lorentzfa
tor altijd groter is dan 1. Hieruit volgt dat dτ kleiner isdan dt, oftewel: de tijd verstreken tussen twee gebeurtenissen is voor de waarnemer die stilstaatten opzi
hte van de twee gebeurtenissen, kleiner dan voor de waarnemer die zi
h met snelheid vbeweegt ten opzi
hte van de gebeurtenissen (dτ < dt). Wat betekent dit nu fysis
h? Op eerstegezi
ht lijkt dit te betekenen dat de tijd sneller verloopt voor de eerste waarnemer dan voor detweede: immers, de eerste waarnemer heeft minder tijd nodig om van een gebeurtenis naar deandere te gaan. De 
on
lusie is e
hter net andersom, zoals een voorbeeld laat zien. Laat de eerstegebeurtenis het moment zijn waarop de twee waarnemers nog gelijk lopende klokken hebben, enwaarop beide waarnemers kijken naar de slinger van de klok van waarnemer W1, die net op hetpunt staat een slinger te maken. Na een zekere tijd T heeft de slinger de andere kant bereikt,gezien vanuit de waarnemer die de klok bij zi
h heeft: dτ = T . De stilstaande waarnemer W2kijkt ondertussen naar dezelfde klok (die zi
h ten opzi
hte van hem voortbeweegt met snelheid

v), en voor deze waarnemer doet de slinger er een tijd dt = γdτ over: langer. Dit wil dus zeggen,dat de stilstaande waarnemer observeert dat de voorbijvliegende klok langer nodig heeft dan Tom een enkele slinger te maken. De 
on
lusie van de stilstaande waarnemer zou dan ook zijndat de voorbijkomende klok te langzaam loopt. Dit is wat er bedoeld wordt met tijddilatatie:voor een stilstaande waarnemer lijkt een voorbij komende klok langzamer te lopen dan voor dewaarnemer die met de klok meebeweegt. Dit wordt vaak aangeduid met de slogan `bewegendeklokken lopen langzamer'; e
hter, de lading zou welli
ht beter gedekt zijn door de uitspraak `vooreen stilstaande waarnemer lijkt de bewegende klok langzamer te lopen'.Een vraag komt dan al snel op: loopt een bewegende klok nu `e
ht' langzamer dan de stilstaandeklok? Want goed bes
houwd hebben we hier alleen maar laten zien dat de bewegende kloklangzamer lijkt te lopen wanneer bekeken door een stilstaande waarnemer. Het antwoord is dater geen vers
hil is tussen langzamer lijken te lopen, en daadwerkelijk langzamer lopen: fysi
agaat immers alleen over gemeten e�e
ten, wat wil zeggen dat wij over alle e�e
ten die zi
h nietvia een meting openbaren, geen zinnige (dat wil zeggen testbare) uitspraak kunnen doen. Elkegemeten waarneming is net zo `waar' als elke andere gemeten waarneming. Het heeft dan ookgeen zin ons af te vragen of de slinger van een klok nu `e
ht' langzamer slingert wanneer hetbeweegt, of dat het alleen maar zo `lijkt' in onze waarneming: alleen onze meting geldt.Wat de relativiteitstheorie ons nu geleerd heeft, is dat de gemeten tijdsduur van een pro
esafhankelijk is van de snelheid van de waarnemer, en de vraag hoe snel een pro
es nu `e
ht' gaat,is onzinnig geworden. Dit is, zoals ook al genoemd in de dis
ussie over het relativiteitsprin
ipe,de kern van het woord `relativiteit': er is geen absoluut antwoord meer op de vraag wat de`werkelijke' waarde is van bepaalde grootheid; elke waarde is waarnemer-afhankelijk geworden,en elke gemeten waarde is even `waar'.Enkele laatste opmerkingen over tijddilatatie. Het moge duidelijk zijn dat dit vers
hijnsel nietste maken heeft met de me
haniek van de klokken. Het is een puur geometris
h vers
hijnsel, dire
t



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 86voortkomend uit de minkowskimetriek. Het vers
hijnsel beperkt zi
h dan ook niet tot klokken, engeldt voor elk fysis
h meetbaar tijdsvers
hil: de slinger van een klok, de duur van een harteklop,het verval van een atoomkern, de levensduur van een mens, het vallen van een steen, et
, allevers
hijnselen lijken langzamer te gaan voor een waarnemer, wanneer deze vers
hijnselen zi
hbewegen ten opzi
hte van deze waarnemer.5.4 Lorentz
ontra
tieEen tweede dire
t gevolg van het minkowskilijnelement is de lorentz
ontra
tie: afstanden tussengebeurtenissen zijn korter voor een waarnemer die beweegt ten opzi
hte van de gebeurtenissen.Startpunt is wederom het lijnelement en we kiezen de x-as als ri
hting van relatieve beweging.Er geldt
−c2dt2 + dx2 = −c2dt′2 + dx′2. (174)Om lorentz
ontra
tie aan te tonen bes
houwen we de volgende twee gebeurtenissen: de voorkantvan een lat passeert een waarnemer, en de a
hterkant van de lat passeert deze waarnemer. Voordeze waarnemer vinden de twee gebeurtenissen plaats op dezelfde positie, dus geldt dx′ = 0. Detijd die de lat erover doet om de waarnemer te passeren, dt′, kan gebruikt worden door dezewaarnemer als een maat voor de lengte van de lat. Als de lat passeert met een snelheid v,
on
ludeert deze waarnemer dat de lat een lengte heeft van L′ = vdt′. De re
hterkant van dezevergelijking kan dan ook worden ges
hreven als

−c2dt2 + dx2 = −c
2L′2

v2
. (175)De linkerkant van deze vergelijking heeft betrekking op een andere waarnemer die met de latmeebeweegt. Voor deze waarnemer vinden de twee gebeurtenissen (het de eerste waarnemerpasseren van voor en a
hterkant van de lat) plaats op een onderlinge afstand van L, de lengtevan de lat zoals gemeten door deze tweede waarnemer. De tijdsduur tussen de twee momenten, dtis e
hter anders voor deze waarnemer, omdat er een tijddilatatie optreedt51. Er geldt dt′ = γ−1dt.Als we dan vervolgens weer gebruiken dat de tijd dt′ een maat is voor de lengte L′ van de latzoals gemeten door de eerste waarnemer, dan kan vergelijking (175) ges
hreven worden als

−c2γ2L
′2

v2
+ L2 = −c

2L′2

v2
. (176)Dit is nu een relatie tussen de lengte van de lat zoals gemeten door de waarnemer die de latstil ziet staan, en zoals gemeten door de waarnemer die de lat ziet passeren met een snelheid v.Vereenvoudigd is deze relatie

L = γL′. (177)Wanneer herinnerd wordt dat γ altijd groter is dan 1, zien we nu dat de lengte van een lat korterlijkt voor iemand die de lat ziet bewegen, dan iemand die de lat in rust ziet. Dit is de lorentz-
ontra
tie: afstanden lijken korter wanneer waargenomen door een bewegende waarnemer. Merkop dat dit niet alleen geldt voor latten, maar natuurlijk voor alle fysis
h meetbare afstandsver-s
hillen. Net als tijddilatatie, is lorentz
ontra
tie een puur geometris
h e�e
t, een dire
t gevolgvan het minkowskilijnelement. Bovendien geldt ook hier weer dat er geen absoluut antwoord isop de vraag hoe lang een lat nu `e
ht' is: afstand is een snelheids-afhankelijke grootheid gewor-den, en kan dientengevolge alleen bepaald worden ten opzi
hte van een gegeven waarnemer: hetrelativiteitsprin
ipe!51De 
orre
te plaatsing van de lorentzfa
tor γ kan soms verwarrend zijn: welke waarnemer meet nu een langeretijdsduur? De vuistregel is altijd, dat de waarnemer die in rust is ten opzi
hte van de twee gebeurtenissen, dekortste tijdsduur meet tussen de twee gebeurtenissen. Dit betekent hier dat dt′

dt
< 1, wat aangeeft hoe de fa
tor

γ geplaatst dient te worden.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 875.5 De lorentztransformatiesUit het relativiteitsprin
ipe volgde al dat het lijnelement invariant dient te zijn onder transfor-maties van 
oördinaten. Dit betekent dat er een beperkte set waarnemers is die onderling hetminkowksilijnelement mogen gebruiken. We vragen ons af welke transformaties tussen waarne-mers het minkowskilijnelement niet van vorm doen veranderen.Wiskundig gezien is dan ook de vraag welke fun
ties x′ = x′(t, x, y, z), y′ = y′(t, x, y, z), z′ =
z′(t, x, y, z) de volgende vergelijking oplossen,

c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2dt′2 − dx′2 − dy′2 − dz′2. (178)Er zijn meerdere transformaties te bedenken die hieraan voldoen. De makkelijkste die we be-denken kunnen is dat we gewoon bij elke 
oordinaat een 
onstante optellen,
t′ = t+ at, x′ = x+ ax, y′ = y + ay, z′ = z + az. (179)Ingevuld in vergelijking (178) laat dire
t zien dat dit een oplossing is. Fysis
h betekent dezeoplossing niets anders dan dat de twee waarnemers een (vaste) afstand van elkaar staan (ax, ay, az),en dat de klok van een van de waarnemers een (vaste) hoeveelheid tijd voor of a
hter loopt opdie van de ander (at). Zulke transformaties noemt men translaties.Een tweede set transformaties die het lijnelement gegeven in vergelijking (178) invariant laten, kangevonden worden door veranderingen in de tijd en één van de plaats-
oördinaten (bijvoorbeeld

z) niet te bes
houwen. In dat geval moet voldaan worden aan
dx2 + dy2 = dx′2 + dy′2, (180)oftewel de som van twee kwadraten dient niet te veranderen. Deze vergelijking is eenvoudig opte lossen door te s
hrijven

x′ = Axx+Ayy y′ = Bxx+Byy, (181)waar Ax, Ay, Bx, By 
onstanten zijn. Ingevuld in vergelijking (180) laat dan zien dat voor deze
onstanten dient te gelden
A2

x +B2
x = 1, A2

y +B2
y = 1 AxAy = −BxBy. (182)Aan de eerste twee eisen kan dire
t voldaan worden: als een som van twee kwadraten een
onstante moet opleveren, dan ligt het voor de hand om sinussen en 
osinussen te proberen,aangezien voor deze fun
ties geldt cos2 α + sin2 α = 1 voor elke hoek α. Men kan dus kiezen

Ax = cosα,Bx = sinα en Ay = cos β,By = sin β om aan de eerste twee vergelijkingen te vol-doen; aan de derde vergelijking is dan ook voldaan wanneer gekozen wordt β = −α. Op dezemanier is de transformatie 
ompleet, en vinden we
x′ = (cosα)x+ (sinα)y, y′ = (sinα)x− (cosα)y. (183)Deze transformatie 
orrespondeert met een draaiing om de z-as over een hoek α. Bijvoorbeeld,als die hoek π

2 is (een draaiing van 90◦), dan is x′ = y, en y′ = x: de twee waarnemers staan stilten opzi
hte van elkaar, maar zijn onderling 90◦ gedraaid. Transformaties als deze heten rotaties.In het voorgaande hebben we alleen een draaiing over de z-as bes
houwd, maar de uitbreidingnaar draaiingen over de andere assen zijn net zo eenvoudig te vinden.Een derde soort transformatie kan gevonden worden door nu niet de tijd en een plaats
oördinaat
onstant te houden, maar in plaats daarvan twee ruimtelijke 
oördinaten (bijvoorbeeld y en z).In dat geval dient de transformatie te voldoen aan
−c2dt′2 + dx′2 = −c2dt2 + dx2. (184)



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 88Door nu te s
hrijven
ct′ = Atct+Axx, x′ = Btct+Bxx, (185)(waar At, Ax, Bt, Bx 
onstanten zijn) en in te vullen in vergelijking (184), wordt gevonden datde 
onstanten moeten voldoen aan

A2
t −B2

t = 1, −A2
x +B2

x = 1 AtAx = BtBx. (186)Deze keer zullen sinussen en 
osinussen niet voldoen, omdat hier nu het vers
hil van tweekwadraten een 
onstante moet zijn om aan de eerste twee vergelijkingen te voldoen. Dit ispre
ies wat de hyperbolis
he fun
ties cosh en sinh de�nieert: voor deze geldt namelijk dat
cosh2 η − sinh2 η = 1, voor elke waarde van η. Het ligt dan ook voor de hand te kiezen
At = cosh η,Bt = sinh η en Ax = sinh ρ,Bx = cosh ρ zodat aan de eerste twee vergelijkin-gen is voldaan. Aan de derde vergelijking kan vervolgens voldaan worden door ρ = η te kiezen.Hiermee is dan de transformatie 
ompleet, en vinden we

ct′ = (cosh η)ct+ (sinh η)x, x′ = (sinh η)ct+ (cosh η)x. (187)Wiskundig is dit een draaiing in ruimtetijd, maar dan over een `hyperbolis
he hoek' η in plaats vaneen normale. Maar wat betekent dit fysis
h? Met name: wat is de betekenis van de hyperbolis
hehoek η? Dit kan worden gevonden door de tijddilatatie te bes
houwen: we hadden al gezien datde tijden van twee waarnemers die met snelheid v ten opzi
hte van elkaar bewegen, gerelateerdzijn via vergelijking (172). Als we de di�erentiaalvorm nemen van vergelijking (187) en kiezen
dt′ = dτ , dan kunnen we de eerste uitdrukking in vergelijking (187) s
hrijven als

dτ = (cosh η)dt + (sinh η)
1

c
dx (188)Kwadrateren, delen door dt2 en vergelijken met de tijddilatatie formule geeft dan

cosh2 η +
(v

c

)2
sinh2 η + 2

(v

c

)

cosh η sinh η = 1 −
(v

c

)2
. (189)Dit is een kwadratis
he vergelijking voor de variabele v

c , en geeft een relatie tussen de snelheid
v en de hyperbolis
he hoek η. Zo is al meteen te zien dat η niets anders is dan een ingewikkeldemanier om de snelheid tussen twee waarnemers te bes
hrijven52. Wat de pre
ieze relatie is tussen
v en η vraagt nog een beetje meer rekenwerk. Allereerst moet vergelijking (189) hers
hrevenworden tot

(v

c

)2
(1 + sinh2 η) + 2

(v

c

)

(cosh η sinh η) + (cosh2 η − 1) = 0

⇒
(v

c

)2
(cosh2 η) + 2

(v

c

)

(cosh η sinh η) + (sinh2 η) = 0. (190)waar in de laatste stap de relatie cosh2 η− sinh2 η = 1 is gebruikt. Deze vergelijking kan wordenopgelost voor v
c met behulp van de ab
-formule. Het resultaat is het dire
te verband tussen v

cen η,
(v

c

)

= − sinh η

cosh η
≡ − tanh η ⇒ η = −arctanh

(v

c

) (191)52Deze alternatieve maat voor de snelheid wordt in sommige takken van de fysi
a meer gebruikt dan de snelheid
v; hij heeft als naam de rapidity. De reden voor deze voorkeur is dat de snelheid v tussen waarnemers nooit groterkan zijn dan de li
htsnelheid, terwijl de rapidity wel degelijk ∞ groot kan worden. Dit heeft soms rekenkundigevoordelen.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 89Dit kan nu worden gebruikt om de transformatievergelijking (191) uit te drukken in de snelheid
v, wat vaak een inzi
htelijker grootheid is dan de hyperbolis
he hoek η. Hiervoor kunnen devolgende rekenregels worden gebruikt53,

cosh
(

−arctanh
(v

c

))

=

√

1

1 −
(

v
c

)2 = γ

sinh
(

−arctanh
(v

c

))

= −
(v

c

)
√

1

1 −
(

v
c

)2 = −
(v

c

)

γ. (192)Merk op dat de lorentzfa
tor γ hier op natuurlijke wijze zijn intrede doet. Hiermee is dangevonden dat de transformaties tussen de twee waarnemers gegeven worden door
cdt′ = γ

(
cdt−

(
v
c

)
dx
)

dx′ = γ(dx− vdt)
dy′ = dy
dz′ = dz,







→







x0′

x1′

x2′

x3′







=







γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1













x0

x1

x2

x3







→ xµ′
= Λµ′

νx
ν(193)(waar de relaties tussen de y en z afstanden ook weer zijn toegevoegd). Hierbij is β = v/c desnelheid als fra
tie van de li
htsnelheid. Verder gebruiken we xµ met x0 = ct, x1 = x, x2 = y en

x3 = z, alsook de transformatiematrix Λν′
µ.De inverse transformaties kunnen we vinden door v door −v te vervangen. We vinden

cdt = γ(cdt′ + βdx′)
dx = γ(dx′ + vdt′)
dy = dy′

dz = dz′,







→







x0

x1

x2

x3







=







γ βγ 0 0
βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1













x0′

x1′

x2′

x3′







→ xµ = Λµ
ν′x

ν′
.(194)We zien dan dat vergelijking (193) ges
hreven kan worden als xµ′

= Λµ′
νxν , terwijl voor de inverserelaties (194) geldt xµ = Λµ

ν′xν′ . Deze vergelijkingen heten de lorentztransformaties, en speleneen hoofdrol in de SRT. Fysis
h stellen zij het vers
hil voor tussen afstanden en tijdsduren zoalsgemeten door waarnemers die zi
h ten opzi
hte van elkaar bewegen met een 
onstante snelheid
v in x-ri
hting. Zulke vergelijkingen zijn eenvoudig af te leiden voor waarnemers die zi
h metsnelheid v in andere ri
htingen bewegen. Tezamen met de translaties in alle ri
htingen en derotaties om de drie ruimte-assen, vormen de lorentztransformaties de volledige set transformatiesdie het lijnelement niet veranderen, oftewel: onder deze transformaties is het relativiteitprin
ipeveilig gesteld. De 
on
lusie is dan ook de volgende: zolang waarnemers maar louter getransla-teerd en/of geroteerd zijn ten opzi
hte van elkaar, of alleen met 
onstante snelheid ten opzi
htevan elkaar bewegen, kunnen zij allen het minkowskilijnelement blijven gebruiken, en gelden dusalle wetten afgeleid in dit hoofstuk voor de 
oördinaatsystemen voor al zulke waarnemers. Zulkestelsels noemen we inertiaalstelsels. Dit is wat de spe
iale relativititeitstheorie het predikaat`spe
iaal' geeft: alle wetten afgeleid gelden voor een beperkte set waarnemers. In latere hoofd-stukken zullen we onze bevindingen uitbreiden naar alle waarnemers, leidend tot de theorie vande algemene relativiteit. Voor nu zullen we in de rest van dit hoofdstuk altijd louter inertiaal-stelsels bes
houwen: vanaf nu zal er met `waarnemer' een waarnemer bedoeld worden die zi
h ineen inertiaalstelsel bevindt.53Deze rekenregels zijn eenvoudig te bewijzen met behulp van de de�nities: cosh x ≡ 1

2
(ex + e−x), sinh x ≡

1
2
(ex − e−x), arctanh x = 1

2
ln( 1+x

1−x
)



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 90De lorentztransformaties geven ons alle mogelijke relaties tussen de tijdsduren en afstandenzoals gemeten door vers
hillende waarnemers die zi
h bewegen met snelheid v ten opzi
hte vanelkaar. Twee spe
i�eke voorbeelden van zulke relaties hadden we al eerder gezien, toen nogdire
t afgeleid uit het minkowskilijnelement: de tijddilatatie en de lorentz
ontra
tie. Deze liggendan ook automatis
h opgesloten in de lorentztransformaties. Voor tijddilatatie hoeven we alleenmaar te kijken naar het spe
iale geval dat een van de waarnemers een tijdsduur meet tussentwee gebeurtenissen die ten opzi
hte van hem op een en dezelfde positie plaatsvinden, zodat
dx = 0; voor deze waarnemer s
hrijven we dt = dτ ; er volgt dan dire
t uit vergelijking (194) dateen andere waarnemer een tijdsduur meet tussen deze twee gebeurtenissen gelijk aan dt′ = γdτ .Dit is pre
ies de tijddilatatieformule in vergelijking (172). Verder, om de lorentz
ontra
tie af teleiden uit de lorentztransformaties hoeft alleen naar het spe
iale geval gekeken te worden dat detwee gebeurtenissen de metingen zijn van voor- en a
hterkant van een lat door een waarnemerdie deze metingen doet op een en hetzelfde tijdstip (immers: als dat niet het geval is, zal de lat`voorbij' vliegen in de tijd die deze waarnemer wa
ht tussen meting van voor- en a
hterkant, enstelt de afstand tussen gemeten positie van voor- en a
hterkant dus niet meer de lengte van delat voor). Voor deze waarnemer geldt dan ook dt = 0, en zal de lengte van de lat gegeven zijndoor dx = L; volgens vergelijking (194) meet de waarnemer in rust ten opzi
hte van de lat eenlengte van dx′ = L = γL. Dit is pre
ies de lorentz
ontra
tie formule, vergelijking (177).De tijddilatatie en lorentz
ontra
tie zijn sle
hts spe
iale gevallen van de lorentztransformaties,een set algemene relaties tussen tijdsduren en afstanden zoals gemeten door waarnemers diebewegen ten opzi
hte van elkaar met een snelheid v.5.6 Invariantie van de li
htsnelheidWe zijn nu op het punt aangekomen dat we ons kunnen buigen over de vraag hoe snelhedenveranderen tussen waarnemers die zi
h bewegen ten opzi
hte van elkaar. Snelheid is niets andersdan een verandering van positie gedeeld door de verstreken tijd benodigd om de afstand tussende begin- en eindposities te overbruggen. Maar zoals al gezien, zijn afgelegde afstanden enverstreken tijden niet meer absoluut: zij vers
hillen van waarnemer tot waarnemer. Het is danook te verwa
hten dat het 
on
ept gemeten snelheid op een nieuwe manier zal transformerentussen vers
hillende waarnemers. Hiervoor bes
houwen we twee waarnemers, 1 en 2, die tenopzi
hte van elkaar bewegen met een 
onstante snelheid v. Beiden kijken naar een bewegenddeeltje, en meten daar de snelheid van, waarbij u1 de snelheid is zoals gemeten door waarnemer1, en u2 de snelheid zoals gemeten door waarnemer 2. De vraag is nu hoe deze twee gemetensnelheden zi
h tot elkaar verhouden.Per de�nitie is de snelheid zoals gemeten door waarnemer 2 gegeven door

u2 ≡ dx2

dt2
. (195)De transformatie tussen tijd- en positievers
hillen wordt gegeven door de lorentztransformatie,vergelijking (194); teller en noemer kunnen dan ook dire
t worden ingevuld, en worden uitgedruktin de gemeten afstand en verstreken tijd dx1 en dt1 zoals gemeten door waarnemer 1. Dit levert

u2 =
γ

γ

dx1 + vdt1

dt1 +
(

v
c2

)
dx1

=

dx1
dt1

+ v

1 +
(

v
c2

)
dx1
dt1

=
u1 + v

1 +
(

v
c2

)
u1
, (196)waarin is gebruikt dat dx1 gedeeld door dt1 pre
ies de snelheid u1 is zoals gemeten door waarne-mer 1.Dit is de zogenaamde regel van Einstein voor het samenstellen van snelheden: gegeven de snelheid

u1 van een obje
t zoals gemeten door waarnemer 1, geeft deze formule ons de snelheid u2 van



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 91dit obje
t zoals gemeten door waarnemer 2 die zi
h zelf met snelheid v beweegt ten opzi
hte vanwaarnemer 1. Voor kleine snelheden gaat de relatie over in de normale optelling van snelhedenin de klassieke me
hani
a: u2 = u1 + v.Een aantal interessante eigens
happen kan nu worden opgemerkt. Zo kan eenvoudig wordenaangetoond dat als een waarnemer een deeltje ziet bewegen met een snelheid lager dan de li
ht-snelheid (oftewel u1 < c), elke andere waarnemer dit deeltje ook ziet bewegen met een snelheidlager dan de li
htsnelheid (u2 < c). Ook kan worden aangetoond dat als een waarnemer hetdeeltje ziet bewegen met een snelheid hoger dan de li
htsnelheid, elke andere waarnemer ditdeeltje ook ziet bewegen met een snelheid hoger dan de li
htsnelheid. Dit laatste is overigensalleen wiskundig waar: het zal later worden aangetoond dat niets sneller kan gaan dan het li
ht54.Het belangrijkste gevolg van Einsteins snelheidsregel is dat alle waarnemers dezelfde snelheidvoor een li
htsignaal zullen meten, ongea
ht de onderlinge snelheden tussen deze waarnemers:voor elke waarnemer zal een foton zi
h voortplanten met snelheid c. Neem als bewegend obje
teen foton, dat voor waarnemer 1 met een snelheid van u1 = c beweegt. Einsteins snelheidsregelzegt dan vervolgens dat ook waarnemer 2 dit foton met snelheid u2 = c ziet bewegen,
u2 =

u1 + v

1 +
(

v
c2

)
u1

|u1=c =
c+ v

1 +
(

v
c

) = c. (197)Dit betekent dat li
ht zi
h altijd (dit wil zeggen voor elke waarnemer in elk inertiaalsysteem)met de li
htsnelheid voortbeweegt! Stel dat waarnemer 1 een li
htstraal afvuurt. De fotonensnellen met de li
htsnelheid weg ten opzi
hte van waarnemer 1. Waarnemer 2 besluit om methoge snelheid het li
ht a
hterna te gaan. Hiertoe beweegt hij bijvoorbeeld met 99 % van desnelheid ten opzi
hte van waarnemer 1. Als hij nu een meting uitvoert van de snelheid van deli
htbundel uitgezonden door waarnemer 1, meet hij to
h weer dezelfde snelheid c. Ten opzi
htevan het li
ht heeft hij geen enkele vordering gemaakt! De snelheid v tussen de twee waarnemersblijkt geheel irrelevant (hij werd weggedeeld in de laatste stap). Blijkbaar maakt het niet uithoe snel de twee waarnemers zi
h bewegen ten opzi
hte van elkaar: als een van hen een fotonziet dat met de li
htsnelheid gaat, dan ziet elke andere waarnemer dit ook. De 
on
lusie is danook: li
ht gaat voor elke waarnemer met de li
htsnelheid. Men zegt ook wel: de li
htsnelheid isinvariant. Op deze manier hebben we Einsteins oorspronkelijke eerste postulaat teruggevonden,louter en alleen door uit te gaan van de minkowskimetriek en het relativiteitsprin
ipe.Tijddilatatie kan ook dire
t worden afgeleid uit de 
onstantheid van de li
htsnelheid voor ver-s
hillende waarnemers. Om dit duidelijk te maken bes
houwen we een eenvoudige klok gebaseerdop re�e
terend li
ht. De klok is weergegeven in Fig. 39. Elke kloktik 
orrespondeert met deheen- en terugreis van een foton tussen de spiegels. Voor een stilstaande klok duurt een kloktik
∆t2L

c s. Als de klok beweegt met snelheid v, dan moet het li
ht een langere weg a�eggen omde heen- en terugreis te maken. De geometrie laat toe om de kloktik van de bewegende klokte bepalen. Er geldt ∆t′ = 2D
c en de diagonale afstand D kan met behulp van de stelling vanPythagoras bepaald worden als D =

√

L2 + 1
4v

2(∆t′)2. Invullen en oplossen van ∆t′ levert
∆t′ = 2L

c
1

√

1− v2

c2

= γ∆t. We vinden hiermee weer de formule voor tijddilatatie.Een goed voorbeeld van tijddilatatie zijn muonen die ge
reëerd worden in de buitenste laag van deaardatmosfeer en ri
hting de aarde bewegen. Vanwege tijddilatatie is hun levensduur beduidendlanger dan de levensduur zoals die op aarde (in het rustsysteem van de muonen) gemeten wordt:2.2 µs. Dit laat toe dat dergelijke kosmis
he muonen een grotere weg a�eggen en het oppervlak54Dit geldt in de 
onventionele leer van de natuurkunde. Er zijn wel degelijk exotis
he theorieën waarin deeltjesbestaan die sneller gaan dan het li
ht (de zogenaamde ta
hyonen); e
hter, theorieën met ta
hyonen hebbendoorgaans de eigens
hap instabiele materie te voorspellen. Zulke deeltjes zullen daarom niet worden bes
houwd.
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Figuur 39: Een klok gebaseerd op een foton dat re�e
teert tussen twee spiegels. Links: de klokis in rust en een kloktik komt overeen met de vlu
httijd van het foton. Re
hts: een waarnemerdie een bewegende klok ziet, meet dat deze klok langzamer loopt.van de aarde bereiken kunnen. Voor een waarnemer die meereist met een muon nadert de aardemet een snelheid in de buurt van de li
htsnelheid, maar kan de afgelegde weg desondanks nietmeer dan c∆t = (3 × 108 m/s)(2.2 × 10−6) = 660 m a�eggen. To
h bereiken deze muonenhet aardoppervlak, terwijl de afstand van de buitenste laag van de atmosfeer tot het oppervlakongeveer 20 km is. De verklaring is dat deze lengte van 20 km voor de meereizende waarnemerlorentz-ge
ontraheerd is tot minder dan 660 m.We kunnen onze li
htklok ook gebruiken om lorentz
ontra
tie te begrijpen. We tonen de ge-ometrie in Fig. 40. Twee waarnemers A en B hebben een relatieve snelheid v ten opzi
hte van
(a)
 (b)
 (
c
)


Figuur 40: Een klok gebaseerd op een foton dat re�e
teert tussen twee spiegels. Panel (a):uiteinde 1 van de staaf passeert waarnemer A; panel (b): uiteinde 2 passeert A; panel (
): desituatie zoals gezien door waarnemer B.elkaar. Waarnemer B houdt een staaf vast in de ri
hting van v. We bes
houwen eerst de situatievanuit waarnemer A. Panel (a) toont de situatie waarbij uiteinde 1 van de staaf waarnemer Apasseert. Op dat moment stuurt A een li
ht�its in de ri
hting van de spiegel. In panel (b) wordtde situatie getoond waarbij uiteinde 2 van de staaf waarnemer A passeert. De afstand tussenwaarnemer A en de spiegel is dusdanig dat pre
ies op dit tijdstip de li
ht�its weer bij A aankomt.Voor A is er inmiddels een tijd ∆t′ verstreken. Waarnemer A die de lengte van een ten opzi
htevan hem bewegende staaf meet, 
on
ludeert dus dat de lengte van de staaf L′ gegeven wordtdoor L′ = 2v∆t′. Panel (
) s
hetst de situatie voor de met de staaf meebewegende waarnemer
B. Door te kijken naar dezelfde li
htklok meet B de lengte van de staaf als L = 2v∆t, waarbij
∆t de tijdspanne verstreken op zijn klok is. Vervolgens gebruikt hij de tijddilatatie formule,
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∆t = γ∆t′ (merk op dat waarnemer B de tijd van een voor hem bewegende klok gebruikt!) envindt L′ = L

√

1 − v2

c2
= L

γ .5.7 Verlies van universele de�nitie van tijd en gelijktijdigheidAls twee gebeurtenissen plaatsvinden op vers
hillende plaatsen, maar een waarnemer meet datze gelijktijdig gebeuren, dan kan het zo zijn dat een andere waarnemer (die beweegt ten opzi
htevan de eerste) meet dat ze voor hem niet gelijktijdig gebeuren. We noemen dit het verlies vangelijktijdigheid. Voor Newton en Galileo hadden voor en na een invariante betekenis: iedereenzou het erover eens zijn dat gebeurtenis A plaatsvond vóór gebeurtenis B. Dit lijkt alleen maarlogis
h omdat A wel eens de reden kan zijn dat B gebeurt, en het zou weleens tegenstrijdig kunnenzijn als iemand anders bepaalt dat B vóór A heeft plaatsgevonden. In de SRT is het alleen vereistdat de begrippen vóór en na nodig zijn als de gebeurtenissen elkaar kunnen beïnvloeden. Dusals A de gebeurtenis B kan veroorzaken, dan moet iedereen het erover eens zijn dat A eerderwas. E
hter A kan alleen B veroorzaken als li
ht (of een langzamer signaal) kan reizen van Anaar B: geen enkele invloed kan sneller reizen dan het li
ht. Derhalve, als B te ver verwijderdis om li
ht van A te ontvangen tegen de tijd dat B plaatsvindt, dan is er geen logis
he redendat vers
hillende waarnemers het erover eens moeten zijn welke van de gebeurtenissen het eerstplaatsvond.Gebeurtenissen die op dezelfde tijd maar op vers
hillende posities plaatsvinden, zoals gezien dooreen waarnemer, zijn pre
ies van dit soort: geen van beide kan de ander veroorzaken. Daaromgeeft de SRT ze geen unieke volgorde: voor de ene waarnemer gebeuren ze gelijktijdig, voor eenander gebeurt A eerst, en voor een derde kan B eerst gebeuren. E
hter alle drie de waarnemerszullen het erover eens zijn dat li
ht niet van de ene naar de andere gebeurtenis kan reizen, en erdus geen 
ausaal verband tussen beide gebeurtenissen kan zijn.Als e
hter li
ht kan reizen van A naar B, dan zullen alle waarnemers het hierover eens zijn engebeurt B later dan A (maar wel met vers
hillende tijddilatatie e�e
ten). Dus SRT behoudthet begrip van vóór en na, van toekomst en verleden, maar het past deze relatie niet toe op allemogelijke paren gebeurtenissen.Dit betekent dat het niet mogelijk is om Newtons idee van een drie-dimensionale absolute ruimtete handhaven, met tijd als alleen een parameter. In Newtons wereld zal iedereen het erover eenszijn hoe ruimte eruit ziet op een gegeven tijdstip. In Einsteins wereld is er alleen ruimtetijd,het vier-dimensionale 
ontinuüm van alle gebeurtenissen die op elk mogelijk tijdstip kunnenplaatsvinden. Gebeurtenissen zijn de punten in ruimtetijd. Een waarnemer zal een bepaaldeverzameling gebeurtenissen groeperen in de drie-dimensionale ruimte op een bepaald tijdstip.E
hter een andere waarnemer kan evenwel besluiten dat een andere verzameling gebeurtenissenruimte vertegenwoordigt op een bepaald tijdstip.Twee gebeurtenissen die geen 
ausaal verband met elkaar kunnen hebben, worden ruimtelijkges
heiden in ruimtetijd genoemd. Twee gebeurtenissen die verbonden kunnen worden dooriets dat reist met een snelheid lager dan de li
htsnelheid worden tijda
htig ges
heiden genoemd.Gebeurtenissen die verbonden kunnen worden door één enkel foton worden li
hta
htig ges
heidengenoemd. Relativiteitstheorie mengt de begrippen ruimte en tijd. Als we het gezi
htspunt vande waarnemer veranderen dan is er een transformatie van hoe we ruimte van tijd onders
heiden(zie vergelijkingen (194), hoe we tijdvers
hillen behandelen en hoe we afstanden meten. Dit alleswordt door de lorentztransformaties uitgedrukt.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 945.8 RuimtetijdHier stellen we ons wederom de vraag: wat is ruimtetijd? Waarom is het onjuist om overruimte en tijd als aparte grootheden te spreken in plaats van over ruimtetijd als geheel? Inde natuurkunde van Aristoteles werd ruimte voorgesteld als een Eu
lidis
he drie-dimensionaleruimte E
3. De punten van de ruimte behouden hun identiteit van het ene moment op het andere.Stel een deeltje bevindt zi
h in rust op een bepaald ruimtelijk punt. We nemen dan aan datwanneer we dit ruimtelijk punt nu bes
houwen en ook op een later tijdstip, we te maken hebbenmet hetzelfde ruimtelijk punt. Ons beeld van realiteit 
orrespondeert dan met het s
herm ineen bios
oop, waar een bepaald punt op het s
herm zijn identiteit behoudt wat er ook op dats
herm geproje
teerd wordt. Evenzo wordt tijd voorgesteld als een Eu
lidis
he ruimte, maar datis de triviale E

1 één-dimensionale ruimte55. De Eu
lidis
he ruimte geeft een de�nitie van hetbegrip afstand tussen punten. Verder is er een begrip van gelijktijdigheid. Het is dus absoluutzinvol om te spreken van gebeurtenissen die gelijktijdig hier en elders plaatsvinden. Om in debeeldspraak van de bios
oop te blijven: als we een bepaald frame van de �lm bes
houwen danworden alle gelijktijdige gebeurtenissen op vers
hillende plaatsen op het s
herm geproje
teerd.De ruimtetijd van Aristoteles is het produ
t
A = E

1 × E
3. (198)Het is eenvoudig de ruimte opgespannen door de paren (t, ~x), met t een element van E

1, een tijd,en ~x een element van E
3, een punt in de ruimte. Deze ruimtetijd wordt weergegeven in Fig. 41(linker �guur). Laten we nu eens kijken wat Galileo's relativiteitsprin
ipe voor een gevolg heeft

Figuur 41: Links: de ruimtetijd van Aristoteles A = E
1 × E

3 bestaat uit paren (t, ~x). Re
hts:de ruimtetijd van Galileo, G, is een �berruimte. Er is geen puntsgewijze 
onne
tie tussen ver-s
hillende E
3 �bers: er bestaat geen absolute ruimte! Er is e
hter wel een unieke tijd voor elkeruimtetijd gebeurtenis: absolute tijd bestaat.op ons begrip van ruimtetijd. Galileo vertelt ons dat de dynamis
he wetten hetzelfde zijn in elkinertiaalsysteem. Er is niets in de natuurkunde dat gebruikt kan worden om een systeem van rustte onders
heiden van een systeem dat met uniforme snelheid beweegt. Dit betekent dat er geendynamis
he betekenis is in het stellen dat een bepaald ruimtelijk punt op dit moment hetzelfdeis als het ruimtelijk punt een moment later. Het is zinloos te stellen dat het ruimtelijk puntwaar mijn ko�ekop zi
h nu bevindt, hetzelfde ruimtelijk punt is een minuut later. Gedurendedeze minuut is de aarde om zijn as geroteerd en in dat systeem is mijn ko�ekop op een anderruimtelijk punt. E
hter de aarde draait ook om de zon en dat levert weer een ander punt op.55Tijd wordt door Aristoteles niet voorgesteld als een kopie van de reële lijn R, want R bevat het voorkeurse-lement 0. Er is e
hter geen sprake van een voorkeur voor een oorsprong in de bes
hrijving van dynamis
heobje
ten.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 95Kortom, de analogie van een proje
ties
herm is onjuist! We hebben niet één enkele Eu
lidis
heruimte E
3 als de arena waarin de a
ties van de fysis
he wereld zi
h in de tijd afspelen. We hebbenvers
hillende E

3s voor elk tijdstip en er is geen natuurlijke identi�
atie tussen deze vers
hillende
E

3s. Wiskundig gezien is Galileo's ruimtetijd G geen produ
truimte E
1 × E

3, maar iets datwiskundigen een �berbundel noemen met als basis E
1 en �ber E

3. De situatie is ges
hetst inFig. 41 (re
hter �guur). Een �berbundel heeft geen puntgewijze 
onne
tie tussen één �ber en devolgende. Desalnietemin vormen de �bers samen een geheel. Aan elk ruimtetijd element van Gwordt een tijd toegekend, en deze laatste is een element van de `klokruimte' E
1.Het bestaan van een li
htsnelheid die voor elke waarnemer hetzelfde is, heeft het verdwijnen vande absolute tijd tot gevolg. In Fig. 42 nemen we een gebeurtenis P in ruimtetijd en bes
houwenwe alle li
htstralen die door P gaan voor elke ri
hting (zie Fig. 42a). We kunnen ruimtetijdvoorstellen door horizontaal de x en y ri
hting uit te zetten, terwijl we de tijd
oördinaat (ct)verti
aal kiezen. De li
htstralen vormen een kegel in ruimtetijd, de zogenaamde li
htkegel. Als wede li
htsnelheid als fundamenteel nemen, dan betekent dit dat we de li
htkegel als fundamenteelnemen. De li
htkegel de�nieert een stru
tuur in de tangentenruimte TP die hoort bij P. De

  (a)
   (b)
   (
c
)
Figuur 42: De li
htkegel spe
i�
eert de fundamentele snelheid van het li
ht. In (a) worden debanen van de uitgezonden fotonen ruimtelijk ges
hetst als een bol die expandeert vanuit punt
P. In (b) zien we dat in ruimtetijd de fotonen een kegel uitsnijden. In (
) zien we dat de kegelruimtetijd opsplitst in een verleden en een toekomst. De wereldlijn van een massief deeltje in
P heeft een ve
tor die naar de toekomst wijst en tijda
htig is. Deze ve
tor ligt dus binnen detoekomst li
htkegel van P.li
htkegel wordt gevormd door gebeurtenissen waarvoor geldt

s2 = c2∆t2 − ∆r2 = 0. (199)Gebeurtenissen die van P ges
heiden zijn door een tijda
htig interval, vallen binnen de li
htkegelen er geldt s2 > 0 → c2∆t2 > ∆r2. Dergelijke gebeurtenissen kunnen 
ausaal verbondenzijn. Dat is niet mogelijk voor zogenaamde ruimtelijk ges
heiden gebeurtenissen die buiten deli
htkegel vallen. Hiervoor geldt s2 < 0 → c2∆t2 < ∆r2.Merk op dat de li
htkegel uit twee delen bestaat: een verleden kegel en een toekomst kegel. Wekunnen ons de verleden kegel voorstellen als de ges
hiedenis van een li
ht�its die implodeert op
P. De toekomst kegel zien we als een li
ht�its die explodeert vanuit punt P. Fotonen liggen op derand van de kegel, terwijl de wereldlijnen van massieve deeltjes die door P gaan, binnen de kegeldienen te liggen. De stru
tuur van ruimtetijd in de SRT is zodanig dat voor elke gebeurtenisvan ruimtetijd een li
htkegel bestaat die voor deze gebeurtenis de 
ausale stru
tuur bepaalt. Wezullen dit uitdiepen in de volgende se
tie.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 965.9 RuimtetijddiagrammenWe gebruiken ruimtetijddiagrammen om gebeurtenissen in de vierdimensionale ruimtetijd tebes
hrijven. In een ruimtetijd diagram (ook wel minkowskidiagram genoemd) tonen we eenruimtelijke dimensie op de x-as en de tijd op de y-as. Een ruimtetijd diagram stelt typis
h het
oördinatenstelsel van een waarnemer voor. Deze waarnemer is dan zelf in rust in dit systeem enzijn wereldlijn 
orrespondeert met de tijd-as. Typis
h wordt verti
aal niet t, maar ct uitgezet,zodat de wereldlijn van een foton een re
hte lijn wordt met een helling van 45◦.We beginnen met het verhelderen van het vers
hil tussen de ruimtetijd van Galileo en die van deSRT. In de linker �guur stelt de s
huine lijn de tijd-as voor van een waarnemer die ten opzi
hte

(a)
 (b)
Figuur 43: Links: in de klassieke me
hani
a heeft een gebeurtenis A plaats op hetzelfde tijdstip.Re
hts: in de SRT kennen vers
hillende waarnemers vers
hillende tijden toe aan gebeurtenis A.van het 
oördinatensysteem beweegt met snelheid v. Op tijdstip x = x′ = t = t′ = 0 vallenbeide 
oördinatensystemen samen. De as van de bewegende waarnemer staat niet loodre
ht opde x-as en de tijds
haal is uitgerekt. Beide waarnemers observeren gebeurtenis A en kennen erdezelfde tijd aan toe, omdat de klassieke me
hani
a een absolute tijd t = t′ voor gebeurtenissenkent. De plaats is vers
hillend omdat de bewegende waarnemer naar gebeurtenis A toe beweegt.Deze gra�s
he representatie noemen we een galileotransformatie.Einstein ontdekte dat deze bes
hijving onjuist is. Het 
oördinatensysteem van een bewegendewaarnemer dient getekend te worden zoals gedaan is in de re
hter afbeelding in Fig. 43. Ditvolgt dire
t uit de lorentztransformaties, zie vergelijking (194). Voor de hoek α geldt tanα = v
c .Er bestaat geen absolute tijd meer en beide waarnemers kennen vers
hillende tijden toe aangebeurtenis A.Ook het verdwijnen van gelijktijdigheid kunnen we dire
t zien in een ruimtetijd diagram, zie Fig.44. Hiertoe bes
houwen we twee waarnemers die relatief ten opzi
hte van elkaar bewegen metsnelheid v. Het 
oördinatensysteem van de bewegende waarnemer is aangegeven met x′ en ct′ inhet systeem van de stilstaande waarnemer. De oriëntatie van deze assen kan gevonden wordenuit de lorentztransformaties. We bes
houwen twee ruimtea
htig ges
heiden gebeurtenissen Aen B. Deze gebeurtenissen kunnen geen 
ausaal verband met elkaar hebben, omdat ze nietdoor fotonen (dat zijn lijnen onder ±45◦) of langzamere signalen verbonden kunnen worden.De gebeurtenissen gebeuren gelijktijdig in het systeem van de stilstaande waarnemer. In hetsysteem van de bewegende waarnemer gebeurt B op tijdstip C en gebeurtenis A op tijdstip D.
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Figuur 44: Ruimtetijddiagram voor een stilstaande waarnemer heeft assen x en ct, terwijl hetdiagram voor een waarnemer die met snelheid v ten opzi
hte van de eeste beweegt, de assen x′en ct′ heeft. Voor de stilstaande waarnemer vinden gebeurtenissen A en B gelijktijdig plaats.Dat is niet zo voor de bewegende waarnemer.In zijn systeem gebeurt B eerder dan A. Er is e
hter ook een systeem te vinden waarin A eerdergebeurt dan B. Dat is een waarnemer die met snelheid −v beweegt ten opzi
hte van stilstaandewaarnemer. We zien dat tijd haar absolute betekenis heeft verloren. Welke deelverzamelinggebeurtenissen van ruimtetijd de gelijktijdige gebeurtenissen vormt, hangt af van de bewegingvan de waarnemer.5.10 Relativistis
h Dopplere�e
tDe verandering van het begrip tijd in de SRT leidt tot een eenvoudige modi�
atie van de formulevoor de roodvers
huiving van een foton, zie vergelijking (8) en ook Fig. 2. In se
tie 2.4 teldenwe het aantal gol�ronten dat een bewegende dete
tor passeert, en vergeleken dat met het aantaldat een dete
tor in rust registreerde. Het aantal gol�ronten dat per tijdseenheid passeert is defrequentie van de golf. We dienen nu in rekening te brengen dat de klok van een bewegendedete
tor iets langzamer loopt dan die van een dete
tor in rust. Dit betekent dat als de dete
torin rust N gol�ronten telt in tijd t, dan telt de bewegende dete
tor N ′ = N(1 − v
c ) gol�ronten(zie Fig. 2) in een tijd t′ = t/γ (Einsteins tijddilatatie). Als we het aantal gol�ronten delen doorde tijd, dan meet de stilstaande dete
tor een frequentie f = N/t, terwijl de bewegende dete
toreen frequentie f ′ = N ′/t′ meet. Dit levert

f ′ = (1 − v

c
)γf =

1 − v
c

√

1 − v2

c2

f. (200)Bovenstaande relatie geldt als de bewegende waarnemer zi
h verwijdert van de li
htbron, zoalsgezien door een waarnemer in rust. Dit produ
eert een verlaging van de frequentie, een roodver-s
huiving. In het geval de waarnemer de bron nadert, spreken we over een blauwvers
huiving.Omdat de noemer altijd kleiner is dan 1, zijn de waarden van de rood- of blauwvers
huivinggroter dan die op basis van de niet-relativistis
he Doppler formule. Merk op dat er zelfs eenvers
huiving is als de bewegende waarnemer loodre
ht beweegt op de ri
hting naar de li
htbron.In dat geval is de niet-relativistis
he Doppler vers
huiving gelijk aan nul, omdat de loodre
htebeweging geen gol�ronten toevoegt of aftrekt van het aantal dat geteld wordt door een stilstaandedete
tor. E
hter is er nog steeds de tijddilatatie en die redu
eert de hoeveelheid tijd dat een
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tor kan meten. Dit produ
eert een blauwvers
huiving in de SRT, terwijl er geene�e
t is in de klassieke Doppler formule. Dit wordt het transversale Dopplere�e
t genoemd.5.11 Relativistis
he me
hani
aDe lagrangiaanse methode bes
hreven in se
tie 2.8 leent zi
h uitstekend voor de uitbreidingvan de me
hani
a van Newton naar een versie die overeenkomt met het relativiteitsprin
ipe.Allereerst zullen we een vrij deeltje bes
houwen, oftewel een deeltje met massa m dat beweegtzonder beïnvloed te worden door een kra
ht. De lagrangiaan voor een dergelijk deeltje bestaatdan alleen uit een kinetis
he term,
L = K. (201)In de klassieke me
hani
a wordt de kinetis
he energie gegeven doorK = 1

2m~v
2. Deze uitdrukkingkunnen we e
hter niet overnemen in de relativiteitstheorie. Immers, het relativiteitsprin
ipe eistdat de natuurwetten zodanig geformuleerd dienen te worden, dat zij niet van vorm veranderenwanneer naar een ander inertiaalstelsel wordt getransformeerd. Dit betekent dat de gezo
htelagrangiaan invariant moet zijn onder transformaties tussen inertiaalstelsels, en daar voldoetbovenstaande uitdrukking zeker niet aan. E
hter, met enige aanpassing is een vorm te vindendie erg lijkt op de oude uitdrukking, maar die wel degelijk invariant is. Hiervoor s
hrijven weeerst de oude uitdrukking uit als

L = K =
1

2
m
dxi

dt

dxi

dt
, (202)waar Einsteins sommatie
onventie gebruikt is: dxidxi = dx2 + dy2 + dz2. Wat de invariantievan deze uitdrukking in de weg staat zijn twee dingen: allereerst zijn de dx-en inertiaalstelsel-afhankelijk; ten tweede zijn de dt's dat eveneens. We hadden immers al gezien dat waarnemers invers
hillende inertiaalsystemen, vers
hillende afstanden en tijdsduren meten. Deze uitdrukkingkan daarom nooit voldoen aan het relativiteitsprin
ipe. E
hter, wanneer we dxidxi vervangendoor ηµνdx

µdxν staat in de teller nu pre
ies het lijnelement ds2, waarvan bekend is dat ditinvariant is. Op dezelfde manier ligt een uitbreiding van de twee dt's ook voor de hand: vervang
dtdt door dτ2, zodat ook dit nu invariant is geworden. Een natuurlijke suggestie voor eenrelativistis
he lagrangiaan van een vrij deeltje is dan

L =
1

2
mηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
. (203)Deze overwegingen zijn natuurlijk geen bewijs voor de geldigheid van deze uitdrukking: het is eengok. Er zijn ook andere Lagrangianen denkbaar die voldoen aan het relativiteitsprin
ipe. E
hter,deze uitdrukking is de meest eenvoudige, en bovendien zal blijken dat de bewegingswettemdie hieruit volgen, redu
eren tot de oude vertrouwde bewegingswetten van Newton wanneer zetoegepast worden in situaties waarbij snelheden veel lager zijn dan de li
htsnelheid. Uiteindelijkzal het e
hter aan het experiment zijn om aan te tonen of de gevonden wetmatigheden 
orre
tzijn. Tot nu toe wijzen alle experimenten uit dat dit inderdaad het geval is.De a
tie S behorend bij deze lagrangiaan wordt verkregen door de lagrangiaan te integreren overde tijd. Ook hier moet het relativiteitsprin
ipe in a
ht worden genomen: de uitdrukking moetworden geïntegreerd over de eigentijd dτ (in tegenstelling tot over de waarnemer-afhankelijketijd t) om zo de invariantie van de a
tie te waarborgen. De a
tie wordt dan dus

S =

∫ τ2

τ1

{
1

2
mηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

}

dτ. (204)



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 99Om de bewegingswet voor het deeltje af te leiden, dient het prin
ipe van extreme a
tie weer teworden toegepast: er moet gezo
ht worden naar het pad xµ(τ) dat de waarde van deze integraalminimaal of maximaal maakt. De Euler-Lagrange vergelijkingen voor deze situatie hebben devorm56
∂L

∂xα
=

d

dτ

(

∂L

∂
(

dxα

dτ

)

)

. (205)Merk op dat dit vier vergelijkingen zijn: voor elk van de vier 
oordinaten van het pad xµ(t) is ereen vergelijking die moet worden opgelost. Wanneer de relativistis
he lagrangiaan wordt inge-vuld en beide zijden van de Euler-Lagrange vergelijkingen worden uitgerekend, wordt gevondendat een vrij relativistis
h deeltje een pad xµ(τ) volgt waarvan de 
omponenten voldoen aan devergelijkingen
m
d2xµ

dτ2
= 0. (206)Dit lijkt sprekend op de tweede wet van Newton voor een vrij deeltje, met twee subtiele vers
hillen.Ten eerste doet de wet van Newton uitspraken over de drie plaats
oördinaten van het deeltje,waar deze nieuwe uitdrukking ook uitspraak doet over de tijd. Deze laatste stelt dat

m
dt2

dτ2
= 0, (207)waaruit volgt dat dt

dτ gelijk is aan een 
onstante. Dat is niet verrassend: we hadden immers algezien dat de tijd τ zoals gemeten door een waarnemer die het deeltje ziet stilstaan, een andereis dan de tijd t gemeten door een waarnemer die het deeltje ziet bewegen. Dit was pre
ies hettijddilatatie e�e
t zoals besproken in se
tie 5.3, en de waarde van deze 
onstante laat zi
h danook a�ezen van vergelijking (172): het is pre
ies de lorentzfa
tor γ.

Figuur 45: Ruimtetijddiagram in een spe
i�ek lorentzframe dat de 3D ruimte toont op t = 0de viersnelheid ~U van een deeltje dat deze 3D ruimte passeert (op t = 0), en twee 3D ve
torendie in deze 3D ruimte liggen: het ruimtelijke deel van de viersnelheid ~U en de gewone snelheid ~vvan het deeltje.56Dit is een generalisatie van vergelijking (28). Het bewijs van deze stelling gaat analoog aan dat van vergelijking(28).



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 100Het tweede vers
hil met de wet van Newton is het feit dat er hier afgeleiden worden genomen naarde eigentijd τ , waar in Newtons theorie afgeleiden werden genomen naar de tijd t. Dit maaktvan deze nieuwe afgeleide een soort `gemengd-obje
t': de gemeten afstanden x worden genomenzoals gemeten door een willekeurige waarnemer ten opzi
hte van wie het deeltje beweegt, waar detijd gemeten wordt door de waarnemer die stilstaat ten opzi
hte van het bewegende deeltje. Ditobje
t wordt de viersnelheid Uµ(t) genoemd. Er geldt ~U = d~x/dτ en voor de 
omponenten geldt
Uα = dxα/dτ . Dit betekent voor de gewone snelheid dat vj ≡ dxj

dt = dxj/dτ
dt/dτ = Uj

U0 . Deze relatie in
ombinatie met de normering van ~U , ~U2 = gαβU
αUβ = −(U0)2 +δijU

iU j = −1, betekent dat de
omponenten van de viersnelheid van de vorm U0 = γ, U i = γvi, met γ = 1/(1− δijvivj)
1
2 zijn.We vatten een en ander nog een samen in Fig. 45. Het is nuttig om vj te zien als de 
omponentenvan een 3D ve
tor ~v, de gewone snelheid, die leeft in de 3D eu
lidis
he ruimte t = constant vanhet gekozen lorentzstelsel. Deze 3D ruimte is niet goed gede�nieerd totdat er een lorentzstelselgekozen is, en daarom hangt het bestaan van ~v af van de spe
i�eke keuze. Op het moment dateen lorentzframe gekozen is, kunnen we ~v zien als een 
oördinaten-onafhankelijk obje
t.Teneinde weer 
onta
t te maken met de klassieke me
hani
a, s
hrijven we de viersnelheid om naareen meer natuurlijk obje
t (te weten: afstand en tijd gemeten door een en dezelfde waarnemer).Dit kunnen we doen door te bese�en dat de verlopen tijd gemeten door het deeltje, en die dooreen andere waarnemer, met elkaar gerelateerd zijn via de formule van tijddilatatie: dτ = γ−1dt.Op deze manier is de gevonden wet uit te drukken als

mγ2d~x
2

dt2
= 0. (208)De wet van Newton kan nu gezien worden als een spe
iaal geval van deze nieuwe wet. Als weaannemen dat het deeltje veel langzamer beweegt dan het li
ht ten opzi
hte van de waarnemerin wiens tijdsduur en afstand we nu alles hebben uitgedrukt (oftewel we nemen aan dat v ≪ c),dan kan vergelijking (208) benaderd worden door

mγ2d~x
2

dt2
≡ m

1 −
(

v
c

)2

d~x2

dt2
≈ m

(

1 +
(v

c

)2
)
d~x2

dt2
≈ m

d~x2

dt2
= 0, (209)waar gebruik is gemaakt van de wiskundige regel (1+x)m ≈ 1+mx, welke geldt als x≪ 1. Dit ispre
ies de wet van Newton! Zo is nu aangetoond dat de wet van Newton sle
hts een spe
iaal gevalis van een meer algemene bewegingswet, vergelijking (206)! Dit geeft ons vertrouwen dat onzekeuze voor de lagrangiaan waars
hijnlijk de juiste was: hij voldoet aan het relativiteitsprin
ipe,en geeft ons bovendien onze oude vertrouwde bewegingswetten terug.Met dit in het a
hterhoofd kunnen we nu verder gaan met het a�eiden van wetten betre�endede energie en impuls. Zoals besproken in se
tie 2.8, volgt een impuls uit een gegeven lagrangiaanvia vergelijking (36). Toegepast op de relativistis
he lagrangiaan levert dit voor de impuls vanhet vrije deeltje

pα =
∂L

∂ dxα

dτ

= m
dxν

dτ
ηαν , (210)en na beide kanten te 
ontraheren met de inverse ηµα van de minkowksimetriek wordt dit

pµ = m
dxµ

dτ
= mUµ. (211)Wederom lijkt dit erg op de impuls zoals bekend uit de me
hani
a van Newton: een massavermenigvuldigd met een snelheid. E
hter, de snelheid is hier nu weer de viersnelheid, en deze



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 101nieuwe impuls wordt dan ook de vierimpuls genoemd. Vergeleken met de uitdrukking voor denewtoniaanse variant, vergelijking (37), gaan weer twee vers
hillen op: ten eerste is er een nul-
omponent aanwezig, en ten tweede is het weer een `gemengd-obje
t': afgelegde afstand gemetendoor een willekeurige waarnemer, en tijdsduur gemeten door een waarnemer die stilstaat tenopzi
hte van het deeltje. Het tweede vers
hil kunnen we weer een plaats geven door de relatietussen eigentijd en tijd te gebruiken. Dit levert
pα = mγ

dxα

dt
, (212)en via dezelfde benaderingsmethode als gebruikt in vergelijking (209) volgt dire
t dat de i-
omponent (i = 1, 2, 3) hiervan redu
eert tot de impuls zoals bekend uit de me
hani
a vanNewton, wanneer het deeltje veel langzamer beweegt dan het li
ht. De i = 1, 2, 3 
omponentenvan dit obje
t worden daarom opgevat als de relativistis
he uitdrukkingen van de impuls. Watde nul-
omponent betreft, deze moet nog een interpretatie krijgen. Deze 
omponent is

p0 = mcγ. (213)Via een dimensie-analyse is meteen te zien dat het de dimensie van een energie heeft, en ditwekt de suggestie dat het gaat om de energie van het vrije deeltje. De vraag dringt zi
h dan alsnel op: op welke manier is deze uitdrukking gerelateerd aan de newtoniaanse uitdrukking voorde energie van een vrij deeltje, K = 1
2mv

2? Ook hier biedt de benadering van lage snelhedenuitkomst. Er geldt
cp0 = mc2

1
√

1 −
(

v
c

)2
≈ mc2

(

1 +
1

2

(v

c

)2
)

= mc2 +K, (214)waar de uitdrukking voor de newtoniaanse energie K van een vrij deeltje is ingevuld. Hier isnu gevolgd dat, in de benadering van lage snelheden, de nul-
omponent van de relativistis
heimpuls redu
eert tot de newtoniaanse energie plus een extra term. Afgezien van deze 
onstanteterm, is de nul-
omponent bij lage snelheden inderdaad gelijk aan de energie van het deeltjezoals voorspeld door de newtoniaanse me
hani
a. Het ligt dan ook voor de hand om aan tenemen dat we p0 ook bij hoge snelheden mogen opvatten als de energie van het deeltje. Wat de
onstante term betreft kan de vraag worden gesteld hoe fysis
h interessant deze is. Immers, inde natuurkunde kennen alleen energievers
hillen een meetbare betekenis57, en dus zal elke extra
onstante term toegevoegd aan de energie van een systeem uit de berekening vallen wanneereen energievers
hil opges
hreven wordt. To
h heeft de 
onstante term m hier wel degelijk eenfysis
he betekenis: het is namelijk niet zomaar een willekeurige 
onstante, het is een 
onstantedie een eigens
hap van het deeltje bevat (de massa)! Deze energie is ook aanwezig wanneer hetdeeltje geen bewegingsenergie heeft voor een gegeven waarnemer, K = 0; we spreken dan ookover rust-energie, en deze is gelijk aan
E = mc2. (215)Dit is welli
ht de bekendste formule uit de natuurkunde. Hij zegt dat elke massa een energiemet zi
h meedraagt gelijk aan deze massa maal c2, en dat dit energie is die zi
h niet laatwegtransformeren door naar een ander inertiaalstelsel te gaan. Het is daarom een fundamentelehoeveelheid energie voor een gegeven massa m: voor alle waarnemers geldt dat een massa opzijn minst deze hoeveelheid energie met zi
h meedraagt.57Denk bijvoorbeeld aan de relatie tussen een kra
ht F in de x-ri
hting en de potentiële energie V : F = − dV

dx
,oftewel een meetbare grootheid is uitgedrukt als een vers
hil in energie.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 102Resumerend is nu gevolgd dat onze keuze voor de lagrangiaan ons een uitdrukking geeft voor deimpuls, waarvan de i-
omponenten netjes redu
eren tot de impuls zoals die in de newtoniaanseme
hani
a bekend was; de nul-
omponent van de vierimpuls blijkt overeen te komen met deenergie van het deeltje. We s
hrijven dan ook
pµ =







E
c
px

py

pz






, (216)waarin geldt

E = γmc2, pi = γmvi. (217)De naam is niet de enige overeenkomst tussen de vierimpuls en viersnelheid: beide transformerenop dezelfde manier tussen inertiaalsystemen. Met name de lorentztransformaties werken op dezeobje
ten op dezelfde manier; dit betekent dat twee waarnemers die zi
h in de x-ri
hting metsnelheid v bewegen ten opzi
hte van elkaar, vers
hillende energie (E en E′) en impuls (px en p′x)meten van een en hetzelfde deeltje, en dat deze zi
h tot elkaar verhouden als
E′
c = γ

(
E
c −

(
v
c

)
px

)

p′x = γ
(
px − v E

c2

)

p′y = py

p′z = pz







→







p0′

p1′

p2′

p3′







=







γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1













p0

p1

p2

p3







→ pµ′
= Λµ′

νp
ν(218)Bovendien kunnen we de 
ontra
tie pµp

µ van de vierimpuls met zi
hzelf nemen, omdat we algezien hadden dat de 
ontra
tie van een vierve
tor met zi
hzelf altijd een invariant oplevert. Hetis dan eenvoudig om aan te tonen dat deze invariant gelijk is, op een fa
tor −c2 na, aan de massavan het deeltje in het kwadraat. Er geldt
ηµνp

µpν = −
(
E

c

)2

+ p2

= −m2c2γ2 +m2v2γ2

= −m2c2γ2

(

1 −
(v

c

)2
)

= −m2c2. (219)Dit leidt dan tot de volgende uitdrukking voor de relatie tussen de energie en de impuls,
E2 = p2c2 +m2c4. (220)Deze is bijna geheel58 equivalent aan de eerder gevonden uitdrukking voor de relativistis
heenergie, vergelijking (214), maar is in de praktijk soms te prefereren omdat deze ons in staatstelt de energie van een deeltje uit te rekenen zonder de snelheid v van het deeltje te hoevenkennen. Met name in de deeltjesfysi
a, waar men vaak de impulsen van de deeltjes beter kanmeten dan louter hun snelheid, wordt deze formule veel gebruikt.Het belang van energieën en impulsen in de relativiteitstheorie is dezelfde als die in de New-toniaanse me
hani
a. Daar is het een experimenteel gegeven dat energie en impuls behouden58Er is een subtiel maar belangrijk vers
hil: deze uitdrukking geeft niet de energie van een deeltje, maar hetkwadraat van de energie; er moet dus nog een wortel worden genomen! Nu heeft een kwadratis
he vergelijkingaltijd twee oplossingen: een met een plusteken, en een met een minteken. De laatste oplossing duidt op deeltjesmet een negatieve energie, iets wat vergelijking (214) nog niet deed! Het 
orre
t interpreteren van deze nieuweoplossingen leidde Paul Dira
 tot het voorspellen van het bestaan van antimaterie.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 103grootheden zijn; dit levert enorme voordelen op tijdens het berekenen van me
hanis
he pro
essen.Het blijkt experimenteel dat dit nog steeds geldt voor onze nieuwe uitdrukkingen voor de energieen impuls: elk experiment toont aan dat deze twee grootheden niet veranderen tijdens fysis
hepro
essen. Dit maakt het uitermate handig om met energie en impuls te werken wanneer eenrelativistis
h probleem wordt bes
houwd. Het is hier nu van belang om het vers
hil tussen `be-houden' en `invariant' te onderstrepen: een grootheid is behouden wanneer geldt dat zijn waardevoor en na een pro
es dezelfde is; een grootheid is invariant als geldt dat zijn waarde voor allewaarnemers in vers
hillende inertiaalstelsels dezelfde is. Enkele voorbeelden: de li
htsnelheid
c is een invariant en is behouden; de massa van een deeltje is invariant maar in het algemeenniet behouden; de energie van een deeltje is behouden maar niet invariant; snelheden zijn in hetalgemeen zowel niet behouden no
h invariant.Nog enkele woorden over snelheden. Zoals al besproken, volgt uit de minkowskimetriek desnelheidsregel van Einstein, waaruit we hebben laten volgen dat het onmogelijk is een deeltjesneller te zien gaan dan het li
ht als het voor een enkele waarnemer niet sneller gaat dan hetli
ht. De vraag of er een waarnemer bestaat voor wie het deeltje sneller gaat dan het li
htis nog niet aan de orde gekomen. Met de uitdrukking voor de relativistis
he energie kan dievraag nu de�nitief worden beantwoord, en wel als volgt. De uitdrukking gegeven in vergelijking(214) voor de relativistis
he energie vertelt ons dat er in een deeltje dat zi
h ten opzi
hte vanons met snelheid v beweegt, een energie E vers
holen is. Omgekeerd kan de relatie ook gelezenworden als de hoeveelheid energie benodigd om een deeltje vanuit stilstand tot deze snelheid teversnellen. Als wij nu een deeltje naar de li
htsnelheid willen versnellen, dan geldt v = c enwordt de noemer van vergelijking (214) gelijk aan nul: de benodigde energie E wordt oneindiggroot. Dit is een andere manier van zeggen dat het onmogelijk is een deeltje de li
htsnelheidte geven! Hiermee is dan ook aangetoond dat deeltjes voor deze waarnemer niet sneller kunnengaan dan de li
htsnelheid; via Einsteins snelheidsregel volgt dan dire
t dat geen enkele anderewaarnemer het deeltje sneller dan het li
ht kan zien bewegen.Er is een uitzondering op deze regel. Om tot de energie E van∞ te komen, hebben we opgemerktdat een deeltje met snelheid v = c de noemer in vergelijking (214) gelijkmaakt aan nul, en delendoor nul geeft oneindig. Dit is inderdaad waar, mits de teller niet gelijk is aan nul. Als de tellervan een breuk ook gelijk is aan nul, levert delen door nul niet altijd meer oneindig op. De waardevan de uitkomst is dan onbepaald: afhankelijk van de 
ontext kan er iets eindigs uitkomen. Hierstaat in de teller van de breuk de massa van het deeltje, dus al met al ziet het ernaar uit dater wel degelijk deeltjes zouden kunnen bestaan die met pre
ies de li
htsnelheid bewegen mits demassa van zulke deeltjes maar gelijk is aan nul59. Zulke deeltjes kennen we: fotonen60 gaan metde li
htsnelheid, en deze hebben inderdaad een massa gelijk aan nul. Dit volgt uit alle metingen,maar het is interessant om te zien dat dit resultaat ook volgt uit puur theoretis
he overwegingen.De impuls van een foton heeft de waarde E = |~p|c. Zoals elke keer weer blijkt dit een dire
tgevolg te zijn van de minkowskimetriek en het relativiteitsprin
ipe!De vraag dient zi
h dan aan wat de waarde is van de energie van een foton: wat is hier deuitkomst van nul gedeeld door nul? De uitdrukking voor de relativistis
he energie doet geenuitspraak. Dit betekent niet dat er geen antwoord bestaat voor de energie van een massaloosdeeltje, maar alleen dat deze waarde niet door vergelijking (214) of door de relativiteitstheoriebepaald kan worden, en dat een andere formule nodig is. In het geval van een foton is de formule59Een omgekeerde 
on
lusie kan ook worden getrokken uit vergelijking (214): als een deeltje een massa gelijkaan nul zou hebben maar niet zou bewegen met de li
htsnelheid, zou alleen de teller nul zijn, en daarmee de heleuitdrukking voor de energie. Deeltjes zonder energie bestaan niet (alles heeft energie), en dus volgt nu ook datals een deeltje geen massa heeft, het noodzakelijkerwijs met de li
htsnelheid moet bewegen.60Er zijn nog meer massaloze deeltjes die met de li
htsnelheid bewegen: gluonen en gravitonen. Voor het gemakspreken we alleen over de fotonen, maar impli
iet bedoelen we hier alle massaloze deeltjes mee.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 104bekend uit de quantumme
hani
a,
E = hf (221)waar f de frequentie (kleur) van het li
ht is, en h de 
onstante van Plan
k. De ontdekkingvan deze formule door Max Plan
k in 1900, was de start van de studie van de quantumme
ha-ni
a. Samen met de ontdekking van de spe
iale relativiteitstheorie leidde de ontwikkeling van dequantumme
hani
a tot een gehele hers
hrijving van de grondslagen van de natuurkunde.5.12 De extra traagheid van drukWe hebben gezien hoe SRT geïsoleerde li
hamen beïnvloedt als ze sneller bewegen: klokken(lopen trager), afstanden (worden korter), versnelde deeltjes (hun energie neemt toe), et
. DeSRT heeft e
hter ook gevolgen voor een verzameling deeltjes, een gas. Met name speelt degasdruk een belangrijke rol in de traagheid van het gas. We zullen ontdekken dat hoe hogerde gasdruk, hoe moeilijker het is om het gas te versnellen (de traagheid neemt toe). Dit heeftbelangrijke gevolgen voor de ART. Als we neutronensterren bestuderen zullen we ontdekken datdit e�e
t ervoor zorgt dat het neutronengas een groter gewi
ht heeft. Dit zal ertoe leiden datde ster een grotere gasdruk krijgt, hetgeen ervoor zorgt dat het gewi
ht toeneemt, et
. Dezedruk-terugkoppeling leidt er uiteindelijk toe dat het onmogelijk wordt voor de ster om zi
hzelfin stand te houden: de traagheid van de gasdruk leidt de ineenstorting tot een zwart gat in.De traagheid van de gasdruk is terug te leiden op de lorentz
ontra
tie. We bekijken het e�e
talleen voor kleine snelheden, waar SRT 
orre
ties relatief klein zijn. We bes
houwen een doosmet volume V die gevuld is met een uniform gas met massadi
htheid ρ en gasdruk P . Stel datwe een kleine kra
ht uitoefenen op de doos, waardoor we haar versnellen tot een snelheid v, dieklein is ten opzi
hte van c. De vraag is nu: hoeveel energie hebben we moeten leveren om hetgas een snelheid v te geven? Ter vereenvoudiging spreken we alleen over het gas en niet over dedoos (astronomis
he obje
ten als sterren zitten niet in een doos ...).Als het gas een snelheid v heeft, dan heeft het kinetis
he energie. Men zou dus kunnen verwa
htendat de totale energie die we hebben moeten toevoegen aan de doos om het gas te versnellen gelijkis aan deze kinetis
he energie: 1

2mv
2 = 1

2ρV v
2. Dit is e
hter niet het hele verhaal, omdat delorentz
ontra
tie de lengte van de doos kleiner heeft gemaakt en daarmee het volume veranderdheeft. De doos kleiner maken, terwijl er een gas of vloeistof met druk P in zit, betekent hetverri
hten van arbeid. Deze arbeid is gelijk aan ~F ·d~s = −P∆V , met ∆V de volumeverandering.Het minteken is nodig omdat de volumeverandering (∆V )negatief is, terwijl de verri
hte arbeidpositief is. Deze extra energie vertegenwoordigt de extra traagheid van het gas: het is moeilijkerom het gas te versnellen, omdat niet alleen arbeid verri
ht dient te worden om de bestaandeenergie te versnellen, maar ook om het gas te 
omprimeren, zoals de lorentz
ontra
tie vereist.De lengteverandering door de lorentz
ontra
tie is gelijk aan

∆L = L

√

1 − v

c

2
− L ≈ −1

2

v2

c2
L. (222)De extra energie die nodig is, is gelijk aan 1

2
v2

c2 PV . Deze energie verdwijnt niet, maar gaat naarde interne energie van het gas (op welke wijze hangt af van het type gasmole
uul). Een deelvan de energie wordt gebruikt om het gas te verwarmen (de random kinetis
he energie van demole
ulen). De totale energie die nodig is om het gas te versnellen kunnen we s
hrijven als
E =

1

2
mv2 − P∆V =

1

2
ρV v2 +

1

2

v2

c2
PV =

1

2

(

ρ+
P

c2

)

v2V. (223)



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 105We zien dat de energie die nodig is om het gas te versnellen evenredig is met de som ρ+ P
c2
. Dusvoor een bepaalde uitgeoefende kra
ht zal de doos minder versnellen dan we zouden verwa
htenop basis van alleen haar massa, omdat een deel van de energie gaat naar de interne energie vanhet gas. We zien dus dat de traagheid groter is dan alleen haar rustmassa. We noemen degrootheid ρ+ P

c2
de traagheid van de massadi
htheid van het gas.5.13 De energie-impuls tensorVergelijking (223) geeft de energie die nodig is om een gas te versnellen. De energie is e
hterafhankelijk van het referentiestelsel, want het is de 0-
omponent van de vierimpuls gegeven doorvergelijking (216). Alhoewel deze vierimpuls een volledige bes
hrijving geeft van de energie enimpuls van een individueel deeltje, zullen we in het vervolg vaak uitgebreide systemen besprekendie zijn samengesteld uit grote aantallen deeltjes. In plaats van het toekennen van vierimpulsenaan ieder individueel deeltje, kiezen we ervoor om het hele systeem als een vloeistof te bes
hrijven- een 
ontinuum dat gekarakteriseerd wordt door ma
ros
opis
he grootheden als druk, di
htheid,entropie en vis
ositeit. In het algemeen heeft deze vloeistof een bepaald viersnelheidveld.Een enkele impuls vierve
torveld is onvoldoende om de energie en impuls van de vloeistof tebes
hrijven. We de�niëren een energie-impuls tensor (ook wel de stress tensor genoemd) met
omponenten T µν . Deze symmetris
he (

2
0

) tensor vertelt ons alles wat we moeten weten vande energie-a
htige eigens
happen van een systeem: energiedi
htheid, druk, spanning, et
. Eenalgemene de�nitie van T µν is de �ux van vierimpuls pµ door een oppervlak met 
onstante xν .Bes
houw bijvoorbeeld een oneindig klein vloeistofelement in zijn rustsysteem. Dan is T 00 de�ux van p0 (energie) in de x0 (tijd) ri
hting: het is de energiedi
htheid ρ in het rustsysteem.Op dezelfde manier zien we dat in dit frame T 0i = T i0 de impulsdi
htheid is. De ruimtelijke
omponenten T ij zijn de impuls�ux, ofwel de stress, en vertegenwoordigen de kra
hten tussenaangrenzende volume elementen. Een diagonale term als T 11 geeft de x−
omponent van dekra
ht die per eenheid oppervlakte door het element wordt uitgeoefend in de x−ri
hting. Weinterpreteren dit als de x−
omponent van de druk (Px). De druk heeft drie dergelijke 
ompo-nenten, Pi = T ii, in het rustsysteem van de vloeistof.We zullen het bovenstaande 
on
reter maken door `stof' (engels: dust) als voorbeeld te nemen.Kosmologen hebben de neiging om materie als synoniem voor stof te gebruiken. We de�niërenstof in de vlakke ruimtetijd als een verzameling deeltjes die in rust zijn ten opzi
hte van elkaar.Het vierve
tor snelheidsveld Uµ(x) is de 
onstante viersnelheid van de individuele deeltjes. De
omponenten zijn hetzelfde op elk punt. We de�niëren de �ux vierve
tor als
Nµ = nUµ, (224)met n de deeltjesdi
htheid gemeten in het rustsysteem. Dan is N0 de deeltjesdi
htheid gemetenin een ander systeem, terwijl N i de deeltjes�ux is in de xi-ri
hting. Verder nemen we aan dat elkdeeltje massa m heeft. In het rustsysteem wordt de energiedi
htheid van de stof gegeven door
ρ = nm. (225)Per de�nitie spe
i�
eert de energiedi
htheid de stof volledig. E
hter ρc2 meet de energiedi
htheidin het rustsysteem. Hoe zit het met de andere systemen? Merk op dat zowel n als m de

0−
omponenten zijn van vierve
toren in hun rustsysteem, namelijk Nµ = (n, 0, 0, 0) en pµ =
mUµ = (mc, 0, 0, 0). We zien dus dat ρc2 de µ = 0, ν = 0 
omponent is van de tensor p ⊗ Ngemeten in het rustsysteem. Dit leidt tot de volgende de�nitie van de energie-impuls tensor voorstof,

T µν
stof = pµNν = mnUµUν = ρUµUν , (226)



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 106met ρc2 de energiedi
htheid in het rustsysteem. We zien dat de druk van het stof in elke ri
htinggelijk is aan nul. Dat klopt ook wel, omdat wij stof gede�nieerd hebben als een verzamelingdeeltjes zonder random bewegingen.Stof is onvoldoende voor een algemene bes
hrijving van belangrijke fenomenen in de ART. Hier-voor is het 
on
ept van een `perfe
te vloeistof' nodig. Een perfe
te vloeistof kan volledig wordengespe
i�
eerd door twee grootheden: de energiedi
htheid ρ in het rustsysteem, en een isotropedruk P in het rustsysteem. De parameter P geeft de druk in elke ri
hting. Een 
onsequentie vande isotropie is dat T µν diagonaal is in het rustsysteem. Verder moeten de diagonale 
omponentenallemaal gelijk zijn: T 11 = T 22 = T 33. Er zijn dus sle
hts twee onafhankelijke parameters en datis de energiedi
htheid ρ = T 00 en de druk P = T ii. De energie-impuls tensor van een perfe
tevloeistof heeft daarmee de volgende vorm in het rustsysteem,
T µν =







ρc2 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P






. (227)We willen uiteraard een formule die geldig is in elk systeem, een tensorvergelijking. Voor stofhadden we T µν = ρUµUν , dus we gokken op (ρ+ P/c2)UµUν . Dit geeft







ρc2 + P 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0







(228)en we zien dat dat niet 
orre
t is. We dienen er de volgende bijdrage bij op te tellen,






−P 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P






, (229)hetgeen we kunnen s
hrijven als Pgµν , met gµν = ηµν in de SRT. Hiermee vinden we voor dealgemene vorm van de energie-impuls tensor voor een perfe
te vloeistof

T µν = (ρ+ P/c2)UµUν + Pgµν . (230)Gegeven dat vergelijking (227) de vorm van T µν in het rustsysteem is, en dat vergelijking (230)een tensorvergelijking is die in het rustsysteem redu
eert tot vergelijking (227), weten we dat wemet vergelijking (230) de 
orre
te uitdrukking voor elk 
oördinatenstelsel hebben gevonden.Het 
on
ept van een perfe
te vloeistof is algemeen genoeg om een grote vers
heidenheid van vor-men van materie te bes
hrijven. We spe
i�
eren de toestandsvergelijking om de evolutie van eendergelijke vloeistof te bepalen. De toestandsvergelijking relateert de druk aan de energiedi
ht-heid, P = P (ρ). Stof is een spe
iaal geval waarvoor P = 0, terwijl een isotroop gas bestaandeuit fotonen P = 1
3ρ heeft. Een meer exotis
h voorbeeld is de energie van het va
uum, waarvoorde energie-impuls tensor evenredig is met de metriek, T µν = −ρvacuumg

µν . Het idee van eenenergiedi
htheid van het va
uum is zinloos in de SRT, omdat daar de absolute s
haal van deenergie niet relevant is, alleen energievers
hillen tussen toestanden. In de ART koppelt alle ener-gie e
hter met gravitatie (en veroorzaakt kromming van ruimtetijd), en wordt de mogelijkheidvan het bestaan van va
uumenergie een belangrijke bes
houwing.



5 DE SPECIALE RELATIVITEITSTHEORIE 107Behalve dat T µν symmetris
h is, heeft hij de belangrijke eigens
hap dat hij behouden is. Energie-en impulsbehoud worden uitgedrukt door het feit dat de divergentie gelijk is aan nul,
∂µT

µν = 0. (231)Bovenstaande uitdrukking is een verzameling van vier vergelijkingen, een voor elke waarde van ν.De uitdrukking met ν = 0 
orrespondeert met energiebehoud, terwijl ∂µT
µk = 0 met k = 1, 2, 3behoud van de k−de 
omponent van de impuls uitdrukt. Laten we dit eens toepassen op deperfe
te vloeistof. We vinden dan

∂µT
µν = ∂µ(ρ+ P/c2)UµUν + (ρ+ P/c2)(Uν∂µU

µ + Uµ∂µU
ν) + ∂νP. (232)Om te analyseren wat deze uitdrukking betekent, is het nuttig om afzonderlijk te bes
houwenwat er gebeurt als we een en ander proje
teren langs en loodre
ht op het viersnelheidsveld Uµ.Allereerst merken we op dat de normalisatie UνU

ν = −1 de volgende identiteit levert,
Uν∂µU

ν =
1

2
∂µ(UνU

ν) = 0. (233)Proje
teren komt neer op 
ontraheren met Uν en we vinden
Uν∂µT

µν = −∂µ(ρUµ) − P∂µU
µ. (234)Als we dit gelijkstellen aan nul vinden we de relativistis
he vergelijking voor energiebehoud vaneen perfe
te vloeistof. Het ziet er vertrouwder uit in de niet-relativistis
he limiet, waar geldt

Uµ = (1, vi), |vi| ≪ 1, P ≪ ρ. (235)De laatste vergelijking is aannemelijk, omdat druk alleen van de random bewegingen van deindividuele deeltjes komt, en in deze limiet zijn deze bewegingen (net als de beweging van debulk met Uµ) klein. We vinden dus in niet-relativistis
he taal
∂tρ+ ∇ · (ρ~v) = 0, (236)hetgeen de 
ontinuïteitsvergelijking is voor de energiedi
htheid.Tenslotte gaan we naar het deel van vergelijking (232) dat loodre
ht staat op de viersnelheid.Om een ve
tor loodre
ht op Uµ te proje
teren, moeten we die vermenigvuldigen met de proje
tietensor
P σ

ν = δσ
ν + UσUν . (237)We kunnen 
ontroleren dat bovenstaande proje
tie tensor zijn werk doet door een ve
tor V ν

‖parallel aan Uµ en een andere ve
tor W µ
⊥ loodre
ht op Uµ te nemen. We vinden dan
P σ

νV
ν
‖ = 0,

P σ
νW

ν
⊥ = W σ

⊥.
(238)Toepassen op ∂µT

µν levert
P σ

ν∂µT
µν = (ρ+ P/c2)Uµ∂µU

σ + ∂σP + UσUµ∂µP. (239)We interpreteren deze vergelijking in de niet-relativistis
he limiet. Als we de ruimtelijke 
ompo-nenten gelijkstellen aan nul, vinden we
ρ [∂t~v + (~v · ∇)~v] + ∇P + ~v(∂tP + ~v · ∇P ) = 0. (240)Merk op dat de laatste paar termen afgeleiden hebben van P keer de driesnelheid ~v, waarvan weaannemen dat die klein is. Deze termen zijn verwaarloosbaar ten opzi
hte van de ∇P term. Wehouden dan over

ρ [∂t~v + (~v · ∇)~v] = −∇P, (241)en dit is de vergelijking van Euler uit de vloeistofme
hani
a.
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6 WISKUNDE II - KROMLIJNIGE COÖRDINATEN 1096 Wiskunde II - Kromlijnige 
oördinatenHet wiskundige apparaat dat we dienen te ontwikkelen voor de bes
hrijving van de algemenerelativiteitstheorie is formidabel. Voordat we gekromde ruimtetijd gaan bestuderen, bekijken weeerst kromlijnige 
oördinaten in de eu
lidis
he ruimte. Hierdoor kunnen we een fors deel van dewiskundige ma
hinerie ontwikkelen in een vertrouwde situatie. Daarna is de stap naar gekromderuimten relatief eenvoudig.In een 
artesis
h 
oördinatenstelsel geven we een punt P in de vlakke 2D eu
lidis
he ruimte aanmet 
oördinaten x en y. We kunnen ook een ander 
oördinatenstelsel gebruiken, waarbij we Paangeven met ξ en η. Vergelijking (88) geeft dan de transformatie Λα′
β tussen beide systemen.Voor de afstand tussen twee nabij gelegen punten geldt

ξ = ξ(x, y), ∆ξ = ∂ξ
∂x∆x+ ∂ξ

∂y∆y,

η = η(x, y), ∆η = ∂η
∂x∆x+ ∂η

∂y ∆y.

(242)Wiskundig is het belangrijk dat de afbeelding één op één is en dat vereist dat de Ja
obiaan vande 
oördinatentransformatie ongelijk is aan nul61. Dus
det

(
∂ξ/∂x ∂ξ/∂y
∂η/∂x ∂η/∂y

)

6= 0. (243)We demonstreren het bovenstaande met een bes
houwing over pool
oördinaten.Voorbeeld: pool
oördinaten in het eu
lidis
he vlak.In het eu
lidis
he 2D-vlak kunnen we de 
artesis
he 
oördinaten x en y of de pool
oödinaten {r, θ} gebruiken. Ergeldt r =
√

x2 + y2 en θ = arctan y
x
, en de inverse relaties x = r cos θ en y = r sin θ. Kleine veranderingen ∆x en

∆y produ
eren veranderingen ∆r en ∆θ volgens
∆r = x

r
∆x + y

r
∆y = cos θ∆x + sin θ∆y,

∆θ = − y
r2 ∆x + x

r2 ∆y = − 1
r

sin θ∆x + 1
r

cos θ∆y,
(244)in eerste orde benadering.6.1 Ve
toren en 1-vormenDe traditionele manier waarop een ve
tor gede�nieerd wordt, is door te stellen dat hij onderwillekeurige 
oördinatentransformaties op dezelfde manier transformeert als de verplaatsing.Hiermee bedoelen we dat een ve
tor ∆~r voorgesteld kan worden als een verplaatsing (∆x,∆y), ofin pool
oördinaten als (∆r,∆θ), of in het algemeen door (∆ξ,∆η). Voor kleine (∆x,∆y) geldtdan

(
∆ξ
∆η

)

=

(
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

)(
∆x
∆y

)

. (245)61Stel we hebben in systeem O de punten P en Q met 
oördinaten (x1, y1) en (x2, y2), respe
tievelijk. Dezepunten worden afgebeeld op P ′ en Q′ in systeem O′. Stel dat de afbeelding P → P ′ door de volgende twee lineairevergelijkingen gegeven wordt: a1x1 + a2y1 = x′
1 en b1x1 + b2y1 = y′

1. Evenzo voor Q → Q′. Als in O de punten
P en Q samenvallen, dan dienen ook de punten P ′ en Q′ in O′ samen te vallen. Dan geldt a1∆x + a2∆y = 0 en
b1∆x + b2∆y = 0. Als we hieruit ∆x en ∆y elimineren vinden we de uitdrukking a1b2 − a2b1 = 0. In dat geval ishet systeem singulier en wordt er op (0, 0) afgebeeld, terwijl P en Q niet samenvallen (en dus ∆x 6= 0 en ∆y 6= 0).We eisen voor een bije
tie dat de ja
obiaan ongelijk aan nul is.
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tor ~V op pre
ies dezelfde manier dient te transformeren.Dus geldt
V α′

= Λα′
βV

β met Λα′
β =

(
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

)

, (246)waarbij de index β refereert aan het systeem (x, y) en index α′ aan het systeem (ξ, η).Er is een moderne en meer natuurlijke manier om ve
toren en 1-vormen te introdu
eren. Hiertoebes
houwen we een s
alair veld φ. Gegeven de 
oördinaten (ξ, η) is het altijd mogelijk om deafgeleiden ∂φ/∂ξ en ∂φ/∂η te vormen. We de�niëren de 1-vorm d̃φ als het geometris
h obje
tmet 
omponenten
d̃φ→

(
∂φ

∂ξ
,
∂φ

∂η

) (247)in het 
oördinatenstelsel (ξ, η). Dit is de algemene de�nitie van een oneindig aantal 1-vormen,en we vinden een andere 1-vorm voor elke keuze van het s
alaire veld φ. De transformatie vande 
omponenten volgt uit de kettingregel,
∂φ

∂ξ
=
∂x

∂ξ

∂φ

∂x
+
∂y

∂ξ

∂φ

∂y
, (248)en evenzo voor ∂φ

∂η . We vinden hiermee
(
∂φ/∂ξ
∂φ/∂η

)

=

(
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

)(
∂φ/∂x
∂φ/∂y

)

met Λα
β′ =

(
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

)

. (249)We zien dat 
omponenten van 1-vormen transformeren met Λα
β′ en dat is tegenovergesteld aanhet transformatiegedrag van ve
tor
omponenten, zoals gegeven in vergelijking (246).62We bes
houwen nu de afgeleide dφ/ds van een s
alair veld φ langs een 
urve met parameter s(zie ook se
tie 4.5.2). Deze afgeleide hangt af van de parameter s en als we die veranderen, danverandert ook de afgeleide. We kunnen dit s
hrijven als

dφ

ds
=< d̃φ, ~V >, (251)waarbij ~V de ve
tor met 
omponenten (dξ/ds,dη/ds), notatie < p̃, ~V >≡ p̃(~V ). De ve
tor ~Vhangt alleen van de 
urve af, terwijl d̃φ alleen van φ afhangt. Daarom is ~V karakteristiek voor de
urve en wordt de tangent ve
tor (of raakve
tor) genoemd. We kunnen een ve
tor dus opvattenals een obje
t dat dφ/ds produ
eert als φ gegeven is. Dit leidt tot de moderne opvatting dat eentangent ve
tor aan een 
urve d/ds genoemd moet worden63. Elke 
urve (met parameter s) heeft62Het is van belang expli
iet te 
ontroleren dat Λα′

β en Λβ
α′ elkaars inverse zijn. Dus Λα′

βΛγ
α′ is

(
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

)(
∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

)

=

(
∂ξ
∂x

∂x
∂ξ

+ ∂ξ
∂y

∂y
∂ξ

∂ξ
∂x

∂x
∂η

+ ∂ξ
∂y

∂y
∂η

∂η
∂x

∂x
∂ξ

+ ∂η
∂y

∂y
∂ξ

∂η
∂x

∂x
∂η

+ ∂η
∂y

∂y
∂η

)

=

(
∂ξ
∂ξ

∂ξ
∂η

∂η
∂ξ

∂η
∂η

)

=

(
1 0
0 1

)

. (250)Merk op dat een en ander volgt uit de de�nitie van partiële afgeleide en uit het feit dat ξ en η onafhankelijkevariabelen zijn en dus geldt dat ∂ξ
∂η

= ∂η
∂ξ

= 0.63Welli
ht dat een andere kijk op deze zaak verhelderend is: we gaan weer uit van vergelijking (251) en omdat
φ = φ(ξ, η) verwa
ht je voor de afgeleide van φ langs de raakve
tor ~V van de 
urve

∇~V φ = V α ∂φ

∂xα
. (252)
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tor ~V gede�nieerd als een lineaire fun
tie die een 1-vorm als argument neemt enafbeeldt naar het reële getal dφ/ds.Onder een 
oördinatentransformatie gebeurt er niets met s (de de�nitie van deze parameter hadniets met 
oördinaten te maken), maar veranderen de 
omponenten van ~V volgens de kettingregelals
( dξ

ds
dη
ds

)

=

(
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

)( dx
ds
dy
ds

)

. (257)Dit is dezelfde transformatiewet die we eerder voor ve
toren hebben gevonden; vergelijk dit metuitdrukking (246) en op basis van deze 
orrespondentie mogen we ~V een ve
tor noemen. Metdeze informatie kunnen we onze bes
houwing in pool
oördinaten voortzetten.Voorbeeld: basis 1-vormen en ve
toren in pool
oördinaten.Voor de basis
oördinaten geldt ~eα′ = Λβ
α′~eβ en dit levert

~er = Λx
r~ex + Λy

r~ey =
∂x

∂r
~ex +

∂y

∂r
~ey = cos θ~ex + sin θ~ey, (258)en op dezelfde wijze

~eθ =
∂x

∂θ
~ex +

∂y

∂θ
~ey = −r sin θ~ex + r cos θ~ey. (259)Merk op dat we gebruiken dat Λx

r = ∂x
∂r
. Op dezelfde wijze kunnen we de andere kant op transformeren met

Λr
x = ∂r

∂x
. De transformatiematri
es zijn eenvoudig: we hoeven alleen te kijken naar welke index boven of benedenis en we weten welke afgeleide we dienen te gebruiken.De basis 1-vormen vinden we op analoge wijze. Er geldt d̃pα′

= Λα′

βd̃pβ en dus
d̃θ =

∂θ

∂x
d̃x +

∂θ

∂y
d̃y = −1

r
sin θd̃x +

1

r
cos θd̃y, (260)en ook

d̃r = cos θd̃x + sin θd̃y. (261)In Fig. 46 tra
hten we de basisve
toren en 1-vormen gra�s
h weer te geven. We tekenen de 1-vormen dooroppervlakken te tekenen met 
onstante r of θ voor respe
tievelijk d̃r en d̃θ. Merk op dat de bases veranderenvan punt tot punt! Ook de lengten van de bases zijn niet 
onstant. We vinden bijvoorbeeld |~eθ|2 = ~eθ · ~eθ =Het symbool ∇~V betekent de waarde van de ri
htingsafgeleide van een s
alairveld in de ri
hting gegeven doorve
tor ~V . Dus geldt
∇~V = V α ∂

∂xα
=

dxα

ds

∂

∂xα
=

(
d

ds

)

langs de curve

. (253)Merk op dat we nu de volgende situatie hebben,
∇~V = V α ∂

∂xα
en ~V = V α~eα, (254)en zien dat beide uitdrukkingen dezelfde expansie
oë�
iënten V α hebben. De eerste vergelijking is voor een ri
h-tingsafgeleide en de tweede bes
hrijft een ve
tor. Er is dus een isomor�sme tussen ve
toren en ri
htingsafgeleiden.We mogen derhalve s
hrijven

~V = ∇~V = ∂~V =
dP
ds

=
d

ds
(255)en voor de basisve
toren

~eα =
∂P
∂xα

=
∂

∂xα
. (256)Voor een wiskundige is de tangentruimte de ruimte opgespannen door de ri
htingsafgeleiden op punt P . Dezeri
htingsafgeleiden hebben dus hun eigen ruimte.
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Figuur 46: Links: basisve
toren voor pool
oördinaten; re
hts: basis 1-vormen.
r2 sin2 θ + r2 cos2 θ = r2, zodat de lengte van ~eθ toeneemt met haar afstand tot de oorsprong. We hebben dusook geen eenheidsbasis meer. Er geldt |~er| = 1, |d̃r| = 1, |~eθ| = r, |d̃θ| = r−1.De inprodu
ten kunnen worden uitgerekend, omdat we de metriek in 
artesis
he 
oördinaten (x, y) kennen: ~ex·~ex =
~ey ·~ey = 1 en ~ex ·~ey = 0. In tensornotatie is dat g(~eα, ~eβ) = δαβ voor 
artesis
he 
oördinaten. De metriek g heeftin pool
oördinaten de 
omponenten gα′β′ = g(~eα′ , ~eβ′) = ~eα′ · ~eβ′ en dit levert grr = 1, gθθ = r2 en grθ = 0. Wekunnen de 
omponenten van g ook s
hrijven als

(gαβ)pool =

(
1 0
0 r2

)

en ook d~l · d~l = ds2 = |dr~er + dθ~eθ|2 = dr2 + r2dθ2. (262)De laatste formule in bovenstaande uitdrukking64 geeft de lengte van een willekeurige en oneindig kleine verplaats-ing d~l, hetgeen een handige manier is om de 
omponenten van de metris
he tensor en tegelijkertijd de 
oördinatenvan het lijnelement d~l te tonen.De metriek heeft een inverse
(gαβ)pool =

(
1 0
0 r2

)−1

=

(
1 0
0 r−2

)

, (263)waarmee geldt dat grr = 1, grθ = 0 en gθθ = 1/r2. We kunnen dit gebruiken om een afbeelding te maken tussenve
toren en 1-vormen. Stel bijvoorbeeld dat φ een s
alairveld is en d̃φ haar gradiënt, dan heeft de ve
tor ~dφ de
omponenten
(~dφ)α = gαβφ,β en dus

{

(~dφ)r = grβφ,β = grrφ,r + grθφ,θ = ∂φ
∂r

(~dφ)θ = gθβφ,β = gθrφ,r + gθθφ,θ = 1
r2

∂φ
∂θ

(264)Dus terwijl (φ,r, φ,θ) 
omponenten van een 1-vorm zijn, heeft de ve
tor gradiënt 
omponenten (φ,r, φ,θ/r2).Ondanks dat we in de eu
lidis
he ruimte zijn, zien we dat ve
toren in het algemeen 
omponenten hebben dievers
hillen van die van de geasso
ieerde 1-vormen. Cartesis
he 
oördinaten zijn de enige 
oördinaten waarvoorde 
omponenten hetzelfde zijn (want dan geldt dat gαβ = diag(1, 1)).6.2 Tensor
al
ulusStel we hebben een ve
tor ~V waarvan de 
omponenten V α gegeven zijn ten opzi
hte van eenwillekeurig 
oördinatenstelsel {~eα}. We willen nu de afgeleide van deze ve
tor bepalen. Er geldt
~V = V α~eα → ∂~V

∂xβ
=
∂V α

∂xβ
~eα + V α ∂~eα

∂xβ
, (265)waarbij β gelijk is aan 0 of 1, et
. De laatste term wordt veroorzaakt doordat de basisve
torenniet overal 
onstant hoeven te zijn. Omdat ∂~eα/∂xβ zelf een ve
tor is, kunnen we deze s
hrijven64Verwar dr en dθ niet met de basis 1-vormen d̃r en d̃θ. Het zijn de 
omponenten van d~l in pool
oördinatenen de `d' betekent `oneindig kleine ∆'.
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ombinatie van basisve
toren. Hiertoe introdu
eren we het symbool Γµ
αβ om de
oë�
iënten aan te duiden. Er geldt

∂~eα
∂xβ

= Γµ
αβ~eµ. (266)De interpretatie van Γµ

αβ is dat het de µ-de 
omponent van ∂~eα

∂xβ voorstelt. Dit obje
t heeteen 
hristo�elsymbool en heeft drie indi
es: de eerste (α) geeft de basisve
tor aan die wordtgedi�erentieerd, de tweede (β) geeft de 
oördinaat aan waarnaar wordt gedi�erentieerd, en dederde (µ) geeft de 
omponent van de resulterende afgeleide ve
tor aan. Alle indi
es dienen terefereren naar hetzelfde 
oördinatenstelsel.Met bovenstaande de�nitie van de 
hristo�elsymbolen kunnen we vergelijking (265) s
hrijven als
∂~V

∂xβ
=
∂V α

∂xβ
~eα + V αΓµ

αβ~eµ. (267)De laatste term bevat twee sommaties (over α en µ) en als we de bijbehorende dummie indi
esherlabelen, vinden we
∂~V

∂xβ
=
∂V α

∂xβ
~eα + V µΓα

µβ~eα → ∂~V

∂xβ
=

(
∂V α

∂xβ
+ V µΓα

µβ

)

~eα. (268)We zien dat het ve
torveld ∂~V /∂xβ de 
omponenten ∂V α

∂xβ + V µΓα
µβ heeft. Merk op dat we voorpartiële afgeleiden reeds de komma-notatie gebruiken, ∂V α

∂xβ = V α
,β. We de�niëren een nieuwenotatie

V α
;β ≡ V α

,β + V µΓα
µβ → ∂~V

∂xβ
= V α

;β~eα. (269)Nu is ∂~V
∂xβ een ve
torveld als we de index β opvatten als één vast getal. Deze index kan e
htermeer waarden aannemen en we kunnen ∂~V

∂xβ dan ook bes
houwen als zijnde geasso
ieerd met een
(

1
1

) tensorveld dat de ve
tor ~eβ afbeeldt op de ve
tor ∂~V
∂xβ . Dit tensorveld wordt de 
ovarianteafgeleide van ~V genoemd65 en aangeduid met ∇~V . Haar 
omponenten zijn

(∇~V )αβ = (∇β
~V )α = V α

;β. (270)Op een 
artesis
he basis zijn de 
omponenten gelijk aan V α
,β omdat dan de ve
torvelden van debasis 
onstant zijn. Op een gekromde basis moeten we rekening houden met de afgeleiden van debasisve
toren en krijgen we V α

;β als 
omponenten van ∇~V in het 
oördinatensysteem waaraan de65Ter verheldering bekijken we de 
ovariante afgeleide ∇ weer als een geometris
h obje
t, dit wil zeggen als eenapparaat met drie sleuven. Op elk punt P van ruimtetijd bevindt zi
h een dergelijk apparaat. De interpretatie isdat ∇(σ̃, ~V (P), ~u) ≡< σ̃,∇~u
~V >. We stoppen een willekeurige 1-vorm σ̃ die in de tangentruimte bestaat op punt

P in de eerste sleuf. In de tweede sleuf stoppen we een ve
torveld ~V (P) dat in de omgeving van P gede�nieerdis. Tenslotte stoppen we in de derde sleuf een ve
tor ~u die zi
h in de tangentruimte van punt P bevindt. Uitde ma
hine rolt nu een getal dat het inprodu
t is van de 
ovariante afgeleide ∇~u
~V van het ve
torveld ~V in deri
hting van ~u met de 1-vorm σ̃. Je kunt ∇~u

~V zien als de mate van verandering van ~V langs de ve
tor ~u. Eenalternatieve manier om ernaar te kijken is om de eerste sleuf leeg te laten. We krijgen dan een nieuw ve
torveld
∇(..., ~V (P), ~u) ≡ ∇~u

~V uit het oude ve
torveld ~V . We noemen dat de 
ovariante afgeleide van het ve
torveld ~Vlangs de ve
tor ~u. Tenslotte is er een derde manier om de zaak te bekijken: we laten zowel de eerste als de derdesleuf leeg. We krijgen nu een (
1
1

) tensorveld ∇(..., ~V (P), ...) ≡ ∇~V uit het originele ve
torveld ~V . Dit noemenwe de 
ovariante afgeleide of de gradiënt van het ve
torveld ~V .
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hristo�elsymbolen refereren. Er bestaat één enkele (
1
1

) tensor die we ∇~V noemen. In 
arte-sis
he 
oördinaten zijn de 
omponenten gelijk aan ∂V α

∂xβ . In algemene 
oördinaten {xµ′} wordende 
omponenten V α′
;β′ genoemd. We kunnen deze 
omponenten op de volgende manieren vinden:(i) reken ze dire
t uit met behulp van vergelijking (269) hetgeen kennis vereist van de 
hristo�el-symbolen voor dit 
oördinatenstelsel; of (ii) verkrijg ze via de gebruikelijke tensortransformatievanuit een 
artesis
h systeem naar {xµ′}. We demonstreren de eerste methode aan de hand vaneen voorbeeld in pool
oördinaten.Voorbeeld: tensor
al
ulus in pool
oördinaten.In pool
oördinaten is het ve
torveld ~ex 
onstant: hetzelfde op elk punt. In pool
oördinaten heeft dit veld de
omponenten ~ex → (Λr
x, Λθ

x) = (cos θ,−r−1 sin θ). Deze 
omponenten zijn duidelijk niet 
onstant, terwijl ~ex datwel is. Dit komt omdat de 
omponenten refereren naar een niet 
onstante basis. Als we deze 
omponenten zoudendi�erentiëren naar, zeg, θ, dan vinden we zeker niet ∂~ex/∂θ, want dat dient gelijk te zijn aan nul. We zien dus datalleen het nemen van de afgeleide van de 
omponenten van een ve
tor niet de afgeleide van de ve
tor oplevert. Wedienen ook de niet-
onstante basisve
toren te di�erentiëren, in overeenstemming met vergelijking (265). Omdatde 
artesis
he basisve
toren ~ex en ~ey 
onstante velden zijn (en hun afgeleiden dus verdwijnen) vinden we
∂
∂r

~er = ∂
∂r

(cos θ~ex + sin θ~ey) = 0,
∂
∂θ

~er = ∂
∂θ

(cos θ~ex + sin θ~ey) = − sin θ~ex + cos θ~ey = 1
r
~eθ.

(271)Evenzo vinden we
∂
∂r

~eθ = ∂
∂r

(−r sin θ~ex + r cos θ~ey) = − sin θ~ex + cos θ~ey = 1
r
~eθ,

∂
∂θ

~eθ = −r cos θ~ex − r sin θ~ey = −r~er.
(272)We kunnen nu de afgeleide ∂~ex/∂θ uitrekenen en vinden

∂
∂θ

~ex = ∂
∂θ

(cos θ)~er + cos θ ∂
∂θ

(~er) − ∂
∂θ

(
1
r

sin θ
)
~eθ − 1

r
sin θ ∂

∂θ
~eθ

= − sin θ~er + cos θ
(

1
r
~eθ

)
− 1

r
cos θ~eθ − 1

r
sin θ(−r~er).

(273)Vereenvoudigen levert ∂~ex/∂θ = 0 zoals we verwa
hten.We kunnen ook de 
hristo�elsymbolen berekenen en vinden
(1) ∂~er

∂r
= 0 → Γµ

rr = 0 voor alle µ,

(2) ∂~er

∂θ
= 1

r
~eθ → Γr

rθ = 0, Γθ
rθ = 1

r
,

(3) ∂~eθ

∂r
= 1

r
~eθ → Γr

θr = 0, Γθ
θr = 1

r
,

(4) ∂~eθ

∂θ
= −r~er → Γr

θθ = −r, Γθ
θθ = 0.

(274)We zien dat alle indi
es naar hetzelfde 
oördinatenstelsel refereren.De 
ovariante afgeleide vers
hilt alleen van de partiële afgeleide als de basisve
toren niet 
onstantzijn. Een s
alairveld φ hangt e
hter niet van de basisve
toren af en dus is haar 
ovariante afgeleidegelijk aan haar partiële afgeleide en dat is de gradiënt,
∇αφ = ∂φ/∂xα; ∇φ = d̃φ. (275)Vervolgens bes
houwen we de divergentie en Lapla
e operatoren. In 
artesis
he 
oördinaten isde divergentie van een ve
tor V α gelijk aan V α

,α. Dit is een getal (s
alairveld) dat we krijgendoor 
ontra
tie van de indi
es van V α
β . Deze 
ontra
tie (dit getal dus) hangt niet van het
oördinatenstelsel af en we kunnen de divergentie van ~V dan ook uitrekenen in andere 
oördinaten

{xµ′} door weer de 
omponenten van ∇~V te 
ontraheren over haar twee indi
es. Het resultaatis een getal met de waarde V α′
;α′ . Het is belangrijk om in te zien dat dit hetzelfde getal is als V α

,αin 
artesis
he 
oördinaten. Dus
V α

,α = V α′
;α′ , (276)waarbij de indi
es zonder a

enten refereren naar 
artesis
he 
oördinaten, terwijl die met a

en-ten refereren naar een willekeurig systeem.
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ht is de lezer vertrouwder met de Lapla
e operator en dat is de divergentie van de gradiënt.Vergelijking (276) geeft de divergentie van een ve
tor, terwijl de gradiënt een 1-vorm is. Wedienen deze 1-vorm dus eerst om te s
hrijven in een ve
tor. We zullen dit weer uitwerken aan dehand van een voorbeeld in pool
oördinaten.Voorbeeld: divergentie en Lapla
e operator in pool
oördinaten.In pool
oördinaten hebben we voor de divergentie
V α

;α =
∂V r

∂r
+

∂V θ

∂θ
+

1

r
V r =

1

r

∂

∂r
(rV r) +

∂

∂θ
V θ, (277)waarbij we vergelijking (269) en de vers
hillende 
hristo�elsymbolen in pool
oördinaten (vergelijking (274) ge-bruikt hebben. Teneinde de Lapla
e operator te vinden, starten we met een s
alairveld φ en bepalen we de ve
torgradiënt. Dat is reeds gebeurd in vergelijking (264). We vullen deze ve
tor in in vergelijking (277) en vinden

∇ · ∇φ ≡ ∇2φ =
1

r

∂

∂r

(

r
∂φ

∂r

)

+
1

r2

∂2φ

∂θ2
. (278)Dit is de Lapla
e operator in eu
lidis
he pool
oördinaten en deze is identiek aan

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
. (279)Ter afronding bekijken we de afgeleiden van 1-vormen en hogere-orde tensorvelden. Om deafgeleide van een 1-vorm te vinden, gebruiken we de eigens
hap dat een 1-vorm en ve
tor sameneen s
alair geven. Dus als p̃ een 1-vorm is en ~V een ve
tor, dan is voor gegeven β, ∇β p̃ ookeen 1-vorm, ∇β

~V een ve
tor, en < p̃, ~V >≡ φ een s
alar. In een willekeurig 
oördinatenstelselwordt deze s
alar ges
hreven als φ = pαV
α. Daarom geldt voor ∇βφ volgens de produ
tregelvoor afgeleiden

∇βφ = φ,β =
∂pα

∂xβ
V α + pα

∂V α

∂xβ
. (280)We kunnen vergelijking (269) gebruiken om ∂V α/∂xβ te vervangen door V α

;β hetgeen de 
ompo-nenten zijn van ∇β
~V en vinden

∇βφ =
∂pα

∂xβ
V α + pαV

α
;β − pαV

µΓα
µβ =

(
∂pα

∂xβ
− pµΓµ

αβ

)

V α + pαV
α
;β, (281)waarbij we in de laatste stap termen verwisseld hebben en dummie indi
es andere namen gegeven.Van iedere term in bovenstaande vergelijking weten we dat het een tensor
omponent is voorwillekeurige ~V , behalve van die tussen haakjes. Omdat vermenigvuldigen en optellen van tensor-
omponenten altijd nieuwe tensoren oplevert, moet het zo zijn dat de term tussen haakjes ookeen tensor is. Dit is de 
ovariante afgeleide van p̃. Er geldt dus

(∇β p̃)α ≡ (∇p̃)αβ ≡ pα;β = pα,β − pµΓµ
αβ. (282)Verder geldt

∇β(pαV
α) = pα;βV

α + pαV
α
;β. (283)We zien dat 
ovariant di�erentiëren aan dezelfde soort produ
tregel voldoet als vergelijking (280).Dit kan ook niet anders, want in 
artesis
he 
oördinaten staat ∇ voor partiëel di�erentiëren van
omponenten.We kunnen nu de volgende uitdrukkingen vergelijken,

V α
;β = V α

,β + V µΓα
µβ,

pα;β = pα,β − pµΓµ
αβ,

(284)



6 WISKUNDE II - KROMLIJNIGE COÖRDINATEN 116en zien enkele overeenkomsten en enkele vers
hillen. We herinneren ons dat de laatste indexvan het 
hristo�elsymbool de di�erentiatie index is. Dit betekent dat alleen de andere indi
esmet de metriek naar boven of beneden kunnen worden gehaald. Wat er dan nog overblijft ishet tekenvers
hil. Hierbij helpt het om zi
h te herinneren dat Γα
µβ te maken had met afgeleidenvan basisve
toren. Het lijkt daarom redelijk te veronderstellen dat −Γµ

αβ te maken heeft metafgeleiden van basis 1-vormen. De tekenverandering duidt erop dat de basis 1-vormen tegen-overgesteld veranderen aan de basisve
toren, hetgeen redelijk is als we bese�en dat de 
ontra
tie
< ω̃α, ~eβ >= δα

β een 
onstante is met afgeleide nul.Dezelfde pro
edure leidt ook tot
∇βTµν = Tµν,β − TανΓα

µβ − TµαΓα
νβ;

∇βA
µν = Aµν

,β +AανΓµ
αβ +AµαΓν

αβ;

∇βB
µ
ν = Bµ

ν,β +Bα
νΓµ

αβ −Bµ
αΓα

νβ.

(285)We zien dat deze uitdrukkingen een bepaalde systematiek hebben. Zo is er een Γ term voor elkeindex; een boven index wordt als een ve
tor behandeld en een beneden index als een 1-vorm.6.3 Christo�elsymbolen en de metriekHet formalisme dat we in de vorige se
tie besproken hebben, heeft geen eigens
happen van demetris
he tensor gebruikt in het opstellen van de 
ovariante afgeleiden. De metriek kan ve
torenveranderen in 1-vormen en omgekeerd, en we verwa
hten daarom dat deze een rol speelt in hetverband tussen hun afgeleiden. In het geval van 
artesis
he 
oördinaten zijn de 
omponenten vande 1-vorm en de eraan gerelateerde ve
tor gelijk, en omdat ∇ dan alleen het nemen van afgeleidenvan 
omponenten is, moeten de 
omponenten van de 
ovariante afgeleide van de 1-vorm en ve
torgelijk zijn aan elkaar. Dit betekent dat als ~V een willekeurige ve
tor is en Ṽ = g(~V , ) de eraangerelateerde 1-vorm, dan geldt in 
artesis
he 
oördinaten
∇βṼ = g(∇β

~V , ...). (286)Bovenstaande relatie is een tensorvergelijking en moet dus gelden in alle 
oördinaten. We 
on-
luderen dat
Vα;β = gαµV

µ
;β, (287)hetgeen de 
omponenten representatie is van vergelijking (286).Als de hierboven gevolgde argumentatie niet bevredigend is, dan kunnen we er met vergelijkingennog eens door heen lopen. De indi
es α, β, γ, ... geven 
artesis
he 
oördinaten aan, terwijlde indi
es met a

enten α′, β′, γ′, ... willekeurige 
oördinaten aangeven. We beginnen methet statement Vα′ = gα′µ′V µ′ , dat geldig is in elk 
oördinatenstelsel. E
hter in 
artesis
he
oördinaten geldt gµν = δµν en Vα = V α. Nu is het ook zo dat in 
artesis
he 
oördinaten de
hristo�elsymbolen allemaal gelijk zijn aan nul. Dus hebben we Vα;β = Vα,β en V α

;β = V α
,β.We kunnen daarom 
on
luderen dat Vα;β = V α

;β, alleen in 
artesis
he 
oördinaten. Om ditom te zetten in een vergelijking die geldig is in alle 
oördinatenstelsels, merken we op dat in
artesis
he 
oördinaten geldt dat V α
;β = gαµV

µ
;β, zodat, ook weer in 
artesis
he 
oördinaten,geldt dat Vα;β = gαµV

µ
;β. Deze vergelijking is een tensorvergelijking, zodat geldigheid ervan inéén 
oördinatenstelsel de geldigheid in alle stelsels impli
eert. We vinden dan weer vergelijking(287),

Vα′;β′ = gα′µ′V µ′

;β′ . (288)



6 WISKUNDE II - KROMLIJNIGE COÖRDINATEN 117Bovenstaand resultaat heeft verreikende 
onsequenties. Als we de β′ 
ovariante afgeleide nemenvan Vα′ = gα′µ′V µ′ , vinden we
Vα′;β′ = gα′µ′;β′V µ′

+ gα′µ′V µ′

;β′ . (289)Als we uitdrukking (289) vergelijken met uitdrukking (288) dan vinden we dat moet gelden
gα′µ′;β′ = 0 (290)in alle 
oördinatenstelsels. Dat is een dire
te 
onsequentie van vergelijking (286). In 
artesis
he
oördinaten is gαµ;β ≡ gαµ,β = δαµ,β = 0 een triviale identiteit. E
hter in andere 
oördinaten isdat niet zo voor de hand liggend. Dit laten we zien aan de hand van pool
oördinaten.Voorbeeld: afgeleiden van de metris
he tensor.We starten met de pro
edure analoog aan vergelijking (285), en s
hrijven

gαβ;µ = gαβ,µ − Γν
αµgνβ − Γν

βµgαν , (291)waarbij de indi
es algemene 
oördinaten voorstellen. We werken nu een aantal termen uit in pool
oördinaten.Bijvoorbeeld stel dat α = r, β = r en µ = r, dan vinden we
grr;r = grr,r − Γν

rrgνr − Γν
rrgrν. (292)Omdat grr,r = 0 en Γν

rr = 0 voor alle ν, is dit triviaal gelijk aan nul. Niet zo triviaal is α = θ, β = θ en µ = r.Dan vinden we
gθθ;r = gθθ,r − Γν

θrgνθ − Γν
θrgθν . (293)Met gθθ = r2, Γθ

θr = 1
r
en Γr

θr = 0 wordt dit
gθθ;r = (r2),r − 1

r
(r2) − 1

r
(r2) = 0, (294)en we zien dat het werkt. Het is belangrijk in te zien dat dit dire
t volgt uit het feit dat gαβ,µ = 0 in 
artesis
he
oördinaten en dat gαβ;µ de 
omponenten zijn van dezelfde tensor ∇g in willekeurige 
oördinaten.Wat we hierboven gedaan hebben is het introdu
eren van 
ovariante di�erentiatie in willekeurige
oördinaten door onze kennis van de eu
lidis
he ruimte te gebruiken. We hebben laten zien datde metriek van de eu
lidis
he ruimte 
ovariant 
onstant is, vergelijking (290). Als we gekromderuimten gaan behandelen, zal blijken dat vergelijking (290) nog steeds geldig is, en dus ook alle
onsequenties ervan die we nu gaan bespreken.6.3.1 Berekenen van de 
hristo�elsymbolen uit de metriekVergelijking (776) leidt tot een uiterst belangrijk resultaat: we kunnen deze vergelijking gebruikenom gαβ,µ te bepalen in termen van Γµ

αβ. Het omgekeerde blijkt ook waar te zijn: Γµ
αβ uitdrukkenin termen van gαβ,µ. Dat geeft een eenvoudige manier om de 
hristo�elsymbolen uit te rekenen.We moeten eerst e
hter de relatie Γµ

αβ ≡ Γµ
βα bewijzen, die geldt in elk 
oördinatenstelsel. Omdeze symmetrie te bewijzen bes
houwen we een willekeurig s
alairveld φ. De eerste afgeleide ∇φis een 1-vorm met 
omponenten φ,β. De tweede 
ovariante afgeleide ∇∇φ heeft 
omponenten

φ,β;α en is een (
0
2

) tensor. In 
artesis
he 
oördinaten zijn de 
omponenten
φ,β,α ≡ ∂

∂xα

∂

∂xβ
φ (295)en we zien dat deze symmetris
h zijn in α en β, omdat partiële afgeleiden 
ommuteren. E
hterals een tensor symmetris
h is in één basis, dan is hij symmetris
h in alle bases. Dus geldt

φ,β;α = φ,α;β (296)



6 WISKUNDE II - KROMLIJNIGE COÖRDINATEN 118in elke basis. Gebruikmaken van de de�nitie gegeven in vergelijking (282) levert
φ,β,α − φ,µΓµ

βα = φ,α,β − φ,µΓµ
αβ (297)in elk 
oördinatensysteem. Maar er geldt φ,α,β = φ,β,α en dit levert

Γµ
αβφ,µ = Γµ

βαφ,µ (298)voor willekeurige φ. Hiermee is bewezen dat in elk 
oördinatenstelsel
Γµ

αβ ≡ Γµ
βα. (299)We gebruiken bovenstaande symmetrie om vergelijking (776) te inverteren. Dat is tevens eenmooi voorbeeld van geavan
eerde index-manipulatie. Hiertoe s
hrijven we vergelijking (776) indrie permutaties van de indi
es,

gαβ,µ = Γν
αµgνβ + Γν

βµgαν ,

gαµ,β = Γν
αβgνµ + Γν

µβgαν ,

−gβµ,α = −Γν
βαgνµ − Γν

µαgβν .

(300)We tellen deze op, groeperen termen, gebruiken de symmetrie van g, gβν = gνβ en vinden
gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α = (Γν

αµ − Γν
µα)gνβ + (Γν

αβ − Γν
βα)gνµ + (Γν

βµ + Γν
µβ)gαν . (301)In deze vergelijking vallen de eerste twee termen re
hts weg vanwege de symmetrie van Γ envinden we

gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α = 2gανΓν
βµ. (302)Delen door 2, vermenigvuldigen met gαγ (en sommeren over α), en gebruik maken van gαγgαν ≡

δγ
ν levert

Γγ
βµ =

1

2
gαγ(gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α). (303)Dit is de uitdrukking voor de 
hristo�elsymbolen in termen van de partiële afgeleiden van de
omponenten van g. We geven weer een korte demonstratie voor pool
oördinaten.Voorbeeld: 
hristo�elsymbolen en metriekIn pool
oördinaten geldt bijvoorbeeld

Γθ
rθ =

1

2
gαθ(gαr,θ + gαθ,r − grθ,α). (304)Omdat grθ = 0 en gθθ = r−2 vinden we

Γθ
rθ =

1

2r2
(gθr,θ + gθθ,r − grθ,θ) =

1

2r2
gθθ,r =

1

2r2
(r2),r =

1

r
. (305)Dit is hetzelfde resultaat voor Γθ

rθ dat we al eerder hebben afgeleid. Deze rekenmethode is ook geldig in gekromderuimten.



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 1197 De algemene relativiteitstheorieRuimtetijd is een variëteit die 
ontinu en di�erentieerbaar is. Dat betekent dat we bijvoorbeeldeen s
alairveld kunnen de�niëren, waarvan dan op elk punt de afgeleiden bepaald kunnen worden.Het betekent ook dat we 1-vormen en ve
toren kunnen de�niëren en op een bepaald punt P vande variëteit zijn de elementen van de verzameling {φ,α} de 
omponenten van de 1-vorm. Elkeverzameling van de vorm {aφ,α + bψ,α}, met a en b fun
ties, is ook een 1-vorm. Elke 
urve (metparameter λ) heeft een raakve
tor ~V en dat is een lineaire fun
tie die een 1-vorm d̃φ als argumentneemt en de afgeleide van φ langs de 
urve produ
eert,
< d̃φ, ~V >= ~V (d̃φ) =

dφ

dλ
. (306)Elke lineaire 
ombinatie van ve
toren is ook weer een ve
tor. Gebruikmakend van de op dezemanier gede�nieerde ve
toren en 1-vormen, kunnen we een hele verzameling tensoren van hettype (

M
N

) opbouwen. Omdat we nog geen (
0
2

) tensor gekozen hebben om dienst te doenals metriek, is er nog geen 
orrespondentie tussen 1-vormen en ve
toren. We zeggen dat deverzameling van alle tensoren deel uitmaakt van de di�erentiaalstru
tuur van de variëteit.Voordat we verder gaan, vatten we de regels van tensoralgebra nog eens samen.1. Een tensorveld de�nieert een tensor op elk punt P van de variëteit.2. Ve
toren en 1-vormen zijn lineaire operatoren op elkaar en produ
eren reële getallen. Li-neair betekent dat < p̃, a~V + b ~W >= a < p̃, ~V > +b < p̃, ~W >, en < ap̃ + bq̃, ~V >= a <
p̃, ~V > +b < q̃, ~V > +b < q̃, ~V >, met a en b willekeurige s
alaire velden.3. Tensoren zijn op dezelfde manier lineaire operatoren op 1-vormen en ve
toren, en produ-
eren reële getallen.4. Als twee tensoren van hetzelfde type dezelfde 
omponenten hebben op een gegeven basis,dan hebben ze dezelfde 
omponenten op alle bases en zeggen we dat ze identiek zijn. Inhet bijzonder, als de 
omponenten van een tensor voor een bepaalde basis nul zijn, dan isde tensor gelijk aan nul.5. Er is een aantal toegestane operaties met 
omponenten van tensorvelden. Dergelijke ope-raties produ
eren nieuwe tensoren.(a) Vermenigvuldigen met een s
alairveld produ
eert een tensor van hetzelfde type.(b) Optellen van de 
omponenten van twee tensoren van hetzelfde type geeft de 
ompo-nenten van een nieuwe tensor van hetzelfde type. Alleen tensoren van hetzelfde typekunnen gelijk zijn aan elkaar.(
) Vermenigvuldigen van 
omponenten van twee tensoren van willekeurig type geeft 
om-ponenten van een nieuwe tensor die de som is van de typen, het tensorprodu
t van detwee tensoren.(d) De 
ovariante afgeleide van de 
omponenten van een tensor van type (

N
M

) geeft de
omponenten van een tensor van het type (
N

M + 1

)

.(e) Contra
tie van een paar indi
es van de 
omponenten van een tensor van het type
(

N
M

) produ
eert 
omponenten van een tensor van het type (
N − 1
M − 1

)

. Contra
tieis alleen gede�nieerd tussen boven en beneden indi
es.6. Als een vergelijking gevormd wordt door het 
ombineren van 
omponenten van tensoren,terwijl we alleen gebruik maken van toegestane tensorbewerkingen, en als deze vergelijkinggeldig is in één basis, dan is hij geldig in alle bases.



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 1207.1 Pseudo-riemannse variëteitEen di�erentieerbare variëteit is een primitieve amorfe verzameling van punten (puntgebeurtenis-sen voor het geval van ruimtetijd). Lokaal zijn de punten gerangs
hikt als punten in een eu
li-dis
he ruimte, maar we hebben geen afstands
on
ept gespe
i�
eerd. Het is absoluut 
ru
iaaldat we een metriek g toevoegen, die de informatie bevat over hoe snel klokken lopen en wat deafstanden zijn tussen punten.Op het aardoppervlak zouden we een metriek bepalen door kleine ve
toren −→
∆P op het aardop-pervlak te tekenen. Vervolgens zeggen we dat de lengte van de ve
tor gegeven wordt door hetinprodu
t

−→
∆P · −→∆P ≡ −→

∆P2 = (lengte van
−→
∆P)2, (307)en gebruiken we een meetlat om dit te bepalen. We hebben nu een de�nitie van het inprodu
tvan een ve
tor voor een kleine ve
tor met zi
hzelf. We gebruiken lineariteit om naar ma
ros
o-pis
he ve
toren te gaan. Vervolgens kunnen we een de�nitie krijgen voor het inprodu
t van tweevers
hillende ve
toren door gebruik te maken van

~A · ~B =
1

4

[

( ~A+ ~B)2 − ( ~A− ~B)2
]

. (308)Kortom, als je een afstands
on
ept hebt (een meetlat op het oppervlak van de aarde), dan kunje een inprodu
t vinden, en hieruit volgt de metriek (want dat is niets anders dan g( ~A, ~B) ≡
( ~A · ~B) = g( ~B, ~A). De metris
he tensor is symmetris
h.). Een di�erentieerbare variëteit met alsextra stru
tuur een metriek, noemen we een riemannse variëteit.

h


R


raakvlak

d


a


P


Figuur 47: Links: op elk punt P van het oppervlak van de aarde bevindt zi
h een raakruimte(in dit geval een raakvlak); re
hts: het raakvlak is een goede afbeelding in de nabijheid van punt
P.We willen nu een metriek toekennen aan ruimtetijd. Hiertoe introdu
eren we een lokaal lo-rentzframe (LLF). Dat doen we door op punt P in vrije val te gaan. Het equivalentieprin
ipezegt dan dat alle e�e
ten van gravitatie verdwijnen en dat we lokaal de metriek van de spe-
iale relativiteitstheorie vinden. Dat is de minkowskimetriek. We kunnen op elk punt P vande variëteit een 
oördinatenstelsel kiezen, waarin de minkowskimetriek geldt. Terwijl dit in deSRT ook een globaal 
oördinatenstelsel kan zijn, is dat alleen lokaal mogelijk in de algemene



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 121relativiteitstheorie. Hiermee hebben we op elk punt P een de�nitie van lengte gevonden: met
gµν = ηµν → ds2 = ηµνdx

µdxν . In essentie bedrijven we nu SRT op punt P en hebben weeen maat om lengten van staven en eigentijden van ideale klokken te bepalen. In een LLF wordtde metriek gegeven door ηµν = diag(−1,+1,+1,+1). Voor een riemannse variëteit dienen allediagonale elementen positief te zijn. De signatuur (de som van de elementen op de diagonaal)van de metriek van ruimtetijd is +2, en we spreken van een pseudo-riemannse variëteit.Stel we brengen een 
oördinatenstelsel op het aardoppervlak aan met longitude en latitude. Alswe naar het oppervlak van de aarde kijken, dan zien we dat hoe di
hter we in de buurt vaneen punt P blijven, hoe 
artesis
her dit referentiesysteem er lokaal uit ziet. Afwijkingen van
artesis
he 
oördinaten treden op in tweede orde in de afstand x tot het punt P. Wiskundigbetekent dit dat geldt
gjk = δjk + O

( |~x|2
R2

)

, (309)met R de straal van de aarde. Een eenvoudige manier om dit te zien is door het raakvlak op punt
P te 
onstrueren. Fig. 47 toont dat als ~x de positieve
tor is van een punt ten opzi
hte van P, dankomt dat overeen met cos |~x| op het raakvlak. Een reeksontwikkeling levert cos x = 1 − x2

2 + ....Dit heeft tot 
onsequentie dat als men alleen naar eerste-orde afgeleiden kijkt, men geen enkeleinvloed van de kromming van de aarde ziet. Alleen als we tweede-orde afgeleiden nemen, beginnenwe de kromming waar te nemen.Hetzelfde geldt voor ruimtetijd. In een gekromde ruimtetijd kunnen we geen globaal lorentz-frame vinden waarvoor gαβ = ηαβ . Het is e
hter wel mogelijk om 
oördinaten te kiezen, zodatin de nabijheid van P deze gelijkheid bijna geldig is. Dat wordt mogelijk gemaakt door hetequivalentieprin
ipe. Dit is de pre
ieze de�nitie van een lokaal lorentzframe en voor een dergelijk
oördinatenstelstel geldt
gαβ(P) = ηαβ voor alle α, β;

∂
∂xγ gαβ(P) = 0 voor alle α, β, γ;

∂2

∂xγ∂xµ gαβ(P) 6= 0.

(310)Het bestaan van lokale lorentzframes drukt uit dat elke gekromde ruimtetijd op elk punt eenvlakke raakruimte heeft. Alle tensormanipulaties die we uitvoeren spelen zi
h in deze raakruimteaf. Bovenstaande uitdrukkingen vormen de wiskundige formulering van het feit dat het equiva-lentieprin
ipe ons toestaat om op punt P een LLF te kiezen.De metriek maakt het mogelijk om de lengte van een kromme te de�niëren. Als d~x een kleineve
torverplaatsing op een 
urve is, dan is de gekwadrateerde lengte gelijk aan ds2 = gµνdx
αdxβ(we noemen dit het lijnelement). Een maat voor de lengte wordt gevonden door hiervan deabsolute waarde te nemen en dan de wortel te trekken. Dat geeft dl ≡ |gαβdx

αdxβ| 12 . Integratiegeeft dan de totale lengte en we vinden
l =

∫

langs de curve

∣
∣
∣gαβdx

αdxβ
∣
∣
∣

1
2

=

∫ λ1

λ0

∣
∣
∣
∣
gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ

∣
∣
∣
∣

1
2

dλ, (311)waarbij λ de parameter van de 
urve is. De 
urve heeft als eindpunten λ0 en λ1. De raakve
tor
~V van de 
urve heeft 
omponenten V α = dxα/dλ en hiermee vinden we

l =

∫ λ1

λ0

∣
∣
∣~V · ~V

∣
∣
∣

1
2
dλ (312)



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 122voor de lengte van een willekeurige 
urve.Ook het berekenen van volumes is belangrijk als we integraties uitvoeren in ruimtetijd. Metvolume bedoelen we hier een vier-dimensionaal volume. Stel we bevinden ons in een LLF enhebben er een volume element dx0dx1dx2dx3, met 
oördinaten {xα} in de lokale lorentzmetriek
ηαβ . Transformatietheorie zegt dan dat

dx0dx1dx2dx3 =
∂(x0, x1, x2, x3)

∂(x0′ , x1′ , x2′ , x3′)
dx0′dx1′dx2′dx3′ , (313)waarbij de fa
tor ∂( )/∂( ) de ja
obiaan van de transformatie van {xα′} naar {xα} is. Dithadden we reeds besproken in hoofdstuk 4.4 en er geldt

∂(x0, x1, x2, x3)

∂(x0′ , x1′ , x2′ , x3′)
= det






∂x0

∂x0′
∂x0

∂x1′ ...
∂x1

∂x0′
∂x1

∂x1′ ...

... ... ...




 = det

(
Λα

β′
)
. (314)De berekening van deze determinant is nogal omsla
htig en het kan eenvoudiger door te bese�endat in termen van matri
es de transformatie van de 
omponenten van de metriek gegeven wordtdoor de vergelijking (g) = (Λ)(η)(Λ)T , waarbij met `T ' transponeren bedoeld wordt. Dan voldoende determinanten aan det(g) = det(Λ)det(η)det(ΛT ). Voor elke matrix geldt det(Λ) = det(ΛT )en verder hebben we det(η) = −1. Hiermee vinden we dan det(g) = − [det(Λ)]2. We gebruikende notatie

g ≡ det(gα′β′) → det(Λα
β′) = (−g) 1

2 (315)en vinden
dx0dx1dx2dx3 = det

[
−(gα′β′)

] 1
2 dx0′dx1′dx2′dx3′ = (−g) 1

2 dx0′dx1′dx2′dx3′ . (316)Het is belangrijk om goed de redenatie te begrijpen die we gevolgd hebben om tot bovenstaandresultaat te komen. We zijn gestart in een spe
iaal 
oördinatenstelsel, het LLF, en hierin geldtde minkowskimetriek. Vervolgens hebben we het resultaat gegeneraliseerd naar algemene 
oör-dinatenstelsels.7.2 Tensoren en 
ovariante afgeleideStel we hebben een tensorveld T(_,_,_) met rang 3. Dit veld is een fun
tie van lokatie ende�nieert een tensor op elk punt P. We kunnen deze tensor expanderen in de basis {~eα} en datgeeft de (boven-) 
omponenten Tαβγ . In het algemeen hebben we 64 termen voor ruimtetijd.We kunnen de tensor T e
hter ook expanderen in de duale basis {~e α} en er geldt
T(_,_,_) ≡ Tαβγ ~eα ⊗ ~eβ ⊗ ~eγ = T γ

αβ ~e α ⊗ ~e β ⊗ ~eγ . (317)Als we de waarden van de 
omponenten willen berekenen dan wordt het volgende theoremagebruikt,
Tαβγ = T(~e α, ~e β, ~e γ) en T γ

µν = T(~eµ, ~eν , ~e
γ). (318)Als we de 
omponenten van de tensor T in een of andere rangs
hikking van boven- en bene-denindi
es hebben, en we willen de 
omponenten weten in een andere rangs
hikking van indi
es,dan wordt de metriek gebruikt. Er geldt

T γ
µν = Tαβγgαµgβν en bijvoorbeeld ook Tαβγ = gαρT βγ

ρ (319)



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 123Vervolgens willen we 
ontra
tie bespreken. Dat is nogal ingewikkeld om te behandelen in onzeabstra
te notatie. Gegeven een tensor R, kunnen we deze altijd s
hrijven in termen van eenbasis van ve
toren als
R(_,_,_,_) = ~A⊗ ~B ⊗ ~C ⊗ ~D + ... (320)We bespreken 
ontra
tie alleen voor een tensorprodu
t van ve
toren en gebruiken lineariteit omeen wiskundige bes
hrijving voor algemene tensoren te vinden. Voor 
ontra
tie C13 van de eerstemet de derde index geldt

C13

[

~A⊗ ~B ⊗ ~C ⊗ ~D(_,_,_,_)
]

≡ ( ~A · ~C) ~B ⊗ ~D(_,_). (321)We kunnen bovenstaande abstra
te de�nitie in termen van 
omponenten s
hrijven en vinden
~A · ~C = AµCν~eµ · ~eν = AµCνgµν = AµCµ → C13R = Rµβ δ

µ
~B × ~D. (322)Op dezelfde manier als hierboven, zien we dat we uit twee ve
toren ~A en ~B een tensor ~A × ~Bkunnen 
onstrueren door er het tensorprodu
t van te nemen, terwijl we een s
alar ~A · ~B kunnenmaken door het inprodu
t te nemen. De 
ontra
tie van het tensorprodu
t ~A⊗ ~B levert weer eens
alar op, C

[

~A⊗ ~B
]

= ~A · ~B.Vanaf nu gaan we een vergelijking als Rµβ δ
µ vanuit een ander gezi
htspunt bekijken. We hebbenhet steeds gezien als de 
omponenten van een tensor. Vanaf nu is onze interpretatie dat de indi
es

µ, β, µ en δ labels zijn van de sleuven van de abstra
te tensor R. Dus met Rαβγδ bedoelen wede abstra
te tensor R(_,_,_,_) met eerste sleuf α, tweede sleuf β, enz.Het bovenstaande rondt onze dis
ussie over tensoralgebra af. In het volgende gaan we tensor-analyse bespreken. Dit doen we aan de hand van een tensorveld T(_,_) met rang 2, maar watwe 
on
luderen is geldig voor elk tensorveld. Het veld T is een fun
tie van lokatie in de variëteit,
T(P). We di�erentiëren T nu langs de 
urve P(λ). Op punt P wordt de raakve
tor ~A aan de
urve gegeven door ~A = dP

dλ = d
dλ . De afgeleide van T langs de 
urve (dus in de ri
hting vanve
tor ~A) wordt gegeven door

∇ ~AT = lim
∆λ→0

[T(P(λ+ ∆λ))]‖ −T(P(λ))

∆λ
. (323)Merk op dat de twee tensoren, T(P(λ + ∆λ)) en T(P(λ)), in twee vers
hillende raakruimtenleven. Ze zijn bijna hetzelfde, omdat ∆λ klein is, maar desalniettemin zijn het vers
hillenderaakruimten. We hebben een manier nodig om de tensor T(P(λ + ∆λ)) naar punt P te trans-porteren, waar we de afgeleide willen bepalen, zodat we de tensoren kunnen aftrekken. Wat wenodig hebben wordt parallel transporteren van T(P(λ + ∆λ)) genoemd.In een gekromde variëteit zien we de e�e
ten van kromming niet als we eerste-orde afgeleidennemen66. Het parallel transporteren betekent dan hetzelfde als wat het betekent in een vlakke66We kunnen altijd een lokaal lorentzframe 
onstrueren, dat voldoende vlak is voor wat wij willen. In datsysteem zijn de basisve
toren 
onstant en hun afgeleiden nul in punt P . Dit is een de�nitie voor de 
ovarianteafgeleide. Deze de�nitie leidt er onmiddellijk toe dat de 
hristo�elsymbolen gelijk zijn aan nul en dat in het LLFgeldt V α

;β = V α
,β op punt P . Dit is natuurlijk waar voor elke tensor en ook voor de metriek, gαβ;γ = gαβ,γ = 0op punt P . Omdat de vergelijking gαβ;γ = 0 een tensorvergelijking is, is hij geldig in elke basis. Gegeven dat

Γµ
αβ = Γµ

βα, vinden we weer dat voor elke metriek dient te gelden
Γα

µν =
1

2
gαβ(gβµ;ν + gβν,µ − gµν,β). (324)Dus terwijl Γα

µν = 0 op P in het LLF, geldt dat niet voor de afgeleiden ervan, want die bevatten gαβ,γµ. Dus de
hristo�elsymbolen zijn dan wel nul op punt P als we een LLF kiezen, maar vers
hillen in het algemeen van nulin de omgeving van dit punt. Het vers
hil tussen een gekromde en een vlakke variëteit manifesteert zi
h dus inde afgeleiden van de 
hristo�elsymbolen.
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omponenten veranderen niet door het transporteren. We hebben dus met vergelijking(323) een uitdrukking voor de afgeleide gevonden. De originele tensor T(_,_) heeft twee sleuven,en dat is ook zo voor de afgeleide ∇ ~AT(_,_), want volgens vergelijking (323) is de afgeleideniets anders dan het vers
hil van twee tensoren T op vers
hillende punten, en dan gedeeld doorde afstand ∆λ.Als volgende stap kunnen we nu het 
on
ept gradiënt invoeren. We merken op dat de afgeleide
∇ ~AT(_,_) lineair is in de ve
tor ~A. Dat betekent dat er een rang-3 tensor ∇T(_,_, ~A) bestaat,zodanig, dat geldt

∇ ~AT(_,_) ≡ ∇T(_,_, ~A). (325)Dit is de de�nitie van de gradiënt van T. Het laatste slot wordt per 
onventie gebruikt als hetdi�erentiatieslot. De gradiënt van T is een lineaire fun
tie van ve
toren en heeft één sleuf meerdan T zelf, en heeft verder de eigens
hap dat als je ~A in de laatste sleuf stopt, je de afgeleidevan T krijgt in de ri
hting van ~A. We de�niëren de 
omponenten van de gradiënt als
∇T ≡ Tαβ

;µ ~eα ⊗ ~eβ ⊗ ~eµ. (326)Het is een 
onventie om de di�erentiatie index beneden te plaatsen. Merk verder op dat jedeze di�erentiatie index naar boven of beneden kunt halen net als elke andere index. Verder
orrespondeert alles dat na de puntkomma komt met een gradiënt. De 
omponenten van degradiënt zijn in dit geval Tαβ
;µ.Hoe berekenen we de 
omponenten van een gradiënt? Het gereeds
hap hiervoor zijn de zoge-naamde 
onne
tie 
oë�
iënten67. Die 
oë�
iënten worden zo genoemd, omdat bij het nemenvan de afgeleide we het tensorveld in twee vers
hillende raakruimten moeten vergelijken. De
onne
tie 
oë�
iënten geven ons informatie over hoe de basisve
toren veranderen tussen beidenaburige raakruimten. Omdat we een basis hebben in punt P, kunnen we ons afvragen wat deafgeleide is van ~eα in de ri
hting van ~eµ. Er geldt

∇~eµ
~eα ≡ Γρ

αµ~eρ. (327)Deze afgeleide is zelf ook een ve
tor en we kunnen deze dus expanderen in onze basis op punt Pwaar we de afgeleide willen weten. De expansie
oë�
iënten zijn Γρ
αµ~eρ. Evenzo geldt

∇~eµ~e
ρ = −Γρ

σµ~eσ. (328)Merk op dat we nu een minteken krijgen! De 
onne
tie 
oë�
iënten vertellen je hoe de basisve
-toren van plaats tot plaats veranderen. Dus als je de 
omponenten van een gradiënt wilt weten,bijvoorbeeld Tαβ
;γ , dan moet je 
orre
ties maken voor het feit dat de basisve
toren veranderen.De tensor Tαβ is zelf miss
hien 
onstant en alleen de basisve
toren hangen van de positie af. Hetblijkt dat (zie ook vergelijking (285))

Tα
β;γ = Tα

β,γ + Γα
µγT

µ
β − Γµ

βγT
α
µ, waarbij Tα

β,γ = ∂~eγT
α
β =

∂

∂xγ
Tα

β . (329)Als we de metriek g kennen, dan kunnen we de 
hristo�elsymbolen uitrekenen, en daarmee alle
ovariante afgeleiden. Hiermee vinden we tenslotte weer de vergelijkingen
V α

;β = V α
,β + Γα

µβV
µ,

Pα;β = Pα,β − Γµ
αβPµ,

Tαβ
;γ = Tαβ

,γ + Γα
µγT

µβ + Γβ
µγTαµ.

(330)67Deze staan ook bekend als de 
hristo�elsymbolen.



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 1257.3 Geodeten en krommingAls we sferis
he 
oördinaten aanbrengen op een bol, en we volgen twee lijnen, die loodre
ht opde evenaar staan, in de ri
hting van de noordpool, dan zien we dat de initieel parallelle lijneneen snijpunt hebben op het gekromde oppervlak. Het vijfde postulaat van Eu
lides geldt dusniet in een gekromde ruimte: parallelle lijnen kunnen wel degelijk een snijpunt hebben.

Figuur 48: Parallel transporteren van een ve
tor ~V rond een driehoekig traje
t PQRP uitgezetop een bol. Door ~V te transporteren over de lus PQRP verkrijgt de eindve
tor een rotatie tenopzi
hte van de beginve
tor. De rotatiehoek is afhankelijk van de grootte van de lus, de gekozenweg, en de kromming van de variëteit.Een andere illustratie van hoe kromming zi
h manifesteert, en die miss
hien nog doeltre�enderis, wordt gegeven in Fig. 48. We beginnen in punt P met een raakve
tor die in de horizontaleri
hting wijst. We nemen een kleine stap in de ri
hting van Q en na elke stap proje
teren we deraakve
tor weer op het lokale raakvlak. Dit is onze manier van parallel transporteren. Nadat wehet gesloten traje
t PQRP hebben volbra
ht, zien we dat de eindve
tor niet meer parallel is aande initiële ve
tor. Dit gebeurt niet in een vlakke ruimte en is een e�e
t van de kromming vande bol. De 
onsequentie is dat we op een gekromde variëteit geen globale parallelle ve
torveldenkunnen de�niëren. Het resultaat van parallel transporteren hangt af van de gekozen weg en vande grootte van de lus.Teneinde een wiskundige bes
hrijving te vinden, vatten we het interval PQ in Fig. 48 op alseen 
urve, en stellen we dat λ de parameter is van deze 
urve. Het ve
torveld ~V is gede�nieerdop elk punt van de 
urve. De ve
tor ~U = d~x/dλ is de raakve
tor aan de 
urve. Paralleltransporteren betekent dat in een lokaal inertiaal 
oördinatensysteem op punt P de 
omponentenvan ~V 
onstant moeten zijn langs de 
urve. Er geldt
dV α

dλ
= UβV α

,β = UβV α
;β = 0 op punt P. (331)De eerste gelijkheid is de de�nitie van de afgeleide van een fun
tie (in dit geval V α) langs de
urve, de tweede gelijkheid komt van het feit dat Γα

µν = 0 op punt P in deze 
oördinaten. Dederde gelijkheid is e
hter een frame-onafhankelijke uitdrukking en die is geldig in elke basis. We
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oördinatenstelsel onafhankelijke de�nitie van het parallelle transport van ~Vlangs ~U . Een ve
tor ~V wordt dus parallel getransporteerd langs een 
urve met parameter λ alsgeldt
UβV α

;β = 0 ↔ d

dλ
~V = ∇~U

~V = 0. (332)De laatste stap maakt gebruik van de notatie voor de ri
htingsafgeleide langs ~U .De belangrijkste 
urven in een gekromde ruimte zijn de geodeten. Geodeten zijn lijnen die (zore
ht als mogelijk is) zijn getrokken, met als voorwaarde dat de raakve
toren ~U van deze lijnenparallel getransporteerd worden. Voor een geodeet geldt dus
∇~U

~U = 0. (333)Merk op dat in een LLF deze lijnen inderdaad re
ht zijn. Voor de 
omponenten geldt
UβUα

;β = UβUα
,β + Γα

µβU
µUβ = 0. (334)Als λ de parameter van de 
urve is, dan geldt Uα = dxα/dλ en Uβ∂/∂xβ = d/dλ. Hiermeevinden we

d

dλ

(
dxα

dλ

)

+ Γα
µβ

dxµ

dλ

dxβ

dλ
= 0. (335)Omdat de 
hristo�elsymbolen bekende fun
ties van de 
oördinaten {xα} zijn, is dit een ver-zameling niet-lineaire tweede-orde di�erentiaalvergelijkingen voor xα(λ). Deze heeft een uniekeoplossing als de initiële 
ondities voor λ = λ0 worden gegeven: xα

0 = xα(λ0) en Uα
0 = (dxα/dλ)λ0 .Dus door het geven van een beginpositie (xα

0 ) en een beginsnelheid (Uα
0 ), verkrijgen we een uniekegeodeet.Door de parameter λ te veranderen, veranderen we wiskundig de 
urve (maar niet het pad). Als

λ een parameter van de geodeet is, en we de�niëren een nieuwe parameter φ = aλ+ b, met a en
b 
onstanten, die dus niet van de positie op de 
urve afhangen, dan geldt voor φ ook

d2xα

dφ2
+ Γα

µβ

dxµ

dφ

dxβ

dφ
= 0. (336)Alleen lineaire transformaties van λ geven nieuwe parameters die voldoen aan de geodetenver-gelijking. We noemen de parameters λ en φ a�ne parameters. Tenslotte merken we op dateen geodeet ook een 
urve is met een extreme lengte (minimale lengte tussen twee punten). Wekunnen de vergelijking voor een geodeet dus ook vinden met de Euler-Lagrange vergelijkingen.Hierbij gaan we uit van vergelijking (203), waarbij we de minkowskimetriek ηµν vervangen door

gµν . Ook kunnen we aantonen dat de lengte ds langs de 
urve een a�ne parameter is.7.4 Kromming en de riemanntensorIn Fig. 49 tonen we twee ve
torenvelden ~A en ~B. De ve
toren zijn zó klein, dat de krommingvan de variëteit geen rol speelt in het gebied waar dit diagram getekend is. We kunnen daarmeeaannemen dat de ve
toren op het oppervlak liggen in plaats van in de raakruimte. Teneinde de
ommutator [ ~A, ~B] uit te kunnen rekenen, gebruiken we een lokaal orthonormaal 
oördinaten-systeem. Omdat we een ve
tor kunnen opvatten als een ri
htingsafgeleide, stelt Aα∂Bβ/∂xα degrootte voor waarmee de ve
tor ~B verandert als die langs ~A verplaatst wordt (dat is de kortegestreepte lijn re
htsboven in Fig 49). Evenzo is Bα∂Aβ/∂xα de verandering van ~A als die
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Figuur 49: De 
ommutator [ ~A, ~B] van twee ve
torvelden. We nemen aan dat de ve
toren kleinzijn, zodat de kromming het toelaat dat ze in de variëteit liggen.langs ~B verplaatst wordt (dat is de andere korte gestreepte lijn). Voor de 
omponenten van de
ommutator in een 
oördinatenstelsel geldt
[ ~A, ~B] =

[

Aα ∂

∂xα
, Bβ ∂

∂xβ

]

=

(

Aα∂B
β

∂xα
−Bα∂A

β

∂xα

)
∂

∂xβ
. (337)Volgens bovenstaande vergelijking is de 
ommutator [ ~A, ~B] het vers
hil van de twee gestreeptelijnen in Fig. 49. Het is het vijfde lijnsegment dat nodig is om de vierhoek te sluiten (dat isde geometris
he betekenis van de 
ommutator). Vergelijking (337) is een operatorvergelijking,waarbij de uiteindelijke afgeleide opereert op een s
alairveld (net als in de quantumme
hani
a).We vinden hiermee meteen de 
omponenten van de 
ommutator in een willekeurig 
oördinaten-stelsel: AαBβ

,α −BαAβ
,α. De 
ommutator is nuttig om onders
heid te kunnen maken tussen een
oördinatenbasis en een niet-
oördinatenbasis (ook wel niet-holonomis
he basis genoemd)68.In de dis
ussie die leidde tot vergelijking (310), zagen we dat de e�e
ten van kromming merkbaarworden als we tweede-orde afgeleiden (of gradiënten) nemen van de metriek. De krommingstensorvan Riemann is een maat voor het falen van dubbele gradiënten om te sluiten. Neem eenve
torveld ~A en neem er de dubbele gradiënten van. Dan vinden we

Aα;µν −Aα;νµ = [∇µ,∇ν ]Aα ≡ Rβ
αµνAβ. (338)Deze vergelijking kan gezien worden als de de�nitie van de riemanntensor. De riemanntensorgeeft de 
ommutator van 
ovariante afgeleiden. Dit betekent dat we in gekromde ruimtetijdvoorzi
htig moeten zijn met de volgorde waarin we 
ovariante afgeleiden nemen: ze 
ommuterennamelijk niet. We kunnen vergelijking (784) uitwerken door te beginnen met de de�nitie van de
ovariante afgeleide,

Aα;µν =
∂

∂xν
(Aα;µ) − Γβ

αν(Aβ;µ) − Γβ
µν(Aα;β) en Aα;µ = Aα,µ − Γβ

αµAβ. (339)68In een 
oördinatenbasis worden de basisve
toren gegeven door de partiële afgeleiden, ~eα = ∂/∂xα, en omdatpartiële afgeleiden 
ommuteren, moet gelden [~eα, ~eβ] = 0. In een niet-
oördinatenbasis geldt [~eµ, ~eν ] = Cα
µν~eα, met

Cα
µν de zogenaamde 
ommutatie 
oë�
iënten. Een 
oördinatenbasis is handig voor het doen van berekeningen,terwijl een niet-
oördinatenbasis nuttig kan zijn voor de interpretatie van gegevens.



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 128We dienen nu een en ander te di�erentiëren, indi
es te manipuleren, et
. Uiteindelijk vinden we
Aα;µν −Aα;νµ =

(

∂Γβ
αν

∂xµ
− ∂Γβ

αµ

∂xν
+ Γγ

ανΓβ
γµ − Γγ

αµΓβ
γν

)

Vβ = Rβ
αµνVβ. (340)De riemanntensor vertelt ons hoe een ve
torveld verandert langs een gesloten pad. We kunnenvergelijking (324) gebruiken om de riemanntensor in een LLF te s
hrijven als

Rα
βµν =

1

2
gασ (gσν,βµ − gσµ,βν + gβµ,σν − gβν,σµ) . (341)We zien dat de metris
he tensor g de informatie over de intrinsieke kromming bevat69. Dezekromming wordt manifest als we tweede-orde afgeleiden van de metriek nemen. Met Rαβµν ≡

gαλR
λ
βµν en bovenstaande relatie, kunnen we een aantal belangrijke eigens
happen van de rie-manntensor bewijzen. De riemanntensor is

• antisymmetris
h in de laatste twee indi
es. Er geldt
R(_,_, ~A, ~B) = −R(_,_, ~B, ~A) of Rµναβ = −Rµνβα. (342)

• Antisymmetris
h in de eerste twee indi
es. Er geldt
R( ~A, ~B,_,_) = −R( ~B, ~A,_,_) of Rµναβ = −Rνµαβ . (343)

• De tensor is symmetris
h.
R( ~A, ~B, ~C, ~D) = R( ~C, ~D, ~A, ~B) of Rµναβ = Rαβνµ. (344)

• Er gelden de zogenaamde Bian

hi identiteiten,
Rαβγδ;ǫ +Rαβδǫ;γ +Rαβǫγ;δ = 0, (345)waarbij we steeds de laatste drie indi
es permuteren.Bovenstaande symmetrieën redu
eren de 4× 4× 4× 4 = 256 
omponenten van de riemanntensortot 20.De krommingstensor van Ri

i (ri

itensor) is gede�nieerd als de 
ontra
tie van de riemanntensor.Er geldt

Rαβ ≡ Rµ
αµβ . (346)Bijvoorbeeld in het geval van het aardoppervlak bevat deze tensor ook de informatie over dekromming, maar dan als de riemanntensor geïntegreerd over de hoeken. Verder kan men latenzien dat de ri

itensor symmetris
h is. Tenslotte hebben we nog de s
alaire kromming, deri

ikromming, gede�nieerd door

R = Rα
α. (347)We hebben nu de tensoren gede�nieerd, die we nodig hebben voor de bes
hrijving van fenomenenin de algemene relativiteitstheorie. Er is een formidabel wiskundig apparaat opgetuigd en wegaan dat nu eerst gebruiken om de veldvergelijkingen (de zogenaamde einsteinvergelijkingen) vande ART te poneren. We maken een en ander aannemelijk door een analogie met de newtoniaansebes
hrijving.69Behalve intrinsieke kromming kan een variëteit ook een extrinsieke kromming hebben. Neem bijvoorbeeldeen blad papier dat geen intrinsieke kromming heeft, en rol het op tot een 
ilinder. Deze 
ilinder heeft extrinsiekekromming en die bes
hrijft de inbedding van het vlakke blad papier in de 3D ruimte. De ART zegt niets overde hogere ruimten waarin ruimtetijd kan zijn ingebed. De ART geeft een bes
hrijving van kromming binnen devariëteit zelf en dat is de intrinsieke kromming van ruimtetijd.
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hrijving van getijdenkra
htenWe proberen een maat te vinden voor de kromming van ruimtetijd. Hiertoe laten we een test-deeltje vrij vallen. Wij besluiten als waarnemer70 om met dit deeltje mee te vallen (LLF) enzien dat het deeltje langs een re
hte lijn in ruimtetijd beweegt (alleen in de tijdri
hting). Eris niets in de beweging van een enkel deeltje dat kromming verraadt. Met name in het vrijvallende 
oördinatenstelsel blijft het deeltje in rust. Eén deeltje is onvoldoende om de e�e
tenvan kromming te ontdekken.Vervolgens laten we twee deeltjes vallen. We gaan de getijdenkra
ht op aarde bekijken vanuit hetperspe
tief van waarnemers die vrij vallen (LLF) samen met de deeltjes. Dergelijke waarnemersvallen in een re
hte lijn naar het 
entrum van de aarde. Fig. 50 geeft de situatie voor twee vrijvallende deeltjes P en Q, en we zien dat beide deeltjes paden volgen die leiden naar het 
entrumvan de aarde. Vanuit het perspe
tief van een waarnemer die in vrije val is met deze deeltjes, zien
P
 Q


Figuur 50: Links: twee vrij vallende deeltjes bewegen op initieel parallelle paden naar het
entrum van de aarde. Daar ligt het snijpunt van beide lijnen; re
hts: lijnen op het aardoppervlakdie initieel parallel zijn bij de evenaar, snijden elkaar bij de noordpool.we dat de deeltjes naar elkaar toe bewegen. Dit wordt veroorzaakt door de di�erentiële gravitatie-versnelling op de deeltjes en we noemen dit getijdenkra
hten. Volgens Newton kruisen de padenten gevolge van gravitatie, terwijl dit volgens Einstein gebeurt omdat ruimtetijd gekromd is. WatNewton gravitatie noemt, wordt door Einstein kromming van ruimtetijd genoemd. Gravitatie iseen eigens
hap van de kromming van ruimtetijd.We willen nu een wiskundige bes
hrijving geven van dit pro
es, die in overeenstemming is met dewetten van Newton (zie ook hoofdstuk 2.6). Hiertoe bes
houwen we Fig. 51. De newtoniaansebewegingsvergelijkingen (zie vergelijking (15)) voor deeltjes P en Q zijn
(
d2xj

dt2

)

(P )

= −
(
∂Φ

∂xj

)

(P )

en

(
d2xj

dt2

)

(Q)

= −
(
∂Φ

∂xj

)

(Q)

, (348)met Φ de gravitationele potentiaal. We de�niëren ~ξ als de afstand tussen beide deeltjes. Voorparallelle banen zou gelden d~ξ
dt = 0. Met ~ξ = (xj)(P ) − (xj)(Q) vinden we via een Taylorexpansie

d2ξj
dt2

= −
(

∂2Φ

∂xj∂xk

)

ξk = −Ejkξk → Ejk =

(
∂2Φ

∂xj∂xk

)

, (349)70We gaan er voor het gemak vanuit dat wij als waarnemer niet van invloed zijn op het pro
es. Het belangrijksteis dat we aannemen dat we geen kra
ht uitoefenen en geen kromming veroorzaken.
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x


y


z


Figuur 51: De banen van twee vrij vallende deeltjes in een gravitatieveld Φ. De drieve
tor ~ξmeet de afstand tussen de twee deeltjes en is een fun
tie van de tijd.en vatten Ejk op als de 
omponenten van de gravitationele getijdentensor E. Merk op dat demetriek voor de 3D Eu
lidis
he ruimte gegeven wordt door δjk = diag(1, 1, 1) en dat er dusgeen vers
hil is tussen boven- en benedenindi
es. Vergelijking (349) wordt de vergelijking vanNewtoniaanse geodetis
he deviatie genoemd.Volgens Newton bewegen de deeltjes naar elkaar toe en s
hrijven we
d2~ξ

dt2
= −E(_, ~ξ) (350)in abstra
te notatie. Het is interessant dat de veldvergelijking van newtoniaanse gravitatie,vergelijking (18),

∇2Φ = 4πGρ, (351)kan worden uitgedrukt in termen van tweede afgeleiden van Φ, die de getijdenversnellingen invergelijking (349) bes
hrijven. Er is een analoge 
onne
tie in de ART.7.6 De einsteinvergelijkingenWe komen nu tot de kern van de ART, de veldvergelijkingen. We zullen proberen de veldver-gelijkingen plausibel te maken op een manier die al het voorgaande nog eens samenvat. Webeginnen met een bes
houwing in Fig. 52 (linker diagram) van de beweging van een deeltje langseen wereldlijn. De wereldlijn is geparametriseerd met de eigentijd τ op een klok die het deeltjemet zi
h mee draagt. We kunnen de positie van het deeltje op een punt van de wereldlijn dusaangeven met P(τ). De snelheid ~U is de raakve
tor aan de 
urve en wordt gegeven door
~U =

dP
dτ

=
d

dτ
. (352)Voor de snelheid geldt in het LLF op punt P

~U2 =

−→
dP · −→dP
dτ2

=
−dτ2

dτ2
= −c2, (353)
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Figuur 52: Links: de wereldlijn van een deeltje is een 
urve die geparametriseerd kan wordenmet de eigentijd τ van het deeltje. De snelheid ~U is de raakve
tor aan de 
urve. Re
hts: webrengen een 
oördinatenstelsel {xα} aan. De snelheid ~U heeft nu 
omponenten Uα = dxα/dτ .waarbij we de de�nitie van de metriek hebben gebruikt71. Omdat deze vergelijking een getal(s
alar) oplevert, is dit geldig in elk 
oördinatenstelsel. We zien dus dat de snelheidsvierve
torlengte 1 heeft en in de tijdri
hting wijst. Merk op dat deze de�nities geen gebruik maken vaneen 
oördinatenstelsel. In het geval dat een 
oördinatenstelsel aangebra
ht wordt, geldt voor de
omponenten van de snelheid
Uα =

dxα

dτ
. (354)De 
omponenten zijn dus de afgeleiden van de 
oördinaten zelf.Als het deeltje vrij beweegt en er geen andere kra
hten op werken dan die ten gevolge van dekromming van ruimtetijd, dan moet het in een re
hte lijn bewegen. Hiermee bedoelen we zore
ht als mogelijk is onder invloed van kromming. Het deeltje dient zijn eigen snelheid parallelte transporteren. Er geldt

∇~U
~U = 0, (355)en dat is, zoals we reeds in vergelijking (333) gezien hebben, de abstra
te uitdrukking voor eengeodeet. Wat dit betekent is dat wanneer we naar een lokaal lorentzframe gaan, de 
omponentenvan de viersnelheid 
onstant blijven (en daarom is de ri
htingsafgeleide gelijk aan nul) als hetdeeltje sle
hts een kleine afstand a�egt. We willen nu bekijken hoe de geodetenvergelijkingeruit komt te zien als we een willekeurig 
oördinatenstelsel aanbrengen. Dit is ges
hetst in hetre
hterpaneel van Fig. 52. In dit 
oördinatenstelsel worden de 
omponenten van ~U gegeven door

Uα = dxα/dτ , en kunnen we de geodetenvergelijking s
hrijven als
Uα

;µU
µ = 0 →

(
Uα

,µ + Γα
µνU

ν
)
Uµ = 0. (356)Merk op dat Uα

;µ de gradiënt is, waarvan we dan het inprodu
t nemen met de snelheid Uµ omde afgeleide van de snelheid in de ri
hting van de snelheid te vinden. Deze afgeleide stellen wevervolgens gelijk aan nul. In de tweede stap maken we gebruik van de uitdrukking in 
omponentenvan de 
ovariante afgeleide. We vermenigvuldigen nu de termen en vinden
Uα

,µ
︸︷︷︸

∂Uα

∂xµ

Uµ
︸︷︷︸

dxµ

dτ

︸ ︷︷ ︸

dUα

dτ
= d

dτ ( dxα

dτ )

+Γα
µν Uν
︸︷︷︸

dxν

dτ

Uµ
︸︷︷︸

dxµ

dτ

= 0 → d2xα

dτ2
+ Γα

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0. (357)71In het LLF komt −→dP overeen met (c∆τ,~0), waarbij ∆τ de eigentijd is, gemeten met een ideale klok. Er geldtdan dat −→dP · −→dP = −(c∆τ )2.



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 132Het is belangrijk in te zien dat we zijn uitgegaan van de abstra
te tensorvergelijking (355)voor een geodeet. Na het aanbrengen van een willekeurig 
oördinatenstelsel hebben we dezevergelijking in 
omponenten ges
hreven en het resultaat is vergelijking (357). Deze laatste geeftvier gewone tweede-orde di�erentiaalvergelijkingen voor de 
oördinaten x0(τ), x1(τ), x2(τ) en
x3(τ). Deze vergelijkingen zijn gekoppeld via de 
onne
tie
oë�
iënten. Omdat het tweede-ordedi�erentiaalvergelijkingen zijn, hebben we twee randvoorwaarden nodig, bijvoorbeeld op tijdstip
τ = 0 zowel xα(τ = 0) als dxα

dτ (τ = 0) = Uα(0). Daarna ligt de wereldlijn van het vrije deeltje(geodeet) vast.

Figuur 53: De wereldlijnen van twee deeltjes P en Q zijn initieel parallel. Door kromming vanruimtetijd bewegen de deeltjes naar elkaar toe. De afstand tussen de deeltjes wordt gegeven doorde ruimtelijke ve
tor ~ξ.We bekijken in Fig. 53 de geodetis
he afstand tussen twee deeltjes P en Q. Dit vormt de aanlooptot de einsteinvergelijkingen. Stel dat we twee deeltjes hebben die op een bepaald tijdstip (datwe voor het gemak als τ = 0 kiezen) in rust zijn ten opzi
hte van elkaar. We de�niëren deseparatieve
tor ~ξ, die van het ene naar het andere deeltje wijst. Verder heeft deeltje P eensnelheid ~U . De eis dat de deeltjes aanvankelijk in rust zijn ten opzi
hte van elkaar, komt neerop ∇~U
~ξ = 0 op punt P op tijdstip τ = 0. Verder willen we ~ξ zo de�niëren, dat in het LLF vandeeltje P de ve
tor ~ξ zuiver ruimtelijk is (dat is een keuze die we mogen maken). Hiermee is ~ξloodre
ht op de snelheid ~U . Hij wijst dus in een ri
hting die loodre
ht op de tijdri
hting staat.Er geldt dan ~U · ~ξ = 0 op punt P. Samengevat, eisen we op tijdstip τ = 0

∇~U
~ξ = 0

~U · ~ξ = 0






op punt P voor τ = 0. (358)De tweede afgeleide ∇~U∇~U

~ξ is e
hter niet gelijk aan nul, want we weten dat de e�e
ten vankromming merkbaar worden als we tweede-orde afgeleiden van de metriek nemen. Dit betekentdat de geodeten van de deeltjes naar elkaar toe worden gedrukt of van elkaar verwijderd raken(naargelang de metriek), naarmate de tijd vordert. Er geldt
∇~U∇~U

~ξ = −R(_, ~U, ~ξ, ~U), (359)met R de krommingstensor. Deze vergelijking bes
hrijft hoe twee aanvankelijk parallelle geode-ten in de loop der tijd van elkaar beginnen af te wijken ten gevolge van de kromming. De



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 133uitdrukking volgt uit vergelijkingen (330) en (784). De tweede afgeleide ∇~U∇~U
~ξ bes
hrijft derelatieve versnelling van de deeltjes.In het LLF van deeltje P op tijdstip τ = 0 geldt U0 = 1 en U i = 0. Hiermee verwa
hten we

(∇~U∇~U
~ξ)j =

∂2~ξ

∂t2
= −Rj

αβγU
αξβUγ = −Rj

0k0ξ
k, (360)want de snelheid ~U heeft alleen een tijd
omponent in het LLF van deeltje P, terwijl de sepa-ratieve
tor ~ξ alleen ruimtea
htige 
omponenten heeft k = 1, 2, 3. In het LLF heeft de vergelijkingvoor geodetis
he afwijking de vorm

∂2ξj

∂t2
= −Rj

0k0ξ
k, (361)terwijl we in de newtoniaanse me
hani
a gevonden hebben (zie vergelijking (349)) dat

∂2ξj

∂t2
= −Ejkξ

k. (362)In een LLF is het ruimtelijke deel van de metriek 
artesis
h (δij = diag(1, 1, 1)) en maakt deplaats van de indi
es niets uit. Vergelijken geeft dan
Rj0k0 = Ejk =

∂2Φ

∂xjxk
. (363)We kunnen een deel van de krommingstensor identi�
eren met afgeleiden van de newtoniaansegravitatiepotentiaal. Volgens Newton geldt

∇2Φ = 4πGρ → Φ,jkδ
jk = Ejkδ

jk = Ej
j, (364)en we vinden voor het spoor van de gravitationele getijdentensor Ej
j = 4πGρ. Analoog zou jemiss
hien verwa
hten dat in de algemene relativiteitstheorie zou gelden dat

Rj
0j0 = 4πGρ ? (365)als een eerste gok.Er is e
hter een fundamenteel probleem met vergelijking (365). Het dient een uitdrukking tezijn, die niet van het 
oördinatenstelsel afhangt. Wat we e
hter gedaan hebben, is het opstellenvan de vergelijking in een spe
iaal stelsel: het LLF. Wat we derhalve dienen te doen, is probereneen relatie tussen tensoren te vinden. Hiertoe merken we op dat in het LLF geldt dat R0000 = 0en R0

000 = 0 ten gevolge van antisymmetrie. Er geldt dus Rj
0j0 = 4πGρ → Rµ

0µ0 = 4πGρ. Webevinden ons nog steeds in het LLF (overigens geldt hier R00 = 4πGρ met R00 de Ri

i tensor,maar dat terzijde).Er is nog een probleem met vergelijking (365): links van het gelijkteken hebben we twee indi
esen re
hts ervan geen enkele. Je zou dus miss
hien kunnen denken dat geldt
Rαβ = 4πGTαβ ? (366)Hierbij is Tαβ de energie-impuls tensor, waarvan T00 = ρ (en dat is overigens vaak de dominerendeterm in het LLF). Einstein maakte deze gok al in 1912, maar hij is fout! Deze vergelijkingenhebben ingebouwde in
onsistenties. Het is belangrijk om te begrijpen wat er mis is, en dat komtneer op het volgende. Bes
houw de riemanntensor

Rδ
αβγ ≈ gαβ,γδ + niet lineaire termen. (367)
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ontraheren, krijgen we
Rαβ ≈ gγα,γδ + niet lineaire termen. (368)We zien hiermee dat de voorgestelde vergelijkingen (366) een verzameling vormen van 10 par-tiële di�erentiaalvergelijkingen voor de 10 
omponenten van de metriek gαβ (want de metriek issymmetris
h in α en β). Ook de Ri

i tensor is symmetris
h. Dat lijkt allemaal prima, maarwe hebben de vrijheid om zelf het 
oördinatenstelsel te kiezen waarin we de vergelijkingen gaanops
hrijven. We hebben de vrijheid om x0(P), x1(P), x2(P) en x3(P) te kiezen. We kunnendat gebruiken om 4 van de 10 
omponenten van gαβ , zoals gezien als fun
tie van de 
oördinaten,gelijk te zetten aan wat we willen, bijvoorbeeld g00 = −1, g01 = g02 = g03 = 0. E
hter, onze ver-gelijkingen (366) staan dit niet toe: 10 partiële di�erentiaalvergelijkingen voor 10 onbekenden.Wat we nodig hebben, zijn 6 vergelijkingen voor 10 onbekenden.Voordat we onze speurto
ht naar de einsteinvergelijkingen voortzetten, maken we eerst tweeopmerkingen. De eerste opmerking heeft te maken met de Bian

hi indentiteiten. Dankzij dezeindentiteiten Rαβγδ;ǫ + ... = 0 blijkt dat als we de einsteintensor de�niëren,

Gαβ ≡ Rαβ − 1

2
Rgαβ , (369)met Rαβ de ri

itensor en R de s
alaire kromming, dan zorgen de Bian

hi indentiteiten ervoordat de divergentie van de einsteintensor gelijk is aan nul,

Gαβ
;β = 0. (370)De tweede opmerking heeft te maken met de ons bekende behoudswetten voor energie en impuls.In een LLF geldt

Tαβ
,β = 0







∂T 00

∂t + ∂T 0j

∂xj = 0,

∂T j0

∂t + ∂T jk

∂xk = 0.

(371)Merk op dat ∂T 0j

∂xj de ruimtelijke divergentie is en energiebehoud zegt ∂ρ/∂t + div ~J = 0, met
~J de massa-energie�ux. Evenzo is ∂T j0

∂t de impulsdi
htheid en ∂T jk

∂xk de impuls�ux. Omdat wealleen de eerste afgeleide nemen, is wat geldt in een vlakke ruimte in het LLF, ook geldig voorgekromde ruimtetijd. Hiermee vinden we de tensorvergelijking
Tαβ

;β = 0. (372)Het lijkt redelijk om aan te nemen dat de natuur gekozen heeft voor
Gαβ =

8πG

c4
Tαβ. (373)Dit zijn de einsteinvergelijkingen. De evenredigheidsfa
tor (8πG/c4) vinden we door de newto-niaanse limiet te nemen. Voordat we de einsteinvergelijkingen opleggen, weten we al dat

Gαβ
;β = 0 =

8πG

c4
Tαβ

;β. (374)Dit zijn 4 vergelijkingen en het zijn de afgeleiden van de einsteinvergelijkingen. Aan deze 4identiteiten (de divergenties van Gαβ en Tαβ zijn nul) wordt al voldaan. Dit legt 4 beperkingenop aan de einsteinvergelijkingen (ook wel de veldvergelijkingen genoemd) en de veldvergelijkingengeven sle
hts 6 nieuwe stukken informatie. Dat is pre
ies wat we nodig hebben.



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 1357.7 Zwakke gravitatievelden en de newtoniaanse limietHet is duidelijk dat de ART bes
hrijving van gravitatie in termen van kromming van ruimtetijdredu
eert tot de SRT voor lokale lorentzframes. Het is e
hter belangrijk om expli
iet te 
ontrole-ren dat de bes
hrijving redu
eert tot de newtoniaanse bes
hrijving als we de 
orre
te randvoor-waarden bezien.Zonder gravitatie heeft ruimtetijd de minkowskimetriek η. Derhalve zullen zwakke gravitatieveldenovereenkomen met een geringe kromming van ruimtetijd. We nemen aan dat er 
oördinatenbestaan, waarin de metriek de volgende vorm heeft,
gµν = ηµν + hµν met |hµν | ≪ 1. (375)Verder nemen we aan dat in dat 
oördinatenstelsel de metriek stationair is, waardoor geldt

∂0gµν = 0. De wereldlijn van een vrij vallend deeltje wordt gegeven door de geodetis
he vergelij-king
d2xµ

dτ2
+ Γµ

νσ

dxν

dτ

dxσ

dτ
= 0. (376)We nemen aan dat het deeltje langzaam beweegt (niet-relativistis
h), zodat voor de 
omponentenvan de driesnelheid geldt dxi/dt ≪ c (i = 1, 2, 3), met t gede�nieerd via x0 = ct. Hiermee eisenwe voor i = 1, 2, 3

dxi

dτ
≪ dx0

dτ
. (377)We mogen de driesnelheid verwaarlozen en vinden

d2xµ

dτ2
+ Γµ

00c
2

(
dt

dτ

)2

= 0. (378)We gebruiken vergelijking (782) en vinden
Γµ

00 =
1

2
gκµ(∂0g0κ + ∂0g0κ − ∂κg00) = −1

2
gκµ∂κg00 = −1

2
ηκµ∂κh00, (379)waarbij we vergelijking (375) hebben gebruikt. De laatste gelijkheid is geldig tot op eerste ordein hµν . Omdat we hebben aangenomen dat de metriek stationair is geldt

Γ0
00 = 0 en Γi

00 =
1

2
δij∂jh00 met i = 1, 2, 3. (380)Invullen in vergelijking (378) levert

d2t

dτ2
= 0 en

d2~x

dτ2
= −1

2
c2
(
dt

dτ

)2

∇h00. (381)De eerste vergelijking stelt dat dt/dτ = constant, en hiermee kunnen we de twee uitdrukkingen
ombineren. Dat geeft de volgende bewegingsvergelijking voor het deeltje,
d2~x

dt2
= −1

2
c2∇h00. (382)Als we deze uitdrukking vergelijken met de newtoniaanse uitdrukking voor de beweging vaneen deeltje in een gravitatieveld, formule (15), dan zien we dat beide identiek zijn, als we de
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atie maken dat h00 = 2Φ/c2. We vinden dat voor een langzaam bewegend deeltje deART overgaat in de newtoniaanse bes
hrijving, als de metriek gegeven wordt door
g00 = 1 + h00 =

(

1 +
2Φ

c2

)

. (383)We kunnen een s
hatting maken van deze 
orre
tie op de minkowskimetriek, want Φ
c2

= −GM
c2r

enwe vinden −10−9 aan het aardoppervlak, −10−6 aan het oppervlak van de zon, en −10−4 aan hetoppervlak van een witte dwerg. We zien dat de zwakke-veld limiet een uitstekende benaderingis.Vergelijking (383) toont dat ruimtetijdkromming ervoor zorgt dat de tijd
oördinaat t in hetalgemeen niet de eigentijd meet. Hiertoe nemen we een klok die in rust is op een bepaald puntin ons 
oördinatensysteem (dan geldt dxi/dt = 0). Het eigentijdinterval dτ tussen twee tikkenvan deze klok wordt gegeven door c2dτ2 = gµνdx
µdxν = g00c

2dt2, waarmee we vinden
dτ =

(

1 +
2Φ

c2

) 1
2

dt. (384)Dit geeft het interval in eigentijd dτ dat 
orrespondeert met een interval dt in 
oördinatentijdvoor een stationaire waarnemer in de buurt van een massief obje
t, in een gebied met gravitatiepotentiaal Φ. Omdat Φ negatief is, is dit eigentijdinterval korter dan het 
orresponderendeinterval voor een stationaire waarnemer op grote afstand van het obje
t, waar Φ → 0 en dus
dτ = dt. Merk op dat we dit reeds hebben afgeleid uit het equivalentieprin
ipe; zie vergelijking(9) met Φ = gh.

Figuur 54: Banen van een bal en een kogel door de ruimte. Gezien vanuit een laboratoriumhebben de banen een vers
hillende kromming.Het ruimtetijdinterval wordt gegeven door
ds2 = −

(

1 +
2Φ

c2

)

(cdt)2 + dx2 + dy2 + dz2. (385)Deze vergelijking bes
hrijft een geometrie van ruimtetijd waarin deeltjes op geodeten bewegendie pre
ies dezelfde banen volgen als die van deeltjes in een vlakke ruimtetijd waarin de new-toniaanse gravitatiekra
ht a
tief is. We hebben hiermee een gekromd ruimtetijdbeeld gevondenvoor Newtons gravitatie. De kromming is alleen in de tijdri
hting. Kromming in de tijd is nietsanders dan de gravitationele roodvers
huiving: tijd s
hrijdt voort met vers
hillende snelheden op
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hillende plaatsen, derhalve is tijd gekromd. Deze gravitationele roodvers
huiving bepaaltvolledig de banen van deeltjes in een gravitatieveld. De gehele newtoniaanse gravitatie is alleentijdkromming.Welli
ht gaat het bovenstaande tegen ons gevoel in. Immers niets lijkt zo vanzelfsprekend alshet idee dat gravitatie een manifestatie is van kromming van de ruimte. Kijk bijvoorbeeld naarde banen van twee obje
ten in de ruimte, zoals getoond in Fig. 54. Een van de obje
ten is eenbal die met een relatief lage snelheid van 5 m/s beweegt en een hoogte bereikt van 5 m. Hetandere obje
t is de kogel uit een geweer. Deze kogel beweegt met hoge snelheid (500 m/s). Alswe de �guur bekijken, dan lijkt de baan van de bal sterker gekromd dan die van de kogel.Het punt is e
hter dat we niet naar een kromming van de ruimte dienen te kijken, maar naarde kromming van ruimtetijd. Hiertoe tekenen we de banen nogmaals in Fig. 55, maar nu inminkowski ruimtetijd. We zien dat nu de banen van de bal en kogel een gelijke kromminghebben in ruimtetijd. In werkelijkheid heeft e
hter geen van de banen een kromming! Ze zien

Figuur 55: Banen van een bal en een kogel door ruimtetijd. Gezien vanuit een laborato-rium hebben de banen dezelfde kromming. We vergelijken de baanlengte ten opzi
hte van debooglengte van de 
irkel: (straal) = (horizontale afstand)2 / 8(hoogte).er gekromd uit omdat we vergeten zijn dat de ruimtetijd waarin ze getekend zijn, zelf gekromdis. De kromming van ruimtetijd is pre
ies zodanig, dat de banen zelf volledig re
ht zijn: het zijnimmers geodeten.7.8 De zwakke-veld limiet van de einsteinvergelijkingenDe einsteinvergelijkingen (373) stellen dat de einsteintensor evenredig is met de energie-impulstensor, Gµν = constante Tµν . We willen de evenredigheidsfa
tor bepalen, door de zwakke-veldlimiet te nemen. Hiertoe hoeven we alleen de 00-
omponent te bes
houwen. We vinden dan
R00 −

1

2
Rg00 = constante(T00). (386)



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 138In de zwakke-veld limiet is ruimtetijd sle
hts weinig gekromd en bestaan er 
oördinaten waarvoor
gµν = ηµν + hµν met |hµν | ≪ 1, terwijl de metriek stationair is. Er geldt dus g00 ≈ 1. Verderkunnen we de de�nitie (340) van de krommingstensor gebruiken om R00 te vinden. Er geldt

R00 = ∂0Γ
µ
0µ − ∂µΓµ

00 + Γν
0µΓµ

ν0 − Γν
00Γ

µ
νµ. (387)In ons 
oördinatenstelsel zijn de Γµ

νσ klein, zodat we de laatste twee termen in eerste-orde in
hµν kunnen verwaarlozen. Ook is de metriek stationair in ons 
oördinatenstelsel, en vinden we

R00 ≈ −∂iΓ
i
00. (388)In onze dis
ussie van de newtoniaanse limiet, hebben we in vergelijking (380) gevonden dat

Γi
00 ≈ 1

2δ
ij∂jh00 in eerste-orde in hµν . Dus geldt

R00 ≈ −1

2
δij∂i∂jh00. (389)We kunnen nu onze benaderingen voor g00 en R00 substitueren in vergelijking (386) en vindenin de zwakke-veld limiet

1

2
δij∂i∂jh00 ≈ constante (T00 −

1

2
T ). (390)We hebben hierbij gebruikt dat R = constante T met T ≡ T µ

µ, door vergelijking (373) metgemengde 
omponenten te s
hrijven, Rµ
ν − 1

2δ
µ
νR = constante T µ

ν , en deze te 
ontraheren door
µ = ν te stellen (merk op dat δµ

µ = 4).Om voortgang te kunnen maken, moeten we iets aannemen over de soort materie die het zwakkegravitationele veld produ
eert. We nemen hiervoor een perfe
te vloeistof. Voor de meesteklassieke materieverdelingen geldt P/c2 ≪ ρ en we kunnen de energie-impuls tensor voor stofnemen; zie vergelijking (226). Er geldt
Tµν = ρUµUν , (391)en hiermee vinden we T = ρc2. Verder nemen we aan dat de deeltjes die de vloeistof vormen,snelheden ~U hebben die in ons 
oördinatenstelsel klein zijn ten opzi
hte van c. We doen deaanname γU ≈ 1 en dus U0 ≈ c. Vergelijking (390) redu
eert dan tot

1

2
δij∂i∂jh00 ≈ 1

2
constante ρc2. (392)We merken op dat δij∂i∂j = ∇2. Verder hebben we met vergelijking (383) h00 = 2Φ/c2, met Φde gravitatiepotentiaal. Als we de evenredigheids
onstante nu kiezen als constante = 8πG/c4,dan vinden we de poissonvergelijking voor newtoniaanse gravitatie (zie ook vergelijking (18))

∇2Φ ≈ 4πGρ. (393)Deze identi�
atie veri�eert onze aanname dat de evenredigheidsfa
tor tussen de einsteintensoren de energie-impuls tensor gelijk is aan 8πG/c4.7.9 De kosmologis
he 
onstanteDe einsteinvergelijkingen (373) zijn niet uniek. Einstein ontdekte al snel dat het niet mogelijkbleek om een statis
h model van het universum te 
onstrueren op basis van de veldvergelijkin-gen. Deze vergelijkingen geven altijd oplossingen die 
orresponderen met een expanderend of
ontraherend heelal. Toen Einstein dit werk in 1916 uitvoerde was alleen onze melkweg bekend,



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 139en dat lijkt op een uniforme verdeling van vaste sterren. Door het invoeren van de kosmologis
he
onstante Λ was Einstein in staat om statis
he modellen van het universum te 
reëren (maardie blijken allemaal instabiel te zijn). Later werd ingezien dat de melkweg sle
hts één van devele sterrenstelsels is, terwijl in 1929 Edwin Hubble de uitdijing van het universum ontdekte.Hij bepaalde de afstanden en roodvers
huivingen van nabij gelegen sterrenstelsels en zag dat hetuniversum expandeert; zie Fig. 56. De kosmologis
he 
onstante bleek niet nodig te zijn. Sterkernog, als Einstein meer vertrouwen had gehad in zijn vergelijkingen, had hij deze expansie vanhet universum kunnen voorspellen. Tegenwoordig hebben we een andere kijk op deze zaak, maardaarover later meer.

Figuur 56: Links: de snelheid van een sterrenstelsel is te bepalen uit het dopplere�e
t. Deafstand wordt bepaald uit de helderheid van standaardkaarsen; re
hts: het blijkt dat sterrenstel-sels sneller van ons af bewegen naarmate ze verder weg staan. De hubble
onstante is H0 = 72km/s/Mp
. Sterrenstelsels bewegen niet door de ruimte, maar drijven als het ware met deexpanderende ruimte mee.Wat Einstein deed was het volgende. We weten dat ∇µGµν = 0 en ook ∇µTµν = 0, en we hebbenin vergelijkingen (290) en (310) gezien dat ook ∇µg
µν = 0. We mogen elke 
onstante veelvoudvan gµν optellen bij Gµν en krijgen dan nog steeds een 
onsistente verzameling veldvergelijkingen.Het is gebruikelijk om de evenredigheids
onstante aan te duiden met Λ, en we vinden dan

Rµν − 1

2
gµνR+ Λgµν =

8πG

c4
Tµν , (394)waarbij Λ een nieuwe universele natuur
onstante is, die we de kosmologis
he 
onstante noemen.Wat we hiermee opgeven is dat de `gemodi�
eerde einsteintensor' G′

µν = Gµν + Λgµν niet meergelijk is aan nul als ruimtetijd vlak is! Verder is Gµν niet meer een re
htstreekse maat voor dekromming.Door vergelijking (394) weer met gemengde indi
es te s
hrijven en te 
ontraheren vinden we
R = 8πG

c4
T + 4Λ. Invullen in vergelijking (394) levert

Rµν =
8πG

c4

(

Tµν − 1

2
Tgµν

)

+ Λgµν . (395)We volgen nu dezelfde pro
edure als in hoofdstuk 7.8 en vinden de veldvergelijkingen in dezwakke-veld limiet voor newtoniaanse gravitatie
∇2Φ = 4πGρ− Λc2. (396)



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 140Voor een sferis
he massa M vinden we het gravitatieveld
~g = ∇Φ = −3GM

2r2
~̂r + c2Λr~̂r, (397)en we zien dat de kosmologis
he term 
orrespondeert met een gravitationele afstoting, waarvande sterkte evenredig met r toeneemt.Tegenwoordig hebben we een andere kijk op de kosmologis
he 
onstante. Merk op dat de energie-impuls tensor van een perfe
te vloeistof gegeven wordt door

T µν =

(

ρ+
P

c2

)

UµUν + Pgµν . (398)We stellen ons voor dat er een bepaalde `substantie' is met een vreemde toestandsvergelijking
P − ρc2. Een dergelijke substantie is iets dat we nog niet zijn tegengekomen, omdat het eennegatieve druk heeft! De energie-impuls tensor voor deze substantie is

Tµν = −Pgµν = ρc2gµν . (399)Hierbij dienen we het volgende op te merken. Allereerst hangt de energie-impuls tensor voordeze vreemde substantie alleen van de metris
he tensor af: het is derhalve een eigens
hap vanhet va
uum zelf en we noemen ρ de energiedi
htheid van het va
uum. Ten tweede, de vorm van
Tµν is hetzelfde als die van de 
onstante kosmologis
he term in vergelijking (394). We kunnende kosmologis
he 
onstante dus zien als een universele 
onstante die de energiedi
htheid van hetva
uum bepaalt,

ρvacuumc
2 =

Λc4

8πG
. (400)Als we de energie-impuls tensor van het va
uum aanduiden met T vacuum

µν = ρvacuumc
2gµν , kunnenwe de gemodi�
eerde veldvergelijkingen s
hrijven als

Rµν − 1

2
Rgµν =

8πG

c4
(
Tµν + T vacuum

µν

)
, (401)met Tµν de energie-impuls tensor van de aanwezige materie of straling.Als Λ 6= 0, dan dient hij op zijn minst zó klein te zijn dat ρvacuum verwaarloosbare gravitationelee�e
ten heeft (|ρvacuum| < ρmaterie) voor gevallen waarbij de newtoniaanse gravitatietheorie eengoede bes
hrijving van de meetgegevens geeft. De systemen met kleinste di
htheid waarop dewetten van Newton worden toegepast, zijn kleine 
lusters van sterrenstelsels. Hiermee kunnenwe de volgende limiet plaatsen

|ρvacuumc
2| =

∣
∣
∣
∣

Λc4

8πG

∣
∣
∣
∣
≤ ρcluster ∼ 10−29 g/cm−3 (402)op de waarde van de kosmologis
he parameter. Het is evident dat Λ zó klein is, dat hij volledigonbelangrijk is op de s
haal van een ster.Hoe kunnen we de energiedi
htheid van het va
uum berekenen? De eenvoudigste berekeningensommeren de quantumme
hanis
he nulpuntsenergie van alle in de natuur bekende velden. Hetantwoord dat gevonden wordt is ongeveer 120 ordes van grootte hoger dan de bovengrens op Λ diewe net bepaald hebben. Dit is niet begrepen en er dient een fysis
h me
hanisme te bestaan dat dekosmologis
he 
onstante klein maakt. Re
ente meetgegevens duiden erop dat de kosmologis
he
onstante niet pre
ies gelijk is aan nul. De sterkste aanwijzing komt van metingen aan verre Type
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Figuur 57: De historie van de expansie van het universum. In het verleden was het e�e
t van demassadi
htheid belangrijker dan dat van de kosmologis
he 
onstante en vertraagde de expansievan het universum. E
hter als het volume van het universum toeneemt, dan neemt de di
htheidaf. Het e�e
t van de va
uumenergie is 
onstant. Als het volume groot genoeg wordt, dan zal hetuniversum voor altijd expanderen.Ia supernovae, die zeggen dat de expansie van het universum op dit moment toeneemt. Dit wordtgetoond in Fig. 57. Zonder kosmologis
he 
onstante verwa
hten we dat door de aantrekkendekra
ht van alle materie in het universum, de expansie zou vertragen en miss
hien zelfs aanleidingzou geven voor een 
ontra
tie van het universum. Als de kosmologis
he 
onstante e
hter vannul vers
hilt, kan de negatieve druk van het va
uum ervoor zorgen dat het universum versnelduitdijt.7.10 Alternatieve relativistis
he theorieën voor gravitatieDe einsteinvergelijkingen zijn niet uniek, zoals we gezien hebben in de vorige se
tie. Het is ookmogelijk om radi
aal nieuwe gravitatietheorieën te 
onstrueren. We bespreken in het volgendeeen aantal.7.10.1 S
alaire gravitatietheorieënIn de newtoniaanse bes
hrijving van gravitatie wordt het gravitatieveld voorgesteld door de s
alar
Φ. Dit veld voldoet aan de poissonvergelijking ∇2Φ = 4πGρ. Omdat materie relativistis
h wordtbes
hreven door de energie-impuls tensor Tµν , is de enige s
alar met de dimensie massadi
htheiddie we kunnen maken T µ

µ. Verder zijn plaats en tijd onderdeel van de vierve
tor xµ en nemenwe ook de afgeleide naar de tijd mee (via 22 ≡ ∇µ∇µ = −∂ct + ∇2). Een 
onsistente s
alairerelativistis
he theorie van gravitatie wordt gegeven door de veldvergelijking
22Φ = −4πG

c2
T µ

µ. (403)



7 DE ALGEMENE RELATIVITEITSTHEORIE 142Deze theorie is e
hter onjuist gebleken (en voorspelde onder andere niet waargenomen e�e
tenop de baan van mer
urius). Verder is er geen koppeling tussen gravitatie en elektromagnetisme,waardoor we geen gravitationele roodvers
huiving hebben, en ook geen afbuiging van li
ht doormaterie.7.10.2 Brans - Di
ke theorieEen gravitatietheorie gebaseerd op een ve
torveld kan worden uitgesloten, omdat een dergelijketheorie voorspelt dat massieve deeltjes elkaar zullen afstoten in plaats van aantrekken. Het iswel mogelijk om relativistis
he theorieën te formuleren met 
ombinaties van s
alaire, ve
tor entensorvelden. De meest belangrijke van dit soort theorieën is die van Robert Di
ke en Carl Bransuit 1961. Brans en Di
ke gingen in de formulering van hun theorie ook uit van het equivalentie-prin
ipe en verkregen op die wijze een bes
hrijving van gravitatie in termen van kromming vanruimtetijd. In plaats van de gravitatie
onstante G te behandelen als een natuur
onstante, intro-du
eerden ze een s
alair veld φ dat de sterkte van G bepaalt. Dit wil zeggen dat het s
alaire veld
φ de sterkte van de koppeling van materie aan gravitatie bepaalt. De gekoppelde vergelijkingenvoor het s
alaire veld en het gravitatieveld kunnen ges
hreven worden als

22φ = −4πλ
(
TM

)µ

µ
,

Rµν − 1
2gµνR = 8π

c4φ

(

TM
µν + T φ

µν

)

.

(404)We zien dat de e�e
ten van materie worden voorgesteld door de energie-impuls tensor TM
µν en eenkoppelings
onstante λ die het s
alaire veld bepaalt. Het s
alaire veld bepaalt de waarde van G ende veldvergelijkingen relateren de kromming aan de energie-impuls tensoren van het s
alaire veld

T φ
µν en de materie TM

µν . Historis
h wordt de koppelings
onstante ges
hreven als λ = 2/(3 + 2ω).In de limiet ω → ∞ vinden we λ → 0, en wordt φ niet beïnvloed door de massaverdeling. Wekunnen φ dan gelijkstellen aan φ = 1/G. In de limiet ω → 0 gaat T φ
µν → 0 en redu
eert deBrans-Di
ke theorie tot die van Einstein.De Brans-Di
ke theorie is belangrijk, omdat hij laat zien dat men alternatieve theorieën kanontwikkelen die 
onsistent zijn met het equivalentieprin
ipe. Een van de voorspellingen van deBrans-Di
ke theorie is dat de e�e
tieve gravitatie
onstante G een fun
tie van de tijd kan zijn enbepaald wordt door het s
alaire veld φ. Een verandering in G zou de banen van planeten beïn-vloeden en een redelijke 
onvervatieve 
on
lusie van meetgegevens zegt dat ω ≥ 500. Daarmeelijkt Einsteins theorie de 
orre
te theorie voor gravitatie, althans voor lage energieën.7.10.3 TorsietheorieënIn onze dis
ussie van gekromde ruimtetijd hebben we aangenomen dat de variëteit geen torsieheeft. Dit is geen noodzakelijke eis, en we kunnen de dis
ussie van ruimtetijd generaliseren meteen torsietensor,

T µ
νσ = Γµ

νσ − Γµ
σν , (405)die niet gelijk is aan nul. Typis
h wordt torsie veroorzaakt door de quantumme
hanis
he spin vandeeltjes. Dergelijke theorieën zijn wiskundig ge
ompli
eerd. Gravitatietheorieën met ruimtetijdtorsie worden vaak Einstein-Cartan theorieën genoemd en zijn uitvoerig onderzo
ht.
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he kosmologie8.1 Introdu
tieIn de vorige hoofdstukken hebben we de spe
iale en de algemene relativiteitstheorie behandeld.De 
on
epten van gekromde ruime en tijd zijn bedis
ussieerd, we weten welk verband er bestaattussen de metriek en de aanwezige massa en energie, en zijn in staat een verkregen metriek tegebruiken om fysis
h meetbare grootheden (afstanden en tijden) te berekenen. De volgende stapdie gemaakt kan worden, is het toepassen van de theorie op enkele spe
i�eke problemen, endit is pre
ies waar we in dit hoofdstuk mee zullen beginnen. Hier zullen we een van de meestvoorkomende toepassingen van de ART behandelen: de theorie van de oerknal. We zullen danzien dat een gevolg van de relativiteitstheorie is dat het heelal uitdijt, en dat de snelheid vanuitdijing te berekenen is wanneer we massa en energie kennen waarmee het heelal gevuld is.Verder zullen we zien dat het model niet 
ompleet is: waarnemingen laten zien dat er enkeleonvolkomenheden in de oerknaltheorie zijn opgesloten. Deze zullen we behandelen, en daarnapogen op te lossen door de theorie uit te breiden met een nieuw idee: de kosmologis
he in�atie.8.2 Het kosmologis
h prin
ipeWe zullen ons nu gaan bezighouden met de toepassing van de relativiteitstheorie op het heelal.Het is belangrijk om in te zien dat de delen van het universum dat we kunnen waarnemen, opzijn minst in prin
ipe, is gelimiteerd tot de gebieden die voldoende tijd gehad hebben om ons viali
htsignalen te bereiken vanaf de Big Bang. We geven dit s
hematis
h weer in Fig. 58. Een vraag

Figuur 58: (a) De verleden li
htkogel van een waarnemer vormt de grens van het waarneem-bare gebied dat we de deeltjeshorizon noemen. Als deze waarnemer in de toekomst een anderewaarneming doet, dat is dit gebied naar boven en naar de zijkanten groter geworden. Het gebiedbuiten de randen bevat gebeurtenissen die in de toekomst waarneembaar kunnen worden. Metli
ht ziet de waarnemer sle
hts gebeurtenissen die op de li
htkegel liggen, maar de gebeurtenis-sen binnen deze kegel kunnen informatie gestuurd hebben met lagere snelheid. Het diagramlaat zien dat er grenzen zijn aan het waarneembare gebied. (b) Twee sterrenstelsels liggen integengestelde ri
htingen van elkaar en op grote afstand, zodat hun li
ht het universum toonttoen het veel jonger was. Ze liggen zo ver uit elkaar dat ze onvoldoende tijd hebben gehad omte 
ommuni
eren: hun verleden li
htkegels bereiken de Big Bang voordat ze elkaar snijden. Ditis het gebruikelijke beeld van de Big Bang zonder in�atie en toont waarom de homogeniteit vanhet universum moeilijk te begrijpen is voor het standaard Big Bang s
enario. Het vereist dat deBig Bang op nagenoeg gelijke wijze begonnen is op niet-verbonden lokaties.dringt zi
h dan meteen op: op welke grond nemen we aan dat louter relativiteitstheorie genoeg is



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 144om de evolutie van het heelal te bes
hrijven? Er zijn immers nog enkele andere natuurkra
hten,die vele ordes van grootte kra
htiger zijn dan de zwaartekra
ht. Dit is inderdaad het geval, maarwe moeten ons bedenken dat deze kra
hten op kosmis
he s
haal vrijwel geen invloed uitoefenen:de sterke en zwakke kernkra
ht werken alleen op s
halen van de orde van femtometers, en deelektromagnetis
he kra
ht speelt een verwaarloosbare rol aangezien sterren, sterrenstelsels, enalle andere materie elektris
h neutraal zijn op ma
ros
opis
he s
haal. Het gevolg is dan ookdat alleen de zwaartekra
ht een rol kan spelen in de dynami
a van het heelal, en dus dat werelativiteitstheorie kunnen gebruiken om deze dynami
a te onderzoeken.Wat weten we van het heelal? Een van de eerste dingen die opvalt wanneer we naar de na
hthemelkijken, is dat het er in elke ri
hting hetzelfde uit lijkt te zien. Wanneer iets beter bekeken, lijktdit to
h niet helemaal zo te zijn: planeten volgen een pad ten opzi
hte van de vaste sterren,meteorenregens vers
hijnen op gezette tijden en op vers
hillende plaatsen aan de hemel, en hieren daar lijkt de sterrendi
htheid groter dan op een andere plek. E
hter, al deze onregelmatighe-den zijn alleen te ontwaren wanneer het heelal bekeken wordt op een s
haal zo groot als wijkunnen zien in een enkel beeld van een teles
oop of het blote oog; op een s
haal gezien vanenkele honderden megaparse
s zijn deze onregelmatigheden uitgesmeerd, en lijkt het heelal weldegelijk erg hetzelfde, gezien in alle ri
htingen. Deze eigens
hap draagt de naam isotropie. De

Figuur 59: De kosmis
he mi
rogolf a
htergrondstraling (CMBR) is een vorm van elektromag-netis
he straling die het universum vult. De CMBR wordt verklaard door de oerknaltheorieals het nagloeien van het waterstofplasma 380.000 jaar na de oerknal. Dat is de periode vanre
ombinatie van protonen en elektronen tot waterstof. De CMBR heeft het spe
trum van dethermis
h straling van een zwart li
haam met een temperatuur van 2,725 K (tot een pre
isie van50 delen op 1 miljoen) en isotroop tot ongeveer 1 deel in 105.isotropie van het heelal wordt veel meer kra
ht bijgezet wanneer niet alleen gekeken wordt naarde verdeling van materie in het heelal, maar ook naar de verdeling van li
ht en straling. VolgensGamow begon ons universum als een extreem hete en ge
omprimeerde neutrale bol in een stral-ingsbad. Vanwege haar grote interne energie expandeerde deze vuurbal zó snel, dat dit pro
esgewoonlijk de Big Bang wordt genoemd. Tegenwoordig vers
hilt het gea

epteerde `standaardmodel' van het beginnend universum in details van Gamow's beeld, maar het 
on
ept van eenBig Bang wordt ondersteund door de ontdekking in 1965 van de a
htergrondstraling door Pen-



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 145zias en Wilson. Al in 1965 meetten Penzias en Wilson dat de aarde gebombardeerd wordt doorenorme aantallen fotonen die, ongea
ht uit welke ri
hting zij komen, allemaal72 dezelfde ener-gie hebben (deze energie komt overeen met een temperatuur van ongeveer 2,725 Kelvin). Ditbetekent dat alle zi
htbare delen van het heelal dezelfde temperatuur hebben: blijkbaar is ookde stralingsenergie geheel isotroop verdeeld over het zi
htbare heelal. Re
ente meetgegevens vande Wilkinson Mi
rowave Anisotropy Probe (WMAP) worden getoond in �guur 60. De mikro-

Figuur 60: Meetgegevens verzameld met de Wilkinson Mi
rowave Anisotropy Probe. Boven:de temperatuurverdeling in gala
tis
he 
oördinaten. Beneden: een referentiekaart die emissievan de melkweg, het Cygnus 
ompex en andere bronnen toont.golf a
htergrondstraling wordt geïnterpreteerd als de straling die overgebleven is van het initiëlestralingsbad van het beginnend universum. Uit de ruimtelijke verdeling van de straling kun-nen we informatie verkrijgen over het universum toen het ongeveer 380.000 jaar oud. Sinds72Ook nu kijken we naar het heelal op zeer grote s
haal; dit betekent dat we de lokale afwijkingen van de energievan de fotonen door lokale invloeden van sterren, gaswolken, et
, buiten bes
houwing laten.
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huiving ondergaan door expansie van het universum.Voor tijden kleiner dan 380.000 jaar na de Big Bang was de temperatuur te hoog voor eenongestoorde voortplanting van de fotonen en was bijvoorbeeld ook waterstofgas niet stabiel. Demeetgegevens van WMAP duiden op een temperatuur van 2,725 K met diverse anisotropiën. Degrootste anisotropie is afkomstig van de beweging van ons melkwegstelsel ten opzi
hte van het dekosmis
he a
htergrondstraling73 . Belangrijk zijn vooral de anisotropiën op het 10−5 niveaus opeen s
haal van ongeveer 10 boogminuten tot enkele graden. Deze kleine variaties zijn het gevolgvan het zogenaamde Sa
hse-Wolf e�e
t, waardoor fotonen van de a
htergrondstraling een gravi-tationele roodvers
huiving krijgen. Volgens het in�atiemodel ligt de oorsprong van deze variatiesin quantum �u
taties die gedurende de in�atie era expandeerden en resulteerden in primordiale�u
tuaties. Uit deze laatste �u
taties is de huidige stru
tuur van ons universum ontstaan. Debelangrijkste 
on
lusies van WMAP tot nu toe kunnen als volgt worden samengevat:
• Het universum is 13, 72 ± 0, 12 miljard jaar oud.
• De diameter van het universum is minstens 78 miljard li
htjaar.
• Het universum bestaat uit 4, 6 ± 0, 1 % gewone baryonis
he materie, uit 23, 3 ± 1, 3 %van een onbekend soort `dark matter' genaamd, omdat deze niet zi
htbaar is, maar welgravitationele e�e
ten heeft, en uit 72, 1±1, 5 % van iets dat we `dark energy' noemen. Ditlaatste is een hypotetis
he energievorm die het hele universum doordringt en een negatievedruk uitoefent, waardoor er e�e
tief een afstotende gravitatiekra
ht ontstaat.
• De kosmologis
he s
enario's voor in�atie zijn 
onsistent met de waarnemingen.
• De Hubble 
onstante is 70, 1 ± 1, 3 km/s/Mp
.
• Als de huidige theorieën worden toegepast op de WMAP meetgegevens, dan is er eenindi
atie dat het universum eeuwig zal expanderen.Veel van deze 
on
lusies zullen we in het vervolg van dit hoofdstuk a�eiden. Naast het over-tuigende bewijs geleverd door COBE en WMAP, zijn er meer aanwijzingen voor de juistheidvan de Big Bang theorie, bijvoorbeeld de abondantie van de li
hte elementen, de zogenaamdeprimordiale nu
leosynthese.Ook de materieverdeling op grote s
haal in het universum is isotroop. Dit wordt getoond in Fig.61. In het binnengebied, waar het onderzoek meer volledig is, worden gaten, knopen en dradenzi
htbaar, maar op de grootste s
halen is de verdeling van sterrenstelsels gelijk voor praktis
h elkgebied in het universum. Wanneer deze isotropie wordt samengevoegd met de geda
hte dat deaarde geen spe
iale positie inneemt, dan moeten we aannemen dat het heelal er van elke positiegezien er het zelfde uitziet (de zogenaamde aanname van homogeniteit) in alle ri
htingen. Deze
ombinatie van isotropie en homogeniteit wordt vaak als startpunt genomen van de toepassingvan relativiteitstheorie op het heelal, en draagt als naam het kosmologis
h prin
ipe:vanaf elke positie in het heelal, lijken materie en energie gelijkmatig verdeeld te zijn, wanneerbekeken op een s
haal van ongeveer 100 Mp
.Als wij een model willen bouwen dat de evolutie van het heelal su

esvol bes
hrijft, dan moet dithet kosmologis
h prin
ipe hebben ingebouwd, danwel een manier bevatten waarop het op een ofandere manier een logis
h gevolg is van de details van het model. Wij zullen in het vervolg hetkosmologis
h prin
ipe zelf inbouwen in onze bes
hrijving.73Er is dus een voorkeur voor een referentiesysteem in het universum: een systeem dat is rust is ten opzi
htevan de kosmis
he a
htergrondstraling. Dit breekt Lorentzinvariantie en leidt ook tot het niet gelden van behoudvan energie en impuls.
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Figuur 61: De 2dF roodvers
huiving survey heeft spe
tra gemeten van 245.591 obje
ten, voor-namelijk sterrenstelsels. Getoond worden de hoekposities en roodvers
huivingen van deze ster-renstelsels. Het lijkt alsof er minder sterrenstelsels op grote afstand worden gemeten, maar datwordt veroorzaakt door het feit dat dan alleen maar de helderste stelsels zi
htbaar zijn.Willen wij de algemene relativiteitstheorie gebruiken om het heelal te bes
hrijven, dan ligt hetvoor de hand een metriek te kiezen die een materie- en energieverdeling oplevert die in overeen-stemming is met het kosmologis
h prin
ipe. Dit blijkt niet een heel moeilijke taak te zijn. In deeerste plaats hadden we al opgemerkt dat zwaartekra
ht de enige kra
ht is die op deze s
haal eenrol speelt in de evolutie van het heelal, en dit betekent dat we geen rekening hoeven te houdenmet de ingewikkelde quantumme
hanis
he details van de andere drie kra
hten, danwel de wis-selwerking van onze metriek met deze kra
hten opdat de gewenste homogeniteit en isotropiegevonden wordt. In plaats daarvan kunnen we de metriek en de verdeling van massa en energieals dire
t ge
orreleerd zien zonder invloeden van de andere kra
hten. Zo volgt dan ook dat alsde metriek zelf geen voorkeursri
hting danwel voorkeurspositie kent, de energieverdeling dit ookniet zal hebben.Het is niet zo heel moeilijk om een metriek te vinden die aan deze eis voldoet. Alvorens dit tedoen, zullen we nu even een paar van de ons al bekende metrieken bes
houwen. De s
hwarzs
hild-metriek is isotroop, maar niet homogeen; de metriek die newtoniaanse zwaartekra
ht opleverde,vergelijking(385), is ook isotroop maar niet homogeen. De minkowskimetriek, daarentegen, iszowel isotroop als homogeen! Maar de minkowskimetriek zou tekort s
hieten om het heelalte bes
hrijven, aangezien we al gezien hadden in het vorige hoofdstuk dat deze metriek striktgenomen alleen een oplossing is van de Einsteinvergelijkingen in de afwezigheid van materie enenergie: een leeg heelal dus. Bovendien beperken we ons met deze keuze van de metriek meerdan het kosmologis
h prin
ipe verlangt: het prin
ipe zegt inderdaad dat het heelal er vanaf elkepositie gezien, in alle ri
htingen er hetzelfde uit behoort te zien, maar niet dat dit uitzi
ht opelk tijdstip hetzelfde hoeft te zijn. Het is dan ook toegestaan om een tijdsafhankelijkheid aan deminkowskimetriek toe te kennen, mits deze maar in alle ruimtelijke ri
htingen hetzelfde is. Dezetijdsafhankelijkheid voegt men toe door middel van een (op dit moment nog) onbekende fun
tie
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a(t), genaamd de s
haalfa
tor, en de metriek wordt gegeven door

gµν =







−1 0 0 0
0 a2(t) 0 0
0 0 a2(t) 0
0 0 0 a2(t)






. (406)Deze metriek draagt de naam vlakke Robertson-Walker metriek, en speelt een hoofdrol in dekosmologie74. De fysis
he betekenis van de s
haalfa
tor a(t) is snel in te zien door het lijnelement

ds2 uit te s
hrijven. We vinden
ds2 = −c2dt2 + a2(t)dx2 + a2(t)dy2 + a2(t)dz2

= a2(t)dxidxi

= a2(t)d~x2, (407)waar de tweede stap geldt voor een spe
iale waarnemer die een afstand wil meten, en voor wiedaarom geldt dt = 0. Integreren om een eindige afstand S te berekenen levert
S =

∫

a(t)d~x

= a(t)

∫

d~x. (408)Blijkbaar is de gemeten afstand S in de vlakke Robertson-Walker ruimte niets anders dan deafstand ∫ d~x zoals die gemeten zou zijn in een minkowskimetriek, maal de fun
tie a(t). Ditverklaart de naam schaalfa
tor: a(t) geeft aan hoeveel groter (als a(t) > 1) of hoeveel kleiner(als a(t) < 1) een gemeten afstand is bij een gegeven 
oördinaatafstand, vergeleken met deovereenkomstige gemeten afstand in een minkowskimetriek. Bovendien kunnen we nu de tijds-afhankelijkheid van de s
haalfa
tor interpreteren: als a(t) een stijgende fun
tie is in de tijd,betekent dit dat gemeten afstanden steeds groter worden. De impli
atie van dit is enorm: hetbetekent dat twee, zeg, sterren op vaste 
oördinaatafstand, zi
h van elkaar zullen verwijderen meteen snelheid gelijk aan ȧ(t). Vanaf de aarde gezien (of, overeenkomstig het kosmologis
h prin
ipe,vanaf elk willekeurig punt in het heelal) lijken deze sterren zi
h van elkaar te verwijderen meteen snelheid ȧ(t). Dit geldt voor elke willekeurige twee sterren of alle andere materie of stralingin het heelal: alles verwijdert zi
h van elkaar met een snelheid gedi
teert door de tijdsafgeleidevan de s
haalfa
tor: we spreken in dat geval van een uitdijend heelal. Op dezelfde manier volgtdat als a(t) een dalende fun
tie in de tijd is, gemeten afstanden afnemen in de tijd, en het heelalkrimpt. De tijdsafgeleide ȧ(t) van de s
haalfa
tor is daarom een maat voor de snelheid waarmeehet heelal uitdijt of inkrimpt; de tweede tijdsafgeleide ä(t) van de s
haalfa
tor is een maat voorde verandering van de uitdijingssnelheid.8.3 De wet van HubbleEen uitdijend of inkrimpend heelal heeft als kenmerk dat de gol�engte van het li
ht van de sterren,oprekt of inkrimpt, en daardoor de kleur van dit li
ht roder danwel blauwer wordt. Dit betekentdat, in een uitdijend heelal, uitgezonden sterrenli
ht roder aankomt in onze teles
open dan het74Er zijn nog twee andere metrieken denkbaar die voldoen aan het kosmologis
h prin
ipe, te weten de sferis
heen de hyperbolis
he Robertson-Walker metrieken, en deze leiden tot een ruimte die niet alleen uitdijt, maar ookgekromd is. Deze bes
hrijven dan ook een heelal waarin aanvankelijk evenwijdige lopende li
htstralen 
onvergerenrespe
tievelijk divergeren. E
hter, de theorie van kosmologis
he in�atie leidt ertoe dat de vlakke Robertson-Walker metriek de beste bes
hrijving geeft van het heelal waarin wij leven. Bovendien wordt deze vorm van demetriek bevestigd door experiment. Wij komen hierop terug in het volgende hoofdstuk.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 149uitgezonden wordt door de sterren, en bovendien dat deze roodvers
huiving een maat is voor deuitdijingssnelheid ȧ(t) van het heelal. Dit verband zullen we nu onderzoeken. We bes
houwenhiertoe een li
htstraal in dit heelal. Volgens de relativiteitstheorie volgt deze li
htstraal eenli
hta
htig pad,
ds2 = −c2dt2 + a2(t)dx2

≡ 0. (409)We nemen hier aan, zonder verlies van algemeenheid, dat het li
ht zi
h langs de x-ri
hting voort-beweegt. Als deze li
htstraal is uitgezonden op tijdstip te (emissie) en gemeten is op het huidigetijdstip to (ontvangst), dan kunnen we deze relatie integreren om te zien hoeveel 
oördinaataf-stand R het li
ht a�egt tussen de emissie en ontvangst. Er geldt
R =

∫ R

0
dx =

∫ to

te

cdt

a(t)
. (410)We bes
houwen nu een waarnemer op grote afstand die li
ht in pulsjes uitzendt, en een tweedewaarnemer die deze pulsjes ontvangt; hun onderlinge 
oördinaatsafstand is R. De zender stuurttwee pulsjes weg, een tijd δte van elkaar. De ontvanger zal de pulsjes iets later na elkaar ont-vangen, aangezien het heelal ondertussen uitdijt: hij meet dat de pulsjes een tijd δto na elkaaraankomen. Aangezien de 
oördinaatafstand tussen de twee waarnemers niet verandert tijdensuitdijing van het heelal75, moet er nu gelden

c

∫ to+δto

te+δte

dt

a(t)
= c

∫ to

te

dt

a(t)
. (411)Beide kanten van de vergelijking worden vermenigvuldigd met de fa
tor c; deze delen we weg.De re
hterkant van deze vergelijking kunnen we s
hrijven als

∫ to

te

dt

a(t)
=

∫ te+δte

te

dt

a(t)
+

∫ to+δto

te+δte

dt

a(t)
+

∫ to

to+δto

dt

a(t)
. (412)Wil dit gelijk zijn aan de linkerkant van de vergelijking (411), dan moet gelden

∫ te+δte

te

dt

a(t)
+

∫ to

to+δto

dt

a(t)
= 0. (413)Als we aannemen dat δto en δte zó klein zijn dat de s
haalfa
tor maar weinig verandert in dezeintegralen (dit wil zeggen: we nemen aan dat het heelal veel minder snel uitdijt dan de pulsenna elkaar uitgezonden worden), dan kunnen we a(t) als 
onstant nemen, en zegt deze laatste eisdat

δto
δte

=
a(to)

a(te)
. (414)Dit is een relatie tussen de tijden tussen pulsjes zoals gemeten en zoals verzonden. Dit vers
hilwordt dire
t bepaald door de grootte van het heelal ten tijde van uitzending (te) en ontvangst(to). Als we de duur tussen de pulsjes nu opvatten als de trillingstijd van een li
htgolf, dan kunnenwe een uitspraak doen over de verhouding in frequentie ω ≡ 2πδt−1 (kleur) van het li
ht zoalsverzonden en ontvangen. We vinden dan de formule voor de kosmologis
he roodvers
huiving z.75In de kosmologie gebruiken we een 
oördinatenstelsel dat met de universele expansie mee oprekt. We noemendergelijke 
oördinaten, meebewegende 
oördinaten.
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sterrenstelsel
  met
 roodverschuiving
 :
 z
 = 0,004


sterrenstelsel
  met
 roodverschuiving
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Golflengte
  [ Angstrom ]
Figuur 62: De kosmologis
he roodvers
huiving. De spe
tra van twee sterrenstelsels wordengetoond als de ontvangen intensiteit als fun
tie van de gol�engte (1 Angstrom = 10−10 m). Deheldere lijnen van de twee spe
tra 
orresponderen met een vers
huiving van ∆λ/λ ≡ z = 0, 1.Dit wordt de kosmologis
he roodvers
huiving genoemd.Er geldt
1 + z ≡ ωe

ωo
=
a(to)

a(te)
. (415)We zien dat de roodvers
huiving z een maat is voor de verandering van de kleur van het li
ht,ten gevolge van de uitdijing van het heelal. Experimenteel gezien betekent dit, dat we doormeting van de kleurvers
huiving van sterrenli
ht kunnen bepalen wat de huidige waarde is van des
haalfa
tor, ten opzi
hte van die ten tijde dat het li
ht uitgezonden werd. Dit geeft ons daarmeeeen maat voor de tijdsevolutie van de s
haalfa
tor, en daarmee voor de uitdijingssnelheid vanhet heelal.Voor sterren die niet te ver weg staan van onze teles
open heeft het li
ht niet veel tijd nodigom de afstand te overbruggen, en kan de s
haalfa
tor nooit heel erg veranderd zijn tussen demomenten van uitzending en ontvangst van het sterrenli
ht. Dit betekent dat we de s
haalfa
torten tijde van uitzending, a(te), goed kunnen benaderen door de Taylor-reeks

a(te) ≈ a(to) + ȧ(to)(te − to). (416)Ingevuld in de formule voor de kosmologis
he roodvers
huiving, volgt op deze manier
1 + z =

a(to)

a(te)
≈ a(to)

(

a(to) + ȧ(to)(te − to)
)−1

≈ 1 +
ȧ(to)

a(to)
(to − te), (417)waar in de laatste stap de wiskundige regel is gebruikt dat (1 + x)m ≈ 1 +mx, welke geldt als

mx ≪ 1; dit is hier het geval, aangezien (te − to) een maat is voor de afstand tussen zender



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 151en ontvanger, en we hadden aangenomen dat deze klein is. Het tijdsvers
hil (te − to) laat zi
homzetten in een afstand tussen de zender en ontvanger door een fa
tor c te plaatsen. Op dezemanier is nu de roodvers
huiving van sterrenli
ht gerelateerd geraakt aan de afstand d tot dester als
z ≈ ȧ(to)

a(to)
cd. (418)De 
ombinatie ȧ(to)

a(to) draagt de naam Hubble 
onstante en is een maat voor de snelheid waarmeehet heelal op dit moment uitdijt. Hij is vernoemd naar Edwin Hubble, die dit lineaire verbandtussen roodvers
huiving en afstand tot de sterren al in 1929 wist te meten; hiermee werd heteerste experimentele bewijs geleverd voor het uitdijen van het heelal. Sindsdien zijn de metingensteeds nauwkeuriger geworden, en is de waarde van de Hubble 
onstante vastgesteld op, ineenheden die in de waarnemende sterrenkunde gebruikelijk zijn, H(to) = 70, 1 km·s−1·Mp
−1; instandaardeenheden is de waarde ongeveer H(to) = 2, 1 · 10−18 s−1. Deze experimentele waardezullen we later nodig hebben om de leeftijd van het heelal te s
hatten.8.4 De FriedmannvergelijkingenEen van de grootste opgaven van de kosmologie is het bepalen wat de expli
iete vorm is vande fun
tie a(t): wanneer dit bekend is, weten we namelijk hoe de grootte van het heelal (enmogelijk zijn oorsprong en toekomstig gedrag) evolueert in de tijd. De vraag is dan ook: hoekunnen we de vorm van de s
haalfa
tor bepalen? Het antwoord wordt, zoals altijd, uiteindelijkgedi
teerd door de aanwezigheid van materie en energie in het heelal. Immers, de vorm en hetgedrag van een metriek is via de Einsteinvergelijkingen gekoppeld aan de energie-impuls tensor
Tµν , en het ligt dan ook voor de hand om de vraag te stellen welke energie-impuls tensor alsgevolg heeft dat de Einsteinvergelijkingen de Robertson-Walker metriek als oplossing kent. Merkop hoe dit afwijkt van de gebruikelijke pro
edure: meestal bij het doen van relativiteitstheorie, isde energie-impuls tensor het startpunt van berekeningen, en is de metriek een gevolg; de huidigesituatie is een van de weinige keren dat de metriek bekend is, en er een energie-impuls tensorgevonden dient te worden.Dit is geen triviaal probleem: het vraagstuk wordt bemoeilijkt door het feit dat er een wisselwer-king plaatsvindt tussen de tijdsafhankelijkheid van de metriek, en de vorm van de energie-impulstensor. Denk ter illustratie aan een gas in een ballon: niet alleen wordt de grootte van de ballonbepaald door de druk van het gas in de ballon, maar deze druk is zelf weer een fun
tie van degrootte (grootte van de ballon) van het volume waarin het gas opgesloten is. Op dezelfde manierwordt de metriek (een maat voor de grootte van het heelal) niet alleen bepaald door de aanwezigeenergie en materie, maar oefent deze metriek ook zelf weer een invloed uit op de energie-impulstensor: een ingewikkelde wisselwerking is het gevolg.Het kosmologis
h prin
ipe biedt uitkomst. Willen energie en materie homogeen en isotroopverdeeld zijn over het heelal, dan moet de energie-impuls tensor overeenkomstig gekozen worden,wat betekent dat deze tensor geen plaatsafhankelijkheid mag kennen. Verder doet de eis vaneen uitgesmeerde hoeveelheid materie ons denken aan een perfe
te vloeistof. Vloeisto�en wordengekenmerkt door een druk P en een energiedi
htheid ρ, die, zoals beargumenteerd, nu ten hoogstevan de tijd mogen afhangen. Voor vloeisto�en is een energie-impuls tensor bekend, en deze wordtgegeven door (zie ook vergelijking (230), maar merk op dat we ρ nu als energiedi
htheid de�niërenin plaats van een massadi
htheid)

T µν =
1

c2
(ρ+ P )UµUν + Pgµν . (419)



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 152waarin Uµ de viersnelheid is van een waarnemer die in rust is ten opzi
hte van de vloeistof. Ergeldt dat Uµ = (c, 0, 0, 0).Nu het kosmologis
h prin
ipe ons tot aannames heeft geleid voor de vorm van de metriek ende vorm van de energie-impuls tensor, kunnen de Einsteinvergelijkingen worden gebruikt omhet verband tussen de twee obje
ten te vinden; het resultaat zal zijn dat er een dire
t verbandbestaat tussen de s
haalfa
tor a(t) en de druk P (t) en energiedi
htheid ρ(t) van het heelal.Hiertoe dienen de Ri

itensor en Riemanns
alar behorend bij de Robertson-Walker metriek teworden berekend. Dit is een eenvoudige opgave, en leidt tot
R00 = 3

ä(t)

a(t)
,

Rij = −
(

2ȧ2(t) + a(t)ä(t)
)

δij ,

R = −6
ȧ2(t)

a2(t)
− 6

ä(t)

a(t)
. (420)Wanneer deze worden ingevuld in de linkerkant van de Einsteinvergelijkingen en de energie-impuls tensor ingevuld in de re
hterkant, wordt een tensorvergelijking gevonden die in prin
ipe10 vers
hillende relaties geeft tussen de s
haalfa
tor en de druk en di
htheid van de aanwezigeenergie en materie. E
hter, uiteindelijk levert dit ons sle
hts twee relaties op, aangezien detensoren alleen niet-nul 
omponenten op de diagonaal kennen, en de drie ruimtelijke 
omponentenhiervan dezelfde informatie bevatten (kosmologis
h prin
ipe!). Voor µ = 0, ν = 0 levert dit

(
ȧ(t)

a(t)

)2

= +
8πG

3c2
ρ(t), (421)en voor µ = i, ν = i levert dit

ä(t)

a(t)
+

(
ȧ(t)

a(t)

)2

= −8πG

c2
P (t). (422)Het is gebruikelijk deze tweede vergelijking te hers
hrijven door de eerste vergelijking te sub-stitueren; de twee resulterende vergelijkingen zijn dan

(
ȧ(t)

a(t)

)2

= +
8πG

3c2
ρ(t),

ä(t)

a(t)
= −4πG

3c2

(

3P (t) + ρ(t)
)

. (423)Deze twee vergelijkingen geven het verband tussen de energiedi
htheid en druk van de vloeistofwaarmee we het heelal gevuld hebben, en de s
haalfa
tor. Zij heten de Friedmannvergelijkingen,en vormen het hart van de kosmologie. Vraagstukken over de evolutie van de grootte van hetheelal zijn hiermee tot een simpel stappenplan geredu
eerd: beargumenteer wat de druk P (t)en di
htheid ρ(t) is van de energie en materie in het heelal, los de Friedmannvergelijkingen op,en vindt dan de expli
iete vorm van de s
haalfa
tor a(t) (en daarmee de mate van uitdijingof inkrimping van het heelal). In se
tie 8.5 zullen we deze vergelijkingen expli
iet oplossenvoor enkele spe
iale gevallen, en hieruit het model van de oerknal 
onstrueren. Alvorens ditte doen zullen we enkele dire
te, algemene gevolgen (dus geldend voor alle oplossingen) van deFriedmannvergelijkingen bekijken.Ten eerste voorspellen de Friedmannvergelijkingen dat het heelal een begin heeft gehad. Dit kanworden ge
on
ludeerd op basis van het feit dat, voor ons bekende soorten materie en energie, de
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htheid en druk beide positieve grootheden zijn76 en de re
hterkant van de tweede Friedmann-vergelijking daarom negatief is: hieruit volgt dat ä(t) negatief is: de uitdijingssnelheid van hetheelal neemt af in de tijd. Ge
ombineerd met Hubble's experimentele feit dat het heelal op ditmoment uitdijt, ȧ(tnu) > 0, leidt dit dire
t tot de 
on
lusie dat op een bepaald moment in dehistorie van het heelal, de s
haalfa
tor a(t) de waarde nul heeft aangenomen. Dit 
orrespondeertmet een heelal waarin alle materie en energie opgeborgen is geweest in een volume ter groottenul. De Friedmannvergelijkingen voorspellen dan ook dat de ruimtetijd begonnen is als een sin-gulariteit met oneindige energiedi
htheid, en daarna (om onduidelijke redenen) is gaan uitdijen.Dit moment wordt gezien als het begin van het heelal, en draagt de naam oerknal. Hierop voort-

t
nu


vandaag


Figuur 63: De Hubble 
onstante is gerelateerd aan een s
haalfa
tor en levert een bovengrensop de leeftijd van het heelal.bordurend, kan de tijd verlopen sinds de oerknal opgevat worden als de leeftijd van het heelal.Een s
hatting van de leeftijd kan gemaakt worden door op te merken dat de s
haalfa
tor a(t)zijn huidige waarde heeft gekregen terwijl het is gegroeid met een `snelheid' gelijk aan ȧ(t). Eenmaat voor de leeftijd van het heelal kan daarom worden gegeven door de huidige waarde van des
haalfa
tor, gedeeld door zijn huidige snelheid. Dit levert in het algemeen een overs
hattig op,aangezien de tweede Friedmannvergelijking ons al leerde dat de snelheid van uitdijing ȧ(t) nietaltijd dezelfde waarde heeft gehad maar steeds kleiner is geworden. Het volgt daarom dat deleeftijd tnu van het heelal een bovengrens heeft gegeven door
tnu <

a(tnu)

ȧ(tnu)
. (424)Aan de re
hterkant van deze ongelijkheid herkennen we de inverse van de Hubble 
onstante diewe al eerder geïntrodu
eerd hadden, H(t) ≡ ȧ(t)/a(t). Het essentiële vers
hil met de laatste keerdat wij deze tegenkwamen, is dat H toen nog alleen op het huidige tijdstip werd genomen, waarwe vanaf nu H(t) ook op andere tijden zullen bes
houwen77. Zoals besproken is H(t) een fysis
hmeetbare grootheid, te bepalen door de roodvers
huiving van di
htbijgelegen sterren te meten,en is bekend een waarde te hebben van ongeveer 70 (km/s)/Mp
. Als we deze waarde invullenin vergelijking (424), levert op een bovengrens voor de leeftijd van het heelal van ongeveer 15miljard jaar.76In de volgende se
tie zullen we zien dat er ook een energiesoort bestaat waarvoor dit niet opgaat; e
hter, zoalswe eveneens zullen aantonen, heeft deze energiesoort een verwaarloosbare invloed in de eerste paar miljarden jarenvan het heelal, en kan daarom worden genegeerd wanneer we voorspellingen willen doen over het vroege heelal.77Merk op dat het daarom strikt genomen niet 
orre
t meer is om H aan te duiden als een 
onstante: hij isimmers tijdsafhankelijk. Het is e
hter algemeen gebruik om H(t) nog altijd aan te duiden met de naam Hubble
onstante, en dat zullen we in het vervolg dan ook blijven doen.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 1548.5 Oplossingen van de FriedmannvergelijkingenHet heelal is, voor zover wij kunnen overzien en hebben kunnen meten, gevuld met energie enmaterie die we in drie groepen kunnen verdelen. Ten eerste is er de koude materie: atomen,molekulen en alles wat daarvan gemaakt is. Denk hierbij aan sterren, sterrenstelses, gaswolken,nevels, de aarde en alles wat erop leeft, en ook de mysterieuze donkere materie. Ten tweede is erstraling, waarmee we alles bedoelen wat zi
h met (vrijwel) de li
htsnelheid voortbeweegt: fotonenuitgezonden door sterren, de fotonen van de kosmis
he a
htergrondstraling (deze waren we altegen gekomen bij de introdu
tie van het kosmologis
he prin
ipe), maar ook zeer snel bewegendemassieve deeltjes horen in deze 
ategorie. Ten derde is er de geheimzinnige energie die, zoals wezullen zien, het heelal versneld doet uitdijen, en waarvan de oorsprong nog een groot mysterieis; dit soort energie zullen we aanduiden met de naam kosmologis
he 
onstante78.Elk van deze soorten materie en of energie zal een spe
i�eke evolutie van het heelal voorspellen,en doel van deze se
tie is het oplossen van de Friedmannvergelijkingen voor deze gevallen. Hiertoezullen we uitdrukkingen moeten ops
hrijven voor de energiedi
htheid en druk ten gevolge vanelk van deze drie soorten van energie en materie. We zullen daarbij aannemen dat de di
htheiden druk evenredig zijn aan elkaar
P (t) = nρ(t). (425)Deze vergelijking wordt de toestandsvergelijking genoemd van de energie of materie. De waardevan de evenredigheids
onstante n is afhankelijk van meerdere fa
toren (waaronder de tempera-tuur, het type materie of energie, mate van intera
tie met andere soorten energie, en quantum-me
hanis
he eigens
happen), maar kan in de huidige 
ontext als 
onstant worden bes
houwd.Om de waarde van n te vinden, kan men kennis uit de thermodynami
a gebruiken (dit is immersde studie is van ma
ros
opis
he grootheden als druk en interne energie van materie) en met namede eerste hoofdwet, de wet van behoud van totale energie. In andere takken van fysi
a is ditinderdaad de manier waarop n bepaald wordt. E
hter, in het geval van de kosmologie is dit nietnodig: zoals dadelijk zal blijken, di
teren de Friedmannvergelijkingen wat de waarde is van n.Voor elke gegeven vorm van de energiedi
htheid ρ(t), volgt dan ook dire
t de druk P (t) . Ditis niet verbazingwekkend: de Friedmannvergelijkingen volgen uit de Einsteinvergelijkingen, endeze hebben, zoals we gezien hebben in hoofstuk 7, het behoud van energie ingebouwd.8.5.1 Heelal gedomineerd door koude materieIn het geval van de koude materie kunnen we een goede aanname doen voor de vorm van deenergiedi
htheid ρ(t). Een energiedi
htheid is altijd gede�nieerd als een hoeveelheid energie ofmaterie gedeeld door een volume. Nu wordt met volume uiteraard het fysis
he volume bedoeld,een produkt van fysis
h gemeten lengte, breedte, en hoogte. Elk van deze drie grootheden zijnafstanden, en fysis
he afstanden worden (zoals we al gezien hadden) dire
t bepaald door des
haalfa
tor a(t). Het ligt dan ook voor de hand om de di
htheid van de koude materie tes
hrijven als
ρ(t) =

A

a3(t)
, (426)waarin A een 
onstante is; het is een maat voor de hoeveelheid energie en materie ten tijdedat de s
haalfa
tor pre
ies de waarde a(t) = 1 had; de waarde ervan is niet zo relevant in78In de literatuur duiken ook andere namen op, veelal afhankelijk van de 
ontext waarin deze energie bes
hrevenwordt, en zonder dat er een duidelijk onders
heid gehanteerd wordt tussen de eventuele subtiele vers
hillen tussenal deze 
on
epten: va
uum energie, donkere energie, quintessen
e veld, et
.
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ussie. We zullen aannemen dat deze A niet van waarde verandert; fysis
hbetekent dit dat de koude materie niet omgezet wordt in een van de andere soorten energie. DeFriedmannvergelijkingen nemen dan de volgende vorm aan,
ȧ2(t) =

8πG

3c2
A

a(t)
,

ä(t) = −4πG

3c2
(1 + 3n)

A

a2(t)
. (427)Bovenstaande di�erentiaalvergelijkingen zullen wij dadelijk expli
iet oplossen om de s
haalfa
torals fun
tie van de tijd te vinden; eerst zullen we laten zien dat deze vergelijkingen, zoals beloofd,ook de waarde van de 
onstante n bepalen. Di�erentieer hiertoe de eerste van deze vergelijkingennaar de tijd

2ä(t) = −8πG

3c2
A

a2(t)
, (428)en substitueer deze in de tweede van de vergelijkingen. We vinden dan

−4πG

3c2
A = −4πG

3c2
(1 + 3n)A, (429)wat alleen waar kan zijn wanneer de evenredigheidparameter n gelijk is aan 0. Hiermee isgevonden dat de druk P (t) = nρ(t) ten gevolge van koude materie gelijk is aan nul. Fysis
hbetekent dit dat deze materie te weinig energetis
h is om de deeltjes van deze materie genoegsnelheid te geven om een signi�
ante druk uit te oefenen. Het is pre
ies om deze reden dat wedeze materie het predikaat `koud' hebben gegeven.Nu er uitdrukkingen gevonden zijn voor de energiedi
htheid en druk voor het geval van koudematerie, kunnen we deze uitdrukkingen substitueren in de Friedmannvergelijkingen, en dezepogen op te lossen om zo de s
haalfa
tor a(t) te vinden. De volgende di�erentiaalvergelijkingenworden dan gevonden,

a(t)ȧ2(t) =
8πG

3c2
A,

a2(t)ä(t) = −4πG

3c2
A. (430)Het is niet moeilijk in te zien dat de oplossing van deze vergelijkingen gegeven wordt door defun
tie

a(t) = Bt3/2, (431)waarin B een integratie
onstante is79. Een oplossing is gevonden! Louter op basis van hetkosmologis
h prin
ipe en een voor de hand liggende aanname voor de energiedi
htheid van deaanwezige materie, is nu gevonden hoe het heelal evolueert in de tijd. Interessant om te zien ishet volgende: de gevonden oplossing voorspelt dat het heelal uitdijt: ȧ(t) > 0, maar dat dezeuitdijing steeds minder snel gaat: ä < 0; dit is pre
ies wat we verwa
hten op basis van het feitdat zwaartekra
ht een aantrekkende werking heeft.79De 
onstante fa
toren in de uitdrukking voor de s
haalfa
tor zijn fysis
h weinig interessant: ze herde�niërenenkel de afstandsmaat waarin afstanden gemeten worden. Om uitspraken te doen over de uitdijing van het heelalis alleen de verhouding tussen de s
haalfa
toren van twee tijdstippen van belang. De 
onstanten B vallen erdaarom altijd uit.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 1568.5.2 Heelal gedomineerd door stralingOok voor het geval van straling kunnen we een goede aanname doen voor de vorm van deenergiedi
htheid. Wederom geldt dat de di
htheid van straling (fotonen) afneemt naarmatehet heelal uitdijt en dus dat ρ(t) ∝ a−3(t). Bovendien geldt dat er een extra afname vande energiedi
htheid optreedt ten gevolge van de gravitationele roodvers
huiving. Voor fotonengeldt dat de energie is gegeven voor E = hν = ~ω, waar ν de frequentie (ω de hoekfrequentie
2πν) is van de fotonen. Uitgedrukt in de gol�engte λ is deze relatie gegeven door E = (2π~c)/λ,waar de gol�engte λ een fysis
he afstand is, en daardoor s
haalt met a(t). Het gevolg is danook dat de stralingsenergiedi
htheid afneemt met een extra fa
tor a(t) ten gevolge van dezeroodvers
huiving, en we dus verwa
hten dat deze energiedi
htheid gegeven wordt door

ρ(t) =
A

a4(t)
. (432)(waarin A een 
onstante is). Op dezelfde manier als eerder, kunnen we de Friedmannvergelij-kingen gebruiken om de waarde van de 
onstante n te bepalen, en daarmee een fun
tie voor dedruk P (t). Er wordt dan gevonden dat n = 1/3, en straling daarom de volgende druk kent,

P (t) =
A

3

1

a4(t)
. (433)Met behulp van de gevonden uitdrukkingen voor energiedi
htheid en druk, kunnen we ze vervol-gens in de Friedmannvergelijkingen substitueren en vinden we voor het stralingsgedomineerdeheelal

a2(t)ȧ2(t) = +
8πG

3c2
A,

a3(t)ä(t) = −8πG

3c2
A. (434)De oplossing voor deze vergelijkingen is snel gevonden. Er geldt

a(t) = B
√
t, (435)waarin B een integratie
onstante is. Deze oplossing vertelt ons dat een heelal gevuld met straling,uitdijt, ȧ(t) > 0, en dat de uitdijingssnelheid afneemt, ä(t) < 0, wederom pre
ies zoals we zoudenverwa
hten op basis van het gegeven dat zwaartekra
ht een aantrekkende invloed uitoefent. Ookis te zien dat de uitdijing van een stralingsgedomineerd heelal sneller gaat dan de uitdijing vaneen heelal gedomineerd door koude materie. Dit heeft een belangrijke 
onsequentie, waar wedadelijk op zullen terugkomen.8.5.3 Heelal gedomineerd door een kosmologis
he 
onstanteTenslotte zullen we een heelal bes
houwen dat gevuld is met een energievorm die wij hebbenaangeduid met de naam `kosmologis
he 
onstante'. We hebben de impli
aties voor een deelal in se
tie 7.9 besproken. Per de�nitie wordt hiermee een energievorm bedoeld, waarvan deenergiedi
htheid niet afneemt tijdens het uitdijen of inkrimpen van het heelal: ρ(t) zal als een
onstante ρc worden gekozen,

ρ(t) = ρc = const. (436)Fysis
h betekent dit dat deze energievorm niet een gevolg kan zijn van `normale' materie ofstraling: voor alle soorten straling en materie geldt immers dat de di
htheid afneemt wanneerhet uitgesmeerd wordt over een steeds groter wordend volume. De kosmologis
he 
onstante kan
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hien het best80 worden gezien als een eigens
hap van de ruimtetijd zelf (en nietvan iets op de ruimtetijd): een energie die gedragen wordt door de ruimtetijd en daarom nietafhangt van de grootte van de ruimtetijd. Het is een experimenteel feit dat er wel degelijk eenenergievorm in het heelal aanwezig is dat aan deze eigens
hap voldoet: ongeveer driekwart vanalle energie, lijkt van deze bijzondere vorm te zijn. We zullen hier later op terugkomen; op ditmoment zullen we wederom de Friedmannvergelijkingen gebruiken om uit te rekenen hoe de drukvan deze materie eruit ziet. Op dezelfde manier als eerder, kan uit de Friedmannvergelijkingenworden gevonden dat n = −1, en dus dat de druk ten gevolge van de kosmologis
he 
onstanteeveneens 
onstant is, en gegeven wordt door
P (t) = −ρ(t) = −ρc = const. (437)Merk op dat deze druk negatief is! Nu druk en di
htheid zijn gevonden, kunnen de Friedmann-vergelijkingen gebruikt worden om de s
haalfa
tor uit te rekenen. Zij worden gegeven door
(
ȧ(t)

a(t)

)2

=
8πG

3c2
ρc,

ä(t)

a(t)
=

8πG

3c2
ρc. (438)De oplossing is wederom eenvoudig te vinden, en is

a(t) = a0e

√
8πG
3c2

ρct
, (439)waarin a0 een integratie
onstante is. De uitdijing van dit heelal is exponentieel, en gaat dienten-gevolge steeds sneller. Merk op hoe dit indruist tegen ons begrip van zwaartekra
ht: we zoudenverwa
hten dat een aantrekkende kra
ht de uitdijingssnelheid van het heelal zou afremmen (zoalsook het geval was voor een heelal gevuld met koude materie of straling). Wederom blijkt hierdat de kosmologis
he 
onstante een bijzonder vreemde soort energie is!8.6 Het Standaard Model van de kosmologieHet heelal dijt uit. Dit was een dire
t gevolg van de Friedmannvergelijkingen, en was bovendienexperimenteel geveri�eerd. Dit betekent dat de energiedi
htheid van de vers
hillende energievor-men vroeger vele malen groter was dan tegenwoordig. Dit uit zi
h in een afnemende hoeveelheidenergie die deeltjes kunnen uitwisselen. De uitwisselingsenergie van de deeltjes bepaalt in welkemate zij intera
tie aangaan met andere deeltjes, en zo volgt dat er vers
hillende maten vanintera
tie hebben plaatsgevonden naarmate het heelal ouder werd en groeide.Nu we de s
haalfa
toren ten gevolge van vers
hillende soorten energie en materie hebben be-rekend, kunnen wij ze gebruiken om een model te maken van de ges
hiedenis van het heelal:wanneer hebben welke fysis
he pro
essen plaatsgevonden? We zullen hierbij gebruik moetenmaken van een aantal vers
hillende takken van de fysi
a, zoals de atoomfysi
a en de subatomairefysi
a. Het resultaat staat bekend als het Standaard Model van de kosmologie. De berekeningendie we nu zullen doen, nemen niet alle subtiele (en belangrijke!) aspe
ten van het verhaal inbes
houwing, maar zullen desondanks tot goede s
hattingen leiden van de ordes van grootte vande tijden waarop belangrijke gebeurtenissen hebben plaatsgevonden.80Een andere mogelijkheid die is bestudeerd, is dat energie niet behouden is op kosmis
he s
haal: er wordtspontaan materie en/of energie ge
reëerd uit het niets, en dit in pre
ies de juiste hoeveelheden om de afname vande di
htheid ten gevolge van het groeien van het volume te 
ompenseren. Deze aanpak is e
hter niet erg su

esvolgebleken, en wordt door weinig kosmologen aangehangen.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 158We zullen aannemen dat de intera
tie tussen vers
hillende soorten materie altijd heeft plaats-gevonden door uitzending van fotonen of gluonen. Dit is in overeenstemming met onze kennisvan de atoom- en subatomaire fysi
a, die zegt dat, inderdaad, de intera
tie tussen quarks (voor-namelijk) wordt bewerkstelligd door uitzending van gluonen, en de intera
tie tussen elektronenen protonen door uitzending van fotonen. Beide typen deeltjes zijn massaloos, en kunnen wedaarom opvatten als straling. De energiedi
htheid voor straling in een uitdijend heelal zijn we altegengekomen: we hadden toen gezien dat de energiedi
htheid van straling s
haalt met a−4(t).De energie per foton81 is niets anders dan de energiedi
htheid maal het volume; de laatste s
haaltmet a3(t), en zo volgt dat de energie Efotonvan een enkel foton het volgende verband kent metde s
haalfa
tor,
Efoton ∝ 1

a(t)
. (440)Deze relatie geldt zowel in een stralingsgedomineerde- als koude materie gedomineerd heelal.Het is pas wanneer de spe
i�eke fun
tie voor de s
haalfa
tor wordt ingevuld, dat het vers
hiltussen beide situaties zi
htbaar wordt. Dit leidt tot fun
ties voor de energieën van een foton in eenstralingsgedomineerd heelal (Efoton, straling) en in een materie gedomineerd heelal (Efoton, materie),gegeven door

Efoton, straling = Astralingt
−1/2, Efoton, materie = Amateriet

−2/3. (441)Hierin zijn de A's 
onstanten, die nog nader bepaald zullen worden.Deze twee vergelijkingen zijn de sleutel tot het berekenen van de leeftijd van het heelal ophet moment dat belangrijke fysis
he gebeurtenissen plaatsvonden. Het enige dat gedaan moetworden, is invullen welke energie de fotonen op dat moment gehad hebben, en dan de bijbehorendetijdstippen uitrekenen. Hiertoe is wel nog wat extra informatie nodig: de 
onstanten Astralingen Amaterie zullen een waarde toegekend moeten worden, en verder moet er een idee zijn vanwanneer welk van de twee vergelijkingen gebruikt mag worden. Dit wil zeggen: kunnen we eens
hatting maken van de leeftijd van het heelal waarop de invloed ten gevolge van koude materiedominanter werd dan die ten gevolge van straling?De laatste vraag kunnen we beantwoorden met behulp van een experimenteel gegeven: als ergemeten wordt hoeveel energie er ongeveer per volume-eenheid aan fotonen en aan atomen is inhet heelal, dan wordt er gevonden dat er op dit tijdstip ongeveer 1000 keer meer energiedi
htheidten gevolge van materie is, dan ten gevolge van fotonen. Er geldt
(
ρmaterie

ρfotonen

)

nu

≈ 1000. (442)De linkerkant van deze vergelijking s
haalt, volgens vergelijkingen (426) en (432), met de s
haal-fa
tor
a(tnu) ∝ 1000. (443)Er staat hier nu het evenredigheids-teken (∝), omdat we alleen weten dat de di
htheden evenredigzijn met s
haalfa
toren. We kennen de waarden van de evenredigheids
onstanten niet. Het zalblijken dat we die ook niet nodig hebben.Vergelijking (443) geldt in het huidige heelal, t = tnu We kennen e
hter ook een dergelijkevergelijking ten tijde van het moment waarop de energiedi
htheid ten gevolge van straling even81Net als eerder zullen we, voor het gemak, alleen fotonen bij naam noemen, en in het a
hterhoofd houden datde volgende resultaten ook gelden voor gluonen.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 159groot was als die ten gevolge van materie: per de�nitie zijn deze di
htheden dan gelijk. Er geldt
(
ρmaterie

ρfotonen

)

omslag

≡ 1. (444)We bedoelen met het label omslag, ten tijde van het omslagpunt van een stralingsgedomineerdheelal naar een materiegedomineerd heelal. Er geldt vervolgens weer
a(tomslag) ∝ 1. (445)Ook hier geldt dat we alleen weten dat er een evenredigheid is. E
hter, en dit is van 
ru
iaalbelang, de onbekende evenredigheids
onstante is dezelfde als in vergelijking (441). Dit betekentdat we de twee vergelijkingen (442) en (444) op elkaar kunnen delen en dan vinden

(a)nu = 1000 · (a)omslag , (446)nu zonder evenredigheidsteken. Merk op dat we het wegvallen van evenredigheids
onstanten inde s
haalfa
toren al hadden voorspeld in een voetnoot van een vorige se
tie.
straling


materie


Figuur 64: Evolutie van het universum binnen het vlakke Friedmann-Robertson-Walker model.Hierbij is de willekeurige aanname gedaan dat de energiedi
htheid gelijk verdeeld is over straling,materie en va
uüm. Vlak na de Big Bang is de expansie gedomineerd door straling (a(t) ∝ t
1
2 ),daarna door materie (a(t) ∝ t

2
3 ) en uiteindelijk door het va
uum (a(t) ∝ eHt). De huidige leeftijdvan het heelal wordt gegeven door t0.Vergelijking (446) dat het heelal ten tijde van het omslagpunt, ongeveer 1000 keer kleiner wasdan dat het nu is. Dit is genoeg informatie om het moment van omslagpunt te berekenen: wehoeven alleen maar deze verhouding van s
haalfa
toren om te zetten in een verhouding tussen deleeftijd van het heelal nu en tijdens het omslagpunt, en dan de huidige leeftijd van het heelal in tevullen. De eerste stap kunnen we doen door te bedenken dat in het huidige heelal de s
haalfa
torgaat als ∝ t2/3, en ten tijde van het omslagpunt, bij benadering, eveneens (immers, net na hetomslagpunt was het heelal materiegedomineerd geworden). We vinden dan ook voor de relatietussen de leeftijd van het heelal nu, en de leeftijd van het heelal ten tijde van het omslagpunt

t2/3
nu = 1000t

2/3
omslag → tomslag ≈ tnu

105
. (447)



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 160Een s
hatting van de leeftijd van het heelal hadden we al gevonden in de bespreking van dewet van Hubble, en gevonden was tnu ≈ 1010 jaar. Ingevuld geeft dit dat het heelal op hetmoment dat het van stralingsgedomineerd overging naar materiegedomineerd, een leeftijd hadvan ongeveer 105 jaar.De leeftijd van het heelal kunnen we ook gebruiken om de 
onstanten Astraling en Amaterie tebepalen. We zullen met de laatste beginnen. Hiertoe gebruiken we weer een experimenteelgegeven: de fotonen die ons vanuit het heelal bereiken, hebben nagenoeg allemaal82 een tempe-ratuur van 2,7 Kelvin. Dit komt overeen83 met een energie van de orde van 10−23 Joule. Ingevuldin de tweede vergelijking (441) (het heelal is immers tegenwoordig materiegedomineerd), tezamenmet het feit dat het heelal nu ongeveer 1010 jaar oud is, wordt de 
onstante Amaterie vastgelegd.We vinden
Amaterie ≈ 10−12Js2/3 ≈ 10−2GeVs2/3. (448)We hebben hier de 
onstante omgezet in de eenheid Giga-elektroVolt maal se
onde2/3; dit omdatwe dadelijk energieën uit de subatomaire fysi
a nodig zullen hebben, en voor deze waarden deeenheid Joule een onhandig grote maat voor de energie is.Tenslotte zullen we ook de waarde van de 
onstante Astraling bepalen. Hiertoe hoeven we onsalleen te realiseren dat op het omslagpunt van het stralingsgedomineerde heelal naar een ma-teriegedomineerd heelal, per de�nitie

(Efoton, straling)omslag ≡ (Efoton, materie)omslag . (449)Vergelijking (441) ingevuld, tezamen met de al gevonden waarde voor Amaterie en het feit datten tijde van het omslagpunt het heelal ongeveer 105 jaar oud was, geeft dan dire
t een orde vangrootte voor de waarde van de 
onstante Astraling. We vinden
Astraling ≈ 10−13Js1/2 ≈ 10−3GeVs1/2. (450)Hiermee liggen de twee relaties (441) tussen de energie van een foton en de leeftijd van hetheelal geheel vast. We zullen deze nu gebruiken om een idee te krijgen van de ges
hiedenisvan het heelal, door uit te rekenen wanneer enkele belangrijke fysis
he gebeurtenissen hebbenplaatsgevonden.Als voorbeeld bes
houwen we het moment waarop quarks samensmolten tot baryonen, en ditmoment draagt de naam baryogenese. De subatomaire fysi
a leert ons dat dit plaatsvond op hetmoment dat de energie van de gluonen te veel was afgenomen door de uitdijing van het heelalom de quarks nog de energie te leveren de onderlingen aantrekkingskra
ht het hoofd te kunnenbieden: dit vond plaats bij een energie van ongeveer 1 GeV. In welk van de twee vergelijkingen(441) moeten we deze waarde stoppen? Vond baryogenese plaats in een stralingsgedomineerdheelal, of een materie-gedomineerd heelal? Het antwoord is dat het plaatsvond in het stra-lingsgedomineerde heelal. Dit kunnen we zien doordat we al gezien hadden dat het omslagpuntplaatsvond toen de leeftijd van het heelal ongeveer 105 jaar was, en dit via vergelijking (441)overeenkomt met een deeltjesenergie van ongeveer 10−5 GeV. Dit is veel minder dan de energietijdens baryogenese, en dus volgt dat dit pro
es plaats heeft gevonden in het stralingsgedomi-neerde heelal. We moeten daarom nu de eerste vergelijking (441) gebruiken om uit te rekenen opwelk tijdstip baryogenese heeft plaatsgevonden. Hiertoe vullen we de energie van 1 GeV in, en82Zie ook de dis
ussie op het begin van dit hoofdstuk. Daar werd dit experimentele feit al genoemd, en gebruiktom het kosmologis
h prin
ipe te motiveren.83Het verband tussen energie en temperatuur wordt bepaald door de zogenaamde Boltzmann
onstante kB =

1, 4 · 10−23 J/K.
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Figuur 65: Stru
tuur van het universum volgens type Ia supernovae metingen en CMBR metin-gen. De horizontale as toont de fra
tie van de kritis
h di
htheid ρ0 (dat is de di
htheid die nodigis om een vlak heelal te krijgen) voor materie, ΩM = ρ/ρ0. De verti
ale as is de fra
tie donkereenergie ΩΛ, die wordt bijgedragen door de kosmologis
he 
onstante Λ. Als deze optellen tot 1,dan is het heelal vlak, want dat is de totale energiedi
htheid gelijk aan de kritis
he di
htheid.Vlakke heelallen liggen op de s
huine neerwaartse lijn. De gebieden boven deze lijn hebben meermassa en 
orresponderen met een gekromd en gesloten heelal; de gebieden eronder met een openheelal. De vers
hillende ovalen gebieden tonen de delen van het diagram die 
onsistent zijn metde meetgegevens. Er is maar een klein deel van het diagram waar de meetgegevens overlappen.Het 
entrum van dit gebied 
orrespondeert met een model waarbij de massadi
htheid van hetuniversum 30% is en de energiedi
htheid van de kosmologis
he 
onstante 70% van de kritis
hedi
htheid. We vinden een vlak expanderend heelal.



8 RELATIVISTISCHE KOSMOLOGIE 162vinden dan een leeftijd van ongeveer 10−4 se
onde. Blijkbaar zijn de quarks samengesmolten totde eerste protonen en neutronen toen het heelal nog maar een tienduizendste se
onde oud was!Op dezelfde manier zijn de tijdstippen van andere belangrijke fysis
he pro
essen uit te rekenen.Zo leert de quantumveldentheorie ons dat de ele
tromagnetis
he kra
ht en de zwakke kernkra
htvroeger een aspe
t waren van een enkele kra
ht (elektrozwakke kra
ht), en dat zij van elkaar zijnontkoppeld toen de fotonen een energie hadden van ongeveer 103 GeV, en op dezelfde manier alszojuist voorgerekenend volgt dat het heelal op dat moment ongeveer 10−10 se
onde oud was.Een tabel met enkele interessante fysis
he pro
essen, de bijbehorende energieën, en de daaruitvol-gende leeftijden van het heelal volgt.Gebeurtenis Fysis
he gebeurtenis Energie per foton Leeftijdoerknal begin van het heelal ∞ (?) 0 sin�atie heelal dijt versneld uit ? ?ontkoppeling elektrozwakke kra
ht onkoppelt 103 GeV 10−10 sbaryogenese quarks vormen baryonen 1 GeV 10−4 snu
leosynthese baryonen vormen atoomkernen 10−3 GeV 100 sre
ombinatie elektronen binden aan atoomkernen 10−9 GeV 105 jaaromslag heelal wordt materiegedomineerd 10−9 GeV 105 jaarhet heden fotonen hebben energie van 2,7 Kelvin 10−12 GeV 1010 jaar

Figuur 66: S
hematis
he weergave van enkele interessante fysis
he pro
essen en de bijbehorendeleeftijden van het heelal.Hiermee hebben we een globaal beeld gevormd van de ges
hiedenis van het heelal: het StandaardModel van de kosmologie. We zullen dit nu in woorden samenvatten. Het heelal is ongeveer 1010jaar oud, en is vanaf zijn ontstaan aan het uitdijen geweest, waardoor de energie per foton engluon altijd is blijven afnemen. Het is begonnen als stralingsgedomineerd (a(t) ∝
√
t). Quarkssmolten samen tot baryonen na ongeveer 10−4 se
onden, baryonen smolten samen tot atoom-kernen na ongeveer 100 se
onden, en elektronen bonden zi
h aan deze atoomkernen na ongeveer
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105 jaar. Op ongeveer hetzelfde moment ging het heelal over van stralingsgedomineerd naar ma-teriegedomineerd (a(t) ∝ t3/2). In de resterende tijd tot tegenwoordig, zijn de sterren gevormd,nevels, planeten, en leven.

Figuur 67: Voorspellingen voor de primordiale abondanties van de li
htste elementen, getoondals fun
tie van tijd en temperatuur na de Big Bang.Primordiale nu
leosynthese begon pas toen het universum meer dan 10 se
onden oud was en doorhaar expansie was afgekoeld tot een temperatuur van ongeveer 3 × 109 K. Voor deze tijd wasde temperatuur zo hoog, dat de li
hte kernen, gevormd door nu
leon en nu
leaire botsingen, nahun vorming ook weer dire
t uiteen vielen. Voor temperaturen lager dan 3× 109 K en dus voortijden groter dan 10 s na de Big Bang bleef 4He gebonden, terwijl de li
htere kernen nog steedsuiteen vielen. Hierdoor kon nu
leosynthese nog steeds geen aanvang nemen. E
hter, ongeveer 3minuten later, waarbij de temperatuur door verdere expansie afgekoeld was tot minder dan 109K, waren deuteron gevormd door de rea
tie n + p → d + γ stabiel. Vervolgens leidde neutron-en protonvangst door deuteronen tot 3H en 3He. Het 3H gaat via beta-verval over in 3He en datkan op haar beurt door neutronvangst weer overgaan in 4He. De bijdrage van dit laatste pro
esis e
hter klein ten opzi
hte van de vorming van 4He door dire
te neutronvangst van 3He of doorde rea
tie d 3He → p 4He. Botsingen tussen 3H en 3He met 4He 
reëerde kleine hoeveelheden
7Li en 7Be. Dit laatste kan via beta-verval overgaan in het stabiele 7Li, hetgeen weer de rea
tie
p 7Li →4 He4He kan aangaan. Ook andere li
hte kernen kunnen op deze wijze vernietigd worden,bijvoorbeeld n 3He → p 3H. De hoeveelheden 2H, 3H, 3He, 4He en 7Li geprodu
eerd in de BigBang is derhalve gevoelig voor de baryondi
htheid, of wel de verhouding van baryonen tot fotonen(ongeveer 3× 10−10), maar ook voor de expansiesnelheid (snelheid van afkoeling) van het begin-nend universum. De relatieve abondantie van een gegeven kern is gevoelig voor de rea
tiesnelheidvan diverse kernrea
ties. Figuur 67 toont de abondanties van de li
hte kernen gevormd in de BigBang ten opzi
hte van de abondantie van waterstof. Hoe groter de baryonendi
htheid, ofwel demassafra
tie in �guur 68, des te groter is de vernietigingssnelheid van d, 3H en 3He. De gemeten
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ht bij het minimum in de 7Li 
urve.De 4He-kern heeft de grootste abondantie vanwege haar grote bindingsenergie. De expansiesnel-

Figuur 68: Voorspellingen en metingen voor de primordiale abondanties van de li
htste elemen-ten, getoond als fun
tie van de baryon-foton verhouding η.heid van het universum neemt toe met het aantal neutrinofamilies en berekeningen bevestigendat er drie neutrinofamilies bestaan. Dit komt overeen met waarnemingen van Z0 verval. Deresultaten van Big Bang nu
leosynthese zijn in overeenstemming met het WMAP resultaat dathet universum bestaat uit 4, 6 ± 0, 1 % gewone baryonis
he materie, uit 23, 3 ± 1, 3 % van eenonbekend soort `dark matter' genaamd, omdat deze niet zi
htbaar is, maar wel gravitationelee�e
ten heeft, en uit 72, 1 ± 1, 5 % van iets dat we `dark energy' noemen.Dit model is niet 
ompleet. Zo weten we niet wat er gebeurd is op tijds
halen van de orde van
< 10−44 se
onde. De reden is, dat op dat moment de afstandss
halen zo klein geweest zijn datquantume�e
ten een rol hebben moeten spelen in de intera
tie tussen deeltjes, en wij op dit mo-ment (nog) niet bes
hikken over een theorie die zulke e�e
ten weet te bes
hrijven in 
ombinatiemet zwaartekra
ht. Vermoedelijk zal een soortgelijke theorie (quantumzwaartekra
ht) verklarenwaar de quarks en elektronen vandaan gekomen zijn, en waarom er meer deeltjes zijn dan an-tideeltjes: in het Standaard Model van de kosmologie hebben we de aanwezigheid en hoeveelheid
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houwd.Verder zijn er redenen om aan te nemen dat het heelal in zijn allereerste fra
tie van een se
ondeeen periode heeft gekend van extreme snelle expansie: in�atie. Het is om deze reden dat we ditalvast in de tabel hebben ingevuld. Dit is het onderwerp van het volgende hoofdstuk, en zal daarworden besproken.Merk op, tenslotte, dat het experimenteel moeilijk is om uitspraken te doen over de ges
hiedenisvan het heelal van voor re
ombinatie (105 jaar). Immers, het is vanaf dat moment geweest datfotonen, per de�nitie van re
ombinatie, te weinig energie hadden om nog intera
tie te hebben metatomen (materie), en daarom pas vanaf dat moment vrij konden rondbewegen. Dit betekent dathet meten aan fotonen ons niet verder terug kan doen kijken dan het tijdstip van re
ombinatie.Het is om deze reden dat nieuwe typen teles
open gebruikt worden om het vroege heelal tebestuderen: teles
open gebaseerd op neutrino's (Antares en KM3NeT, Amanda en I
eCube),zwaartekra
htsgolven (Virgo, LIGO, GEO600, Einstein Teles
ope en LISA).
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9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 1679 Kosmologis
he in�atieHet Standaard Model van de kosmologie geeft ons een globaal beeld van de evolutie van hetheelal, maar kent enkele subtiele, maar ernstige tekortkomingen: er is een aantal zaken dienadere verklaring behoeven. Hier zullen we deze nader bes
houwen, en vervolgens een oplossingaandragen die deze tekortkomingen in een klap oplost: kosmologis
he in�atie. De details van dein�atie hangen af van het model dat gekozen wordt; in dit hoofdstuk zullen we een in�atiemodel indetail bes
hrijven om uit te werken hoe lang in�atie geduurd heeft. In�atie dient sle
hts een kortetijd geduurd te hebben, om aansluiting te vinden bij het oerknalmodel uit het vorige hoofdstuk,en we zullen dan ook een me
hanisme introdu
eren om dit te doen: verhitting. Tenslotte zullenwe dit me
hanisme uitwerken.9.1 Tekortkomingen van het Standaard ModelTen eerste is er het horizon probleem. Om dit probleem goed te bes
hrijven, moet het 
on
ept vande horizon worden behandeld. De horizon van een waarnemer is de grootste afstand waarovereen invloed, elke invloed, gereisd kan hebben om deze waarnemer te bereiken; het is dus eenbovenlimiet voor de grootte van de ruimte waarmee de waarnemer nog in 
ausaal 
onta
t kanstaan. We hadden al gezien dat geen enkele invloed sneller kan gaan dan het li
ht, en zo volgtdat de horizon van een waarnemer ook de grootte is van het zi
htbare heelal van deze waarnemer.Thermis
h evenwi
ht tussen vers
hillende gebieden van het heelal kan alleen zijn bewerkstelligddoor middel van de fotonen van de kosmologis
he a
htergrondstraling. E
hter, deze fotonen zijn,zoals we al hadden gezien, ontkoppeld van de materie ongeveer 105 jaar na de oerknal: na ditmoment is het niet meer mogelijk geweest om vers
hillende gebieden van het heelal in thermis
hevenwi
ht met elkaar te brengen. Tijdens deze ontkoppeling was de horizon van een waarnemervele malen kleiner dan nu, en we zouden daarom verwa
hten dat gebieden waarin tegenwoordigfotonen met dezelfde temperatuur worden gevonden, veel kleiner zijn dan het nu zi
htbare heelal.Het tegenovergestelde blijkt waar te zijn: meetgegevens laten zien dat ons hele zi
htbare heelalnagenoeg dezelfde temperatuur heeft (we hadden dit feit eerder al gebruikt om het kosmologis
hprin
ipe te re
htvaardigen). De paradox die hieruit volgt noemen we het horizon probleem.Ten tweede is er het vlakheidsprobleem. Metingen wijzen uit dat het heelal tegenwoordig eenmetriek heeft die extreem vlak is: de vlakke Robertson-Walker metriek uit het vorige hoofdstuk.We hadden e
hter al berekend dat de uitdijing van het heelal voorspelt dat de kromming van hetheelal steeds kleiner dient te worden: Ω → 0 als t groter wordt. Dit impli
eert dat de metriekin het vroege heelal nog veel meer geleken heeft op de perfe
t vlakke Robertson-Walker metriek,teneinde de huidige vlakheid te verklaren. Dit is het vlakheidsprobleem: via welk me
hanisme isde vroegste waarde van de vlakheid zo di
ht bij de perfe
te Robertson-Walker vlakheid komen teliggen? Deze vraag kan ontweken worden door aan te nemen dat het heelal altijd al pre
ies vlakis geweest. Dit leidt e
hter tot de vraag waarom het heelal begonnen is met pre
ies de kritis
hedi
htheid. Het Standaard Model van de kosmologie geeft geen antwoord op deze vragen.Tenslotte is er het probleem van de missende deeltjes. Veel van de moderne theorieën vandeeltjesfysi
a voorspellen het bestaan van exotis
he, nog niet gemeten deeltjes; voorbeelden zijnsupersymmetris
he deeltjes en de magnetis
he monopolen. Deze deeltjes zijn typis
h heel zwaar,en zijn daarom moeilijk (danwel praktis
h onmogelijk) te 
reëeren in aardse deeltjesversnellers.E
hter, in het heel vroege heelal zijn temperaturen hoog genoeg geweest om de natuurlijke 
reatievan zulke deeltjes aannemelijk te maken. Geen van deze deeltjes is ooit geobserveerd84. De vraag84Op zijn minst een enkele keer heeft een onderzoeksgroep beweert een magnetis
he monopool gemeten tehebben, maar het is daarna geen enkele andere onderzoeksgroep ooit gelukt dit resultaat te reprodu
eren. Veeldeeltjesfysi
i zijn daarom erg s
eptis
h over het resultaat, en negeren deze bewering.



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 168is dan ook: als deze deeltjes inderdaad geprodu
eerd zijn in het vroege heelal, waarom zijn zedan nooit meer teruggevonden?Al deze problemen kunnen in één klap worden opgelost door het Standaard Model van de kos-mologie uit te breiden met een nieuw 
on
ept: kosmologis
he in�atie. Dit is de aanname dat hetheelal, vlak na de oerknal, een periode heeft gekend van extreme snelle uitdijing. Mathematis
hzullen we dit als volgt de�niëren: ten tijde van in�atie geldt85
ȧ(t) > 0, ä(t) > 0. (451)Door in�atie te introdu
eren, kunnen we de drie tekortkomingen van het Standaard Modeloplossen. Zo wordt het horizonprobleem opgelost door het feit dat tijdens de in�ationaire peri-ode, de s
haalfa
tor a(t) extreem groot wordt. Dit betekent dat een stuk van het heelal waarinthermis
h evenwi
ht al was opgetreden vóór de start van de in�atieperiode, opgeblazen wordt totveel grotere proporties dan de horizon van een waarnemer in dit deel van het heelal. Het gevolgis dan ook dat, nadat de in�atieperiode is afgelopen, het zi
hbare heelal voor deze waarnemergeheel in thermis
h evenwi
ht is, pre
ies zoals we vandaag de dag meten!Het vlakheidsprobleem wordt opgelost door het feit dat elke ruimte, wanneer opgeblazen totvoldoende grote proporties, vlak lijkt voor een lokale waarnemer. Dit is volkomen vergelijkbaarmet het aardoppervlak, dat zo groot is vergeleken met ons lokale waarnemers, dat het onsvoorkomt als plat.Tenslotte is ook het probleem van de missende deeltjes op een triviale manier opgelost door deintrodu
tie van een in�atieperiode. Immers, als het heelal tot enorme proporties is opgeblazen,zullen alle exotis
he deeltjes die ge
reëerd zijn vóór de aanvang van de in�atieperiode, wordenuitgesmeerd over een zeer groot volume. Dit maakt de kans er een tegen te komen in aardsedete
toren bijzonder klein. Uiteraard verklaart in�atie alleen waarom de aanvankelijke exotis
hedeeltjes niet gevonden worden, en doet zij geen uitspraak over de deeltjes die eventueel na dein�atieperiode ge
reëerd zijn. Overigens verwa
hten we ook niet dat zulke deeltjes in een laterestadium ge
reëerd worden. De reden hiervoor is dat, zoals al genoemd, zulke exotis
he deeltjestypis
h heel hoge massa hebben, en het dus heel moeilijk is zulke deeltjes te 
reëren in een heelalwaarin de energiedi
htheid afneemt ten gevolge van de expansie.9.2 De dynami
a van kosmologis
he in�atieWe gaan ons nu bezighouden met de vraag hoe kosmologis
he in�atie gerealiseerd kan worden:op welke manier kunnen de Friedmannvergelijkingen toegepast worden om in�atie te bewerkstel-ligen? Een manier hadden we al gezien in de dis
ussie van de kosmologis
he 
onstante, waar wehadden ge
on
ludeerd dat een energievorm met 
onstante di
htheid ρc en toestandsvergelijking

ρ = −P een heelal oplevert dat exponentieel uitdijt. Dit is e
hter niet de enige mogelijkheid omaan vergelijking (451) te voldoen. Als we de tweede Friedmannvergelijking bes
houwen, zien wedat in�atie optreedt wanneer de re
hterkant van deze vergelijking groter is dan nul; in termenvan de toestandsvergelijking, betekent dit dat in�atie gevonden wordt voor alle materie of energiedie de eigens
hap n < −1
3 hebben.Zulke energie wordt in de klassieke natuurkunde niet gevonden. E
hter, in de quantumfysi
azijn zulke energievormen wel degelijk te realiseren, door energie te bes
hrijven in termen vanvelden in plaats van deeltjes. We zullen dan ook nu verder gaan met het de�niëren van een veld,en dit zodanig te 
onstrueren dat het een energiedi
htheid en druk kent die voldoen aan een85Merk op dat een heelal met een kosmologis
he 
onstante pre
ies aan deze de�nitie voldoet, en dus dat weonze huidige uitdijing als in�atie zouden kunnen bestempelen. We zullen e
hter de naam in�atie reserveren voorversnelde expansie in het vroege heelal.



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 169toestandsvergelijking waarin n < −1
3 . Het is dan vervolgens aan experimentele natuurkunde omuit te maken of dit veld gemeten kan worden.Het model dat het meest gebruikt wordt, is dat van een s
alarveld Φ(t) dat alleen afhankelijkis van de tijd en niet van de ruimte. Immers, het kosmologis
h prin
ipe suggereert dat alleenergie en materie homogeen en isotroop verdeeld dient te zijn, en de keuze voor een ve
tor- oftensorveld is niet in overeenstemming met de eis van isotropie vanwege de rotatie-afhankelijkheidvan zulke velden; verder zou een plaatsafhankelijkheid niet in overeenstemming zijn met de eisvan homogeniteit. Een s
alarveld kent een Lagrangiaan-di
htheid gegeven door

L = −1

2
gµν
(

∂µΦ(t)
)(

∂νΦ(t)
)

− V
(

Φ(t)
)

, (452)waar in het huidige geval, alle ruimtelijke afgeleiden geen bijdragen leveren. Bij elke Lagrangiaan-di
htheid hoort een a
tie S, gegeven door
S =

∫

d3xdt
√−gL (453)waarin, zoals eerder beargumenteerd, g de determinant is van de metriek; in het huidige geval ge-bruiken we de vlakke Robertson-Walker metriek, vergelijking (8.4), en is de determinant daaromgegeven door

g = −a6(t). (454)Via de Euler-Lagrange vergelijkingen kunnen we nu de bewegingsvergelijking voor het s
alarveld
Φ(t) a�eiden. Dit is een wat lange berekening, maar relatief eenvoudig aangezien het veld loutervan de tijd afhangt, en het resultaat is dan ook snel gevonden. Het s
alarveld Φ(t) evolueert inde tijd volgens de bewegingsvergelijking

Φ̈(t) + 3
ȧ(t)

a(t)
Φ̇(t) + c2∂ΦV

(

Φ(t)
)

= 0. (455)Merk op dat de details van de evolutie van het s
alarveld afhangen van de potentiële energie-di
htheid V (Φ(t)
); de vers
hillende soorten modellen van kosmologis
he in�atie worden dan ookgekenmerkt door de keuze van deze grootheid. We zullen hier nog niet in detail op in gaan; inalles wat volgt zullen we geen aannames maken voor de vorm van V (Φ(t)

), en dientengevolgeblijven al onze volgende 
on
lusies zo algemeen mogelijk.Elke Lagrangiaandi
htheid leidt tot een energie-impuls tensor
Tµν =

(

∂µΦ
)(

∂νΦ
)

+ gµνL . (456)Deze uitdrukking kunnen we gebruiken om de druk en di
htheid ten gevolge van het s
alarveldte berekenen. Hiertoe vullen we onze huidige Lagrangiaandi
htheid en metriek in, en vergelijkenwe de resulterende energie-impuls tensor met die van de Friedmann vloeistof, vergelijking (419).De uitdrukkingen voor de di
htheid en druk kunnen dan dire
t worden afgelezen, en gevondenwordt dat deze gegeven zijn door
ρ(t) =

1

2

1

c2
Φ̇2(t) + V

(
Φ(t)

)
,

P (t) =
1

2

1

c2
Φ̇2(t) − V

(
Φ(t)

)
. (457)



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 170Merk op dat de eerste term gezien kan worden als de kinetis
he energiedi
htheid van het s
alarveld,en de tweede term als de potentiële energiedi
htheid; de uitdrukking voor de di
htheid ρ van detotale energie klopt dan ook pre
ies met wat we zouden verwa
hten86 .We bes
houwen een heelal dat, in zijn vroegste epo
h, gevuld is met de gebruikelijke soortenenergie: koude materie, straling, een kosmologis
he 
onstante, en voegen nu een in�atonveldtoe. Al deze invloeden bepalen, via de Friedmannvergelijkingen, de mate waarin de s
haalfa
-tor evolueert in de tijd. Als de invloed van het in�atonveld het grootst is, zal het heelal eenperiode ingaan van exponentiële uitdijing. Het gevolg is dan, dat de andere invloeden vrijwelmeteen verwaarloosd kunnen worden. Immers, de energiedi
htheid en druk van een gebruikelijkevorm van energie en materie, is evenredig met de inverse van de s
haalfa
tor tot een bepaaldema
ht (zie onze resultaten uit het vorige hoofdstuk), en zullen daarom asymptotis
h (en, voortypis
he in�atiemodellen, heel snel) naar nul gaan. Alle termen in de Friedmannvergelijkingendie evenredig zijn met druk en di
htheid kunnen we daarom negeren bij de bes
hrijving van hetheelal in een in�atie periode. Al met al is nu gevonden dat we het heelal in een in�atieperiodekunnen bes
hrijven door de Friedmannvergelijking met daarin louter de invloed van het in�a-tonveld gesubstitueerd, en, uiteraard, de bewegingsvergelijking voor dat in�aton veld, 455. Deresulterende set bewegingsvergelijkingen noemen we de in�atievergelijkingen
Φ̈(t) + 3H(t)Φ̇(t) + c2∂ΦV

(
Φ(t)

)
= 0,

H2(t) =
8πG

3c2

(1

2

1

c2
Φ̇2(t) + V

(
Φ(t)

))

. (458)Het doen van in�atiekosmologie kunnen we nu als volgt samenvatten: beargumenteer een vormvoor de potentiele energiedi
htheid V (Φ(t)
), substitueer deze in de in�atievergelijkingen, en losde resulterende set bewegingsvergelijkingen op om de expli
iete vorm voor de s
haalfa
tor a(t)en het in�atonveld Φ(t) te vinden.Merk op dat het niet gegarandeerd is dat een gevonden oplossing a(t),Φ(t) inderdaad in�atie(ȧ(t) > 0, ä(t) > 0) bes
hrijft, voor elke willekeurige vorm voor de potentiële energiedi
htheid

V (Φ(t)). In de volgende se
tie zullen we daarom 
riteria a�eiden die, mits hieraan voldaan wordt,in�atie zullen garanderen.9.3 De vereenvoudigde in�atievergelijkingenNu deze uitdrukkingen gevonden zijn, kunnen we ons buigen over de vraag op welke manier eens
alarveld gebruikt kan worden om in�atie te realiseren. Dit is geen triviale vraag: we haddenal gezien dat in�atie volgt wanneer di
htheid en druk leiden tot een toestandsvergelijking met
n < −1

3 , maar beide grootheden hangen op een niet-triviale manier af van de waarde van hets
alarveld Φ(t), welke zelf weer gedi
teerd wordt door de bewegingsvergelijking . Het is om dezereden dat men op dit moment vaak de aanname van langzame evolutie87 maakt: aangenomenwordt dat het s
alarveld heel langzaam evolueert in de tijd, zodanig dat we mogen aannemen datde Φ̇-termen in uitdrukking (457) voor de di
htheid en druk verwaarloosbaar zijn (fysis
h gezienbetekent dit dat de kinetis
he energie van het veld veel kleiner is dan de potentiële energie),
1

2

1

c2
Φ̇2(t) ≪ V

(
Φ(t)

)
. (459)86De uitdrukkingen voor de di
htheid en druk hadden ook gevonden kunnen worden door aan ten nemen dat ρdeze vorm zou hebben, en daarna, zoals voorgedaan was in het vorige hoofdstuk, de Friedmannvergelijkingen tegebruiken om de bijbehorende druk te vinden.87In het Engels: de Slow Roll Condition.
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ρ(t) ≈ +V

(
Φ(t)

)
,

P (t) ≈ −V
(
Φ(t)

)
. (460)Merk op dat, onder deze aanname, de toestandsvergelijking de waarde n = −1 heeft gekregen,en dit voor alle keuzes voor de potentiële energie V (Φ(t)
). In het vorige hoofdstuk hadden we algezien dat deze waarde van n leidt tot exponentiële expansie van het heelal, en zo is gevondendat, onder de aanname van langzame evolutie, exponentiële in�atie gevonden wordt ongea
ht dedetails van het model. Het s
alarveld zullen we in het vervolg dan ook aanduiden met de naamin�atonveld; de deeltjes die we aan dit veld kunnen toekennen heten in�atonen.We zullen verder aannemen dat Φ̈(t) veel kleiner is dan 3HΦ̇(t), zodat we de eerste term invergelijking (458) kunnen verwaarlozen; fysis
h betekent deze aanname dat we ervan uitgaan dat

Φ̇(t) maar heel langzaam van waarde verandert. Deze voorwaarde is belangrijk, want het zegte�e
tief dat de kinetis
he energiedi
htheid van het in�aton lang klein blijft, en daarmee voorkomtdat in�atie te snel ten einde komt.Onder deze aannames zien de in�atievergelijkingen er eenvoudiger uit,
3H(t)Φ̇(t) + c2∂ΦV

(
Φ(t)

)
= 0,

H2(t) − 8πG

3c2
V (Φ(t)) = 0. (461)Deze zullen we de Vereenvoudigde In�atie Vergelijkingen (VIV) noemen. Voordat we deze gaanoplossen, zullen we eerst twee belangrijke parameters a�eiden die ons zeggen wanneer we dezeaannames mogen gebruiken. Samengevat gelden de VIV alleen zolang aan

1
2

1
c2

Φ̇2(t)

V
(
Φ(t)

) ≪ 1, en
Φ̈(t)

3H(t)Φ̇(t)
≪ 1 (462)voldaan is. Beide eisen kunnen worden hers
hreven met behulp van de twee VIV zelf, en zoin een vorm worden gegoten waarin alleen de potentiële energiedi
htheid V

(
Φ(t)

) voorkomt.Dit maakt het makkelijk om voor een gegeven in�atiemodel snel te zien of de vereenvoudigdein�atievergelijkingen gebruikt mogen worden.De eerste eis kan worden hers
hreven als volgt
1
2

1
c2

Φ̇2(t)

V
(
(Φ(t)

) =
1

18H2(t)

(
∂ΦV (Φ(t))

)2

V (Φ(t))

=
1

6

c4

8πG

(
∂ΦV (Φ(t))

V (Φ(t))

)2

≪ 1, (463)waar in de eerste stap de eerste VIV is gebruikt, en in de tweede stap de tweede. We de�niërennu de in�atieparameter ǫ als
ǫ ≡ 1

6

c4

8πG

(
∂ΦV (Φ(t))

V (Φ(t))

)2

, (464)en zoals nu gebleken is, moet deze veel kleiner zijn dan 1 om de eerste van de twee VIV te mogengebruiken. De fysis
he interpretatie van de parameter ǫ is snel af te lezen: ǫ is een maat voorde steilheid van de fun
tie V (Φ(t)), en de eis dat deze parameter heel klein is, zegt dus dat we



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 172aannemen dat V (Φ(t)) heel vlak is. De parameter heeft ook een heel andere betekenis, die wekunnen vinden door op te merken dat de VIV kunnen worden gebruikt om aan te tonen dat
− Ḣ(t)

H2(t)
=

1

3
ǫ. (465)Als ǫ ≪ 1 geldt dat de linkerkant van deze vergelijking veel kleiner is dan 1. Dit is niks andersdan zeggen dat er in�atie aan de gang is, en dit kunnen we zien als volgt. De de�nitie van deHubble 
onstante, H(t) ≡ ȧ(t)

a(t) zegt dat deze vergelijking ges
hreven kan worden als
1 −

¨a(t)a(t)

ȧ2(t)
=

1

3
ǫ≪ 1 → ä(t)a(t)

ȧ2(t)
≫ 0, (466)en de ongelijkheid garandeert dat ä(t) ≫ 0: versnelde uitdijing van het heelal. De 
on
lusieis dan ook dat de eis ǫ ≪ 1 niet alleen betekent dat de vereenvoudigde in�atievergelijkingengebruikt mogen worden, maar ook dat in�atie gegarandeerd is. De laatste opmerking verklaartde naam in�atieparameter.De tweede eis in vergelijking (462) kan eveneens worden hers
hreven,

Φ̈(t)

3H(t)Φ̇(t)
= − 1

9H2(t)

(

c2∂2
ΦV (Φ(t)) + 3Ḣ(t)

)

= − c4

24πG

∂2
ΦV (Φ(t))

V (Φ(t))
+
ǫ

9
≪ 1, (467)waarin in de eerste stap de tijdsafgeleide van de eerste VIV is gebruikt, en in de tweede stap detweede VIV is gebruikt samen met de 
onditie gegeven in vergelijking (refeps
ondition). Als wenu de eis op parameter ǫ gebruiken, ǫ ≪ 1, zien we dat de tweede term genegeerd kan worden.We de�niëren dan een parameter η als

η ≡ − c4

24πG

∂2
ΦV (Φ(t))

V (Φ(t))
, (468)en nu blijkt dat deze veel kleiner moet zijn dan 1 om de tweede van de VIV te mogen gebruiken.De fysis
he interpretatie van de parameter η is snel in te zien: η is een maat voor de snelheidwaarmee V (Φ(t)) van steilheid verandert, en de eis dat deze parameter klein is zegt dat weaannemen dat V (Φ(t)) lang vlak blijft.Dit alles maakt dat we kunnen 
on
luderen dat we de VIV kunnen gebruiken om in�atie tebes
hrijven voor elke keuze voor de potentiële energiedi
htheid V (Φ(t)), mits het maar een fun
tieis die erg vlak is (ǫ ≪ 1) en langere tijd vlak blijft (η ≪ 1). Deze eis garandeert bovendien datexponentiële in�atie het gevolg is.9.4 Een voorbeeld van een in�atiemodelWe zullen nu de vereenvoudigde in�atievergelijkingen oplossen voor een massief in�atonveld,oftewel een quantumveld dat opgebouwd is uit deeltjes met massa m. Uit de veldentheorie isbekend88 dat de Lagrangiaandi
htheid voor een tijdsafhankelijk s
alarveld voor een deeltje metmassa m gegeven wordt door

L = −1

2
Φ̇2(t) − m2

2

( c

~

)2
Φ2(t), (469)88Dit is de zogenaamde Klein Gordon vergelijking. Het is de relativistis
he tegenhanger van de S
hrödinger-vergelijking voor een deeltje met spin 0.



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 173waarin ~ de geredu
eerde 
onstante van Plan
k is (~ = h/2π). We kunnen hier a�ezen dat depotentiële energiedi
htheid V (Φ(t)) van dit veld gegeven wordt door
V (Φ(t)) =

m2

2

( c

~

)2
Φ2(t), (470)en de VIV luiden dan ook

3H(t)Φ̇(t) +m2

(
c4

~2

)

Φ(t) = 0,

H2(t) − 8πG

6

m2

~2
Φ(t) = 0. (471)Dit zijn twee gekoppelde di�erentiaalvergelijkingen: de oplossing van de een beïnvloedt dire
tdie van de ander, en vi
e versa. Het is vaak een hele uitdaging om zulke systemen van gekoppeldedi�erentiaalvergelijkingen op te lossen, maar in dit geval blijkt het niet zo moeilijk te zijn. Wekunnen de afhankelijkheid van één vergelijking gebruiken om die van de ander te elimineren. Indit geval kan dat als volgt: wanneer we de wortel nemen van de tweede VIV, vinden we eenuitdrukking voor de Hubble 
onstante H(t),

H(t) = ±
√

8πG

6

m

~
Φ(t), (472)(het ±-teken is het gevolg van het nemen van een wortel; we zullen dadelijk uitmaken welk van detwee tekens gekozen dient te worden om in�atie 
orre
t te bes
hrijven), en deze 
onstante kunnenwe gebruiken om de eerste van de VIV onafhankelijk te maken van H(t). Ingevuld in vergelijking(471) krijgen we nu een di�erentiaalvergelijking die alleen nog maar van Φ(t) afhangt. Er geldt

±3

√

8πG

6

m

~
Φ(t)Φ̇(t) +m2 c

4

~2
Φ(t) = 0. (473)We kunnen vervolgens mΦ(t) wegdelen aan beide kanten, en vinden

Φ̇(t) ± mc4

3~

√

6

8πG
= 0. (474)De overgebleven di�erentiaalvergelijking is eenvoudig op te lossen: we zijn op zoek naar eenfun
tie die, wanneer gedi�erentieerd, een 
onstante oplevert: een lineaire fun
tie! De oplossingis dan ook

Φ(t) = Φ0 ∓
mc4

3~

√

6

8πG
t. (475)Hierin is Φ0 een 
onstante; het is duidelijk dat dit de waarde is van het in�atonveld op het beginvan zijn tijdsevolutie (dus als t = 0 ).We hebben nu een van de twee gezo
hte fun
ties gevonden. De volgende stap is om een uit-drukking te vinden voor de s
haalfa
tor a(t). Dit kunnen we doen door de tweede VIV tegebruiken, en hierin het gevonden antwoord voor het in�atonveld te substitueren. De VIV zieter dan uit als

H(t) =
ȧ(t)

a(t)
= ±

√

8πG

6

m

~

(

Φ0 ∓
mc4

3~

√

6

8πG
t

)

= ±
√

8πG

6

m

~
Φ0 −

m2c4

3~2
t. (476)



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 174We zijn nu op het punt aangekomen dat we een uitspraak kunnen doen over welk van de tweetekens te kiezen: het onderste of het bovenste teken van de ± of ∓. Willen we een uitdijendheelal bes
hrijven, dan zal per de�nitie moeten gelden dat ȧ(t) > 0. Aan vergelijking (476) iste zien dat dit zeker niet het geval kan zijn als het onderste teken gekozen wordt, omdat danvoor alle tijdstippen volgt dat H(t) < 0. We zullen daarom vanaf nu het bovenste teken kiezen.Merk op dat met deze keuze het nog steeds niet gegarandeerd is dat ȧ(t) > 0: de re
hterkantvan de vergelijking (476)kan nog altijd negatief zijn voor bepaalde tijden t. We zullen hier laterop terugkomen; voor nu is het alleen van belang op te merken dat de gemaakte keuze in iedergeval de mogelijkheid biedt om ȧ(t) > 0 te vinden.We zullen nu proberen de di�erentiaalvergelijking (476) op te lossen. Met de gemaakte keuzevoor het teken, is de vergelijking te s
hrijven als
ȧ(t) =

(√

8πG

6

m

~
Φ0 −

m2c4

3~2
t

)

a(t) (477)Het is nu minder eenvoudig om dire
t in te zien hoe de oplossing gekozen moet worden. To
hkunnen we dit doen door stap voor stap te kijken hoe de oplossing er ongeveer uit zou moetenzien. Ten eerste moet de oplossing zodanig zijn, dat de afgeleide ervan ongeveer de fun
tie zelfweer oplevert. Een e-ma
ht lijkt voor de hand te liggen, maar is niet genoeg: de afgeleide moetnamelijk ook nog een lineaire fun
tie in t opleveren! De exponent van de e-ma
ht zou daaromeen kwadraat van een lineaire fun
tie moeten zijn: via de kettingregel van di�erentiëren geeft ditdan pre
ies een lineaire fun
tie terug. We stellen daarom de volgende oplossing voor,
a(t) = e−(κ+λt)2 , (478)en laten hierin de 
onstanten κ en λ nog even vrij; we gaan nu op zoek naar waarden voor deze
onstanten zodanig dat deze aanname de VIV inderdaad oplost. Vul hiertoe vergelijking (478)in in vergelijking (477), en we vinden

−2κλ− 2λ2t =

√

8πG

6

m

~
Φ0 −

m2c4

3~2
t. (479)We kunnen nu dire
t a�ezen voor welke waarden van κ en λ deze vergelijking klopt: blijkbaarmoeten we kiezen

κ =

√
8πG

2c2
Φ0, en λ =

mc2

~
√

6
. (480)We vinden dat onze aanname voor a(t) inderdaad een oplossing is van de VIV (477), mits wijde 
onstanten κ en λ maar kiezen als bovenstaand. Hiermee hebben we dus de oplossing voor

a(t) gevonden, en tezamen met de gevonden uitdrukking voor het in�atonveld Φ(t) is het geheleprobleem opgelost. De oplossing s
hrijven we hier nogmaals op en luidt
Φ(t) = Φ0 −

mc4

3~

√

6

8πG
t,

a(t) = e
−
(

−
√

8πG
2c2

Φ0+ mc2

~
√

6
t
)2

. (481)Tot zover de wiskunde; we zullen nu overgaan tot het fysis
h interpreteren van deze fun
ties.Wat de oplossing voor het in�atonveld Φ betreft, zien we dat deze afneemt in de tijd. Maardaalt hij langzaam genoeg? We hadden immers gezien dat versnelde uitdijing volgt wanneer defun
tie V (Φ(t)), hier V = Φ2(t), een langzaam dalende fun
tie in de tijd is. Is dat hier het geval?



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 175Verder zegt de oplossing voor de s
haalfa
tor iets eigenaardigs: in de exponent van de e-ma
htzien we minus een kwadraat staan, en dit betekent dat de s
haalfa
tor krimpt in de tijd! Ditzou een inkrimpend heelal betekenen, en zeker geen in�atie. Bovendien hadden we in de vorigese
tie gezien dat de VIVs altijd een exponentieel uitdijend heelal zouden moeten opleveren (ditwil zeggen: de exponent zou lineair moeten zijn, waar we hier een kwadratis
he exponent hebbengevonden).De reden dat we op deze vreemde resultaten uitkomen, is omdat we nog niet de twee voorwaardenvoor het gebruik van de VIV hebben toegepast: ǫ ≪ 1 en η ≪ 1. We mogen daarom nietverwa
hten dat de resultaten van het gebruik van de VIV hier gevonden zouden worden. Wezullen daarom nu de twee voorwaarden voor het gebruik van de VIVs expli
iet gebruiken omonze gevonden oplossing te herinterpreteren.Zoals we gezien hadden in de vorige se
tie, is in�atie alleen gegarandeerd als de in�atieparameter
ǫ veel kleiner is dan 1. Als we de de�nitie van de in�atieparameter invullen, vinden we

ǫ ≡ 1

6

3c4

8πG

(
∂ΦV (Φ(t))

V (Φ(t))

)2

=
c4

12πG

1

Φ2(t)
≪ 1. (482)Als aan deze 
onditie is voldaan, is in�atie gegarandeerd. Wat de parameter η betreft, deze blijktin dit geval aan dezelfde 
onditie te moeten voldoen. We vinden

η ≡ − c4

24πG

(
∂2

ΦV (Φ(t))

V (Φ(t))

)

= − c4

12πG

1

Φ2(t)

= −ǫ. (483)Dit betekent dat als we kunnen aantonen dat een van de twee parameters, zeg ǫ, veel kleineris dan 1, de ander dat ook is. We zullen nu uitzoeken wanneer dit het geval is. Hiertoe vullenwe uitdrukking (refin�atieoplossing) voor het in�atonveld in en nemen we de wortel van beidekanten. We vinden dan dat we de 
onditie kunnen s
hrijven als
t≪ 3~

mc4

√

8πG

6
Φ0 −

~

mc2

√
6. (484)Dit levert een tijdslimiet op: alleen zolang er niet meer tijd verstreken is dan deze t, zal in�atieblijven aanhouden. Maar het zegt meer: als we aannemen dat in�atie nog niet tot dit tijdstipgeduurd heeft, dan geldt eveneens dat

t≪ 3~

mc4

√

8πG

6
Φ0. (485)Dit tijdstip noemen we teind en vanaf ongeveer dit tijdstip zal in�atie ophouden.

teind ≡ 3~

mc4

√

8πG

6
Φ0. (486)We gebruiken dit om de oplossing voor de s
haalfa
tor te herinterpreteren. Immers, de exponentvan vergelijking (481) uitges
hreven levert

−
(

−
√

8πG

2c2
Φ0 +

mc2

~
√

6
t

)2

= −8πG

4c4
Φ2

0 +

√

8πG

6

m

~
Φ0t−

m2c4

6~2
t2. (487)



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 176De eerste term hiervan is een 
onstante, en levert sle
hts een extra fa
tor op in de uitdrukkingvoor de s
haalfa
tor. De twee andere termen zijn te vereenvoudigen met behulp van onze in-�atievoorwaarde (485), omdat deze zegt dat de laatste term veel kleiner is dan de middelste, endaarom verwaarloosd kan worden zolang t≪ teind. Het gevolg is dat de exponent vereenvoudigttot
−
(

−
√

8πG

2c2
Φ0 +

mc2

~
√

6
t

)2

≈ −8πG

4c4
Φ2

0 +

√

8πG

6

m

~
Φ0t. (488)Wanneer we dit terug substitueren in de uitdrukking voor de s
haalfa
tor, vinden we

a(t) = e−
8πG
4c4

Φ2
0 · e+

√
8πG

6
m
~

Φ0t
, (489)wat nu wel degelijk een stijgende fun
tie in de tijd is: in�atie! Zo zien we dat de VIV, inderdaad,pre
ies het gedrag opleveren dat we in de vorige se
tie al voorspeld hadden.Om dit voorbeeld af te sluiten, zullen we de gevonden resultaten gebruiken om getallen toe tekennen aan ons model van het massieve in�atonveld. Hiertoe nemen we enkele waarden voor degrootheden m en Φ0, zoals deze in de literatuur gebruikelijk zijn89. Er geldt

m ≈ 1013 GeV

c2
≈ 10−14kg, Φ0 ≈ 1023

√
m · kg

s
. (490)Als we deze waarden invullen in de gevonden uitdrukking voor de tijdsduur teind, zien we datin�atie ongeveer t ≈ 10−35 s heeft geduurd. Dit is een onvoorstelbaar korte tijd, maar de expansievan het heelal is desondanks enorm geweest. Dit kunnen we uitrekenen door de s
haalfa
tor ophet begin van in�atie (gegeven door vergelijking (489), met t = 0) te vergelijken met de waardevan de s
haalfa
tor op het eind van in�atie (gegeven door vergelijking (481); met de eindtijd teindingevuld is deze a(eind) = e0). We vinden dan

a(eind)

a(begin)
= e

8πG
4c4

Φ2
0. (491)Door van beide kanten de logaritme te nemen, en de waarden van m en Φ0 in te vullen, wordtgevonden hoeveel e-ma
hten groter het heelal is geworden tijdens de in�atieperiode van onsmodel. Er wordt dan gevonden dat het heelal tientallen e-ma
hten is gegroeid. Dit is eengigantis
he expansie, in een enorm korte tijd: in�atie!9.5 Het afbreken van de in�atieperiodeHet is niet wenselijk dat in�atie voor altijd doorgaat. Dit zou namelijk een heelal opleveren datextreem leeg en ijl is, omdat alle materie en energie zou worden uitgesmeerd over een enormgroot (en altijd doorgroeiend) volume. Baryogenese, nu
leosynthese, en re
ombinatie zoudennooit plaatsvinden, laat staan de vorming van sterren, planeten, en leven. Het feit dat wijbestaan is een duidelijk signaal dat kosmologis
he in�atie sle
hts een eindige hoeveelheid tijdheeft plaatsgevonden. Bovendien zou de expansiesnelheid onderhand een vrijwel oneindig grotewaarde hebben aangenomen, en dat is duidelijk niet in overeenstemming met onze metingen. Hetis dan ook zaak om een me
hanisme te vinden waarmee de in�atieperiode werd gestopt. Ookmoet dit me
hanisme er zorg voor dragen dat, aan het eind van de in�atieperiode, het heelal zi
h89Er zijn meerdere theoretis
he en experimentele redenen om aan te nemen dat deze waarden nodig zijn omons huidige heelal uit de in�atieperiode te doen komen, maar de a�eiding hiervan is geavan
eerd en wordt hierniet behandeld.



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 177opnieuw gevuld heeft met fotonen zodat het stralingsgedomineerd is geworden, en zo aansluitingvindt bij het Standaard Model van de kosmologie uit het vorige hoofdstuk.Deze twee voorwaarden kunnen beide in de in�atiemodellen worden opgenomen door gebruik temaken van de quantumme
hanis
he eigens
happen van het in�atonveld. De quantumveldenthe-orie leert ons dat elk veld een mate kent van intera
tie met andere quantumvelden, en dat dezeintera
tie bepaalt hoe snel de quanta (deeltjes) van het ene veld over kunnen gaan in die van hetandere veld. Het zou dan ook mogelijk moeten zijn om de dynami
a van het in�atonveld Φ(t)zodanig uit te breiden, dat het in rekening neemt dat het in�atonveld vervalt naar nieuwe deeltjesdie, via een of andere keten van vervalsprodukten, fotonen opleveren. Tijdens een in�atieperiodezal deze uitbreiding weinig uitmaken op de evolutie van het heelal: de ge
reëerde fotonen vullende Friedmannvergelijkingen weliswaar aan met een extra energiedi
htheid en druk ten gevolgevan straling, maar deze s
halen met a−4 en gaan daarom meteen naar nul tijdens een periodevan extreme uitdijing. Fysis
h betekent dit dat er weliswaar fotonen worden ge
reëerd, maardat deze worden uitgesmeerd over een extreem groot volume, en daarom een verwaarloosbareenergiedi
htheid hebben. E
hter, als we een manier kunnen bedenken om de extreme expansie testoppen, krijgt de omzetting van in�atonen naar fotonen een kans om groot genoeg te worden omde evolutie van het heelal te domineren. Wanneer alle in�atonen zijn vervallen naar (uiteindelijk)fotonen, zal het heelal vanaf dat moment stralingsgedomineerd zijn. Het Standaard Model vande kosmologie uit het vorige hoofdstuk kan dan de evolutie overnemen.Het is niet eenvoudig om quantumveldentheorie te gebruiken om het verval van in�atonen naarandere deeltjes te bes
hrijven. Dit heeft er voornamelijk mee te maken dat er zeer weinig bekendis over het gedrag van quantumvelden in andere tijdruimten dan minkowksiruimtetijd. Het ise
hter wel mogelijk een kwalitatieve bes
hrijving te geven, en dit zullen we dan ook nu gaan doenvoor het meest 
onventionele model voor de overgang van in�atonen naar fotonen.In woorden zegt dit model het volgende: in de potentiële energiedi
htheid V
(
Φ(t)

) van hetin�aton eld bevindt zi
h ergens een diepe en steile dip. Wanneer het in�atonveld bij deze dip isaangekomen, zal het zijn potentiële energiedi
htheid omzetten in kinetis
he energiedi
htheid (opdezelfde manier als een knikker zijn potentiële energie omzet in kinetis
he energie wanneer die ineen put rolt). Er geldt dan niet meer dat de in�atieparameter ǫ veel kleiner is dan 1 en in�atiebreekt af. Omdat het heelal dan stopt met zijn extreem snelle uitdijing, zullen fotonen die vanafdat moment worden ge
reëerd uit het verval van het in�atonveld, niet meer worden uitgesmeerdover een enorm groot volume. De stralingsenergiedi
htheid ten gevolge van fotonen heeft dan dekans om te groeien, en op den duur de di
htheid ten gevolge van het in�atonveld over te nemen.Op dat moment is het heelal stralingsgedomineerd geworden, en kan het Standaard Model van dekosmologie de bes
hrijving van de evolutie overnemen. Dit model staat bekend onder de naamVerhittingsfase90De dynami
a van de verhittingsfase kan niet meer bes
hreven worden door de vereenvoudigdein�atievergelijkingen, omdat tijdens deze fase niet meer geldt dat ǫ ≪ 1 en η ≪ 1. We zullendus terug moeten gaan naar de oorspronkelijke in�atievergelijkingen (458). Deze voldoen e
hterook niet, omdat ze geen rekening houden met de afname van het in�atonveld naar fotonen, ofmet het feit dat er een groeiende energiedi
htheid is ten gevolge van straling. We 
orrigeren ditdoor aan de eerste in�atonvergelijking (458) een term toe te voegen, die de afname van in�atonveldsterkte bes
hrijft ten gevolge van het verval naar andere deeltjes. We nemen aan dat deafname van de veldsterkte goed bes
hreven wordt door een term evenredig met de tijdsafgeleidevan de veldsterkte, zoals ook de wrijvingskra
ht op een knikker in een put evenredig is met90Engels: Reheating Phase. De pre�x re- is misleidend: het suggereert dat het heelal al eens eerder ver-hit is geweest. Of dit het geval is, kan waars
hijnlijk alleen worden beantwoord door een theorie van quan-tumzwaartekra
ht.



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 178de snelheid van de knikker. Deze analogie is uiteraard geen bewijs van de stelling dat hetverval naar andere deeltjes bes
hreven wordt door een term evenredig aan Φ̇(t). Geavan
eerdequantumme
hanis
he berekeningen wijzen e
hter uit dat het verval inderdaad door een term vandeze vorm bes
hreven kan worden. We zullen daarom aan de eerste in�atievergelijking een term
ΓΦ̇(t) toevoegen, waarin Γ een maat is voor de vervalssterkte van het in�atonveld,

Φ̈(t) + (3H(t) + Γ) Φ̇(t) + ∂ΦV (Φ(t)) = 0. (492)Ten tweede zal ook de tweede in�atievergelijking (458) aangepast moeten worden, omdat dienog geen rekening houdt met het feit dat, naarmate het in�atonveld vervalt, er een groeiendeenergiedi
htheid ργ(t) zal zijn ten gevolge van straling. Hiertoe voegen we deze di
htheid toe envinden
H2(t) =

8πG

3c2

(

ρΦ(t) + ργ(t)

)

. (493)Ook kennen we aan de tweede Friedmannvergelijking een druk en di
htheid ten gevolge vanstraling toe. Er geldt
(
ä

a

)

= −4πG

3c2

(

ργ(t) + 3Pγ(t) + ρΦ + 3PΦ(t)

)

. (494)Dit kunnen we vereenvoudigen, want we hadden al gezien dat de druk ten gevolge van stralinggelijk is aan ργ/3. Verder kunnen we de druk ten gevolge van het in�atonveld s
hrijven als
PΦ = n(t)ρΦ. (495)Tijdens in�atie zelf was n = −1, maar tijdens de verhittingsfase weten we nog niet wat nis. We weten zelfs niet of het een 
onstante zal zijn, en om deze reden staat er nu nog eentijdsafhankelijkheid. De tweede Friedmannvergelijking luidt nu

(
ä

a

)

= −4πG

3c2

(

2ργ(t) + (3n(t) + 1)ρΦ(t)

)

. (496)In prin
ipe zijn we nu klaar: vergelijkingen (492), (493), en (494) vertellen ons hoe het in�aton-veld zijn energie omzet in fotonen, hoe het in�atonveld afneemt, en hoe de s
haalfa
tor evolueerttijdens dit pro
es. In prin
ipe hoeven we nu alleen een vervalsmaat Γ, de vorm V (Φ(t)) van depotentiaalput, en een toestandsparameter n(t) in te vullen, en deze vergelijkingen op te lossen;hiermee ligt de hele evolutie van het verhittingspro
es vast.Het is e
hter gebruikelijk om deze vergelijkingen te hers
hrijven in een vorm waarin het in-�atonveld Φ(t) niet meer expli
iet voorkomt, en in plaats daarvan de energiedi
htheid ρΦ ge-bruikt wordt (dit is namelijk een inzi
htelijker grootheid dan het veld). Deze hers
hrijvinggaat als volgt. Om de eerste van deze vergelijkingen te vinden, dient de tijdsafgeleide van
ρΦ(t) = 1

2c2 Φ̇2(t) + V (Φ(t)) te worden genomen,
ρ̇Φ(t) =

1

c2
Φ̇(t)Φ̈(t) + Φ̇(t)∂ΦV (Φ(t)), (497)en te worden ingevuld in vergelijking (492). Samen met het feit dat 1

c2
Φ̇(t) = ρΦ(t) + PΦ(t) ende s
hrijfwijze (495), geeft dit pre
ies vergelijking (498). Een tweede vergelijking kan wordengevonden door de eerste Friedmannvergelijking te di�erentiëren naar de tijd, en dan de tweedeFriedmannvergelijking te gebruiken om ä/a te elimineren. Het resultaat is

ρ̇Φ(t) = −
(

3H(t) + Γ
)(

n(t) + 1
)

ρΦ(t),

ρ̇γ(t) = −4H(t)ργ(t) + Γ
(

n(t) + 1
)

ρΦ(t),

H2(t) =
8πG

3c2

(

ρΦ(t) + ργ(t)
)

. (498)



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 179Deze set vergelijkingen heten de verhittingsvergelijkingen. In de volgende se
tie zullen we dezevergelijkingen oplossen voor een spe
iale keuze van de fun
ties Γ, V (Φ(t)) en n(t).9.6 Een voorbeeld van de verhittingsfaseDe verhittingsvergelijkingen vormen een set van drie gekoppelde di�erentiaalvergelijkingen, enzijn in de regel lastig op te lossen. We zullen daarom een kunstgreep toepassen: we zullenaannemen dat het in�atonveld per os
illatie in de potentiaalput maar weinig energie overdraagtnaar fotonen, en tegelijkertijd dat het heelal maar weinig van grootte verandert tijdens eenenkele os
illatie. Met andere woorden, we nemen aan dat de tijds
haal waarop de os
illatiesplaatsvinden veel korter is dan de tijds
halen van het verval van het in�atonveld en de uitdijingvan het heelal. De eerste aanname legt een eis op voor de grootte van de fun
tie Γ, de tweedeaanname is waars
hijnlijk goed te motiveren aangezien het heelal zi
h tijdens de verhittingsfaseniet meer in een exponentieel uitdijende fase bevindt. Onder deze aannames, kunnen we deenergiedi
htheid van het in�atonveld per os
illatie als een 
onstante nemen. Er geldt
ρΦ =

1

2c2
Φ̇2(t) + V (Φ(t))

= ρmax = const. (499)Laat het nogmaals benadrukt zijn dat deze vergelijking alleen geldt per os
illatie: elke volgendeos
illatie zal ρmax een kleinere waarde hebben dan de os
illatie daarvoor.Onder deze aanname kunnen we de verhittingsvergelijkingen vereenvoudigen: het zal namelijkblijken dat we nu de toestandsparameter n(t) een waarde zullen kunnen toekennen wanneer wede fun
tie V (Φ(t)) toegewezen hebben, en dat deze waarde dan 
onstant zal blijken te zijn. Merkhiertoe op dat de toestandsparameter en de druk en di
htheid aan elkaar gerelateerd zijn,
n(t) + 1 =

ρΦ(t) + PΦ(t)

ρΦ(t)
. (500)De aanname van de snelle os
illatie van het in�atonveld maakt dat we de teller en noemer kunnenvervangen door 
onstanten, te weten hun gemiddelden over een enkele os
illatie. Een dergelijkgemiddelde < f(t) > de�niëren we als de integraal van alle waarden die een fun
tie f(t) aanneemttijdens de os
illatie, gedeeld door de periodetijd T van de os
illatie,

< f(t) > ≡ 1

T

∫ T

0
f(t)dt. (501)Omdat we alle tijdsafhankelijkheid nu weg-integreren, zal de uitdrukking voor de toestandspa-rameter n(t) een 
onstante opleveren; dit zal het oplossen van de verhittingsvergelijkingen eenstuk eenvoudiger maken!Alvorens dit te doen, zullen we eerst de tijdsgemiddelden (500) moeten uitrekenen. Dit lijkteen probleem op te leveren: om deze integralen uit te rekenen, hebben we de fun
ties ρΦ(t) en

PΦ(t) nodig, en die probeerden we nu juist uit te rekenen door de Verhittingsvergelijkingen opte lossen. Dit lijkt een impasse, maar is het niet: we kunnen de integralen over de tijd namelijkhers
hrijven naar integralen over het in�atonveld, en hiervan weten we wel degelijk iets: hetin�atonveld os
illeert tussen twee uiterste waarden,
Φ0 ≡ Φ(t = 0), en Φ1/2 ≡ Φ(t =

T

2
). (502)Hierbij is Φ0 de waarde die het in�atonveld heeft wanneer het op het punt staat te beginnen metde os
illatie: het is de waarde van het in�atonveld wanneer het bovenaan de put is. De tweede



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 180is de waarde die het in�atonveld heeft wanneer het halverwege de os
illatie is: het is de waardevan het in�atonveld wanneer het op de bodem van de put is, en op het punt staat weer omhoogte klimmen.Het zal blijken dat we hieraan genoeg hebben om de integralen uit te rekenen. De gemiddeldenkunnen hers
hreven worden als
< f(t) > ≡ 1

T

∫ T

0
f(t)dt =

2

T

∫ Φ1/2

Φ0

f(t)

Φ̇(t)
dΦ. (503)Via onze aanname dat de energiedi
htheid van het veld als 
onstante kan worden gezien tijdenseen enkele os
illatie, volgt dat

ρΦ =
1

2c2
Φ̇2(t) + V (Φ(t)) = ρmax → Φ̇(t) = ±

√

2c2
(

ρmax − V (Φ(t))
)

, (504)en hiermee kunnen we het gemiddelde < f(t) > s
hrijven als
< f(t) >= ± 2

T

∫ Φ1/2

Φ0

f(t)
(

2c2
(

ρmax − V (Φ(t))
))−1/2

dΦ. (505)Dit is een handige uitdrukking. Door nu de algemene uitdrukkingen voor de energiedi
htheid endruk ten gevolge van het in�atonveld in te vullen, wordt gevonden dat de teller en noemer vanvergelijking (500) ges
hreven kunnen worden als
<
(

ρΦ(t) + pΦ(t)
)

> = ± 2

T

√

2c2ρmax

∫ Φ1/2

Φ0

(

1 − V (Φ(t))

ρmax

)1/2
dΦ,

< ρΦ(t) > = ± 2

T

√
ρmax

2c2

∫ Φ1/2

Φ0

(

1 − V (Φ(t))

ρmax

)−1/2
dΦ. (506)De toestandsparameter n(t) is dan

n(t) + 1 =
2c2
∫ Φ1/2

Φ0

(

1 − V (Φ)
ρmax

)1/2
dΦ

∫ Φ1/2

Φ0

(

1 − V (Φ)
ρmax

)−1/2
dΦ

. (507)Het enige wat nu nog gedaan moet worden, is invullen wat de vorm V (Φ(t)) is van de potenti-aalput waarin het in�atonveld os
illeert, en de waarden Φ0 en Φ1/2 die het in�atonveld heeft ophet laagste en het hoogste punt van de put.We kiezen nu een spe
i�eke put en rekenen de toestandsparameter uit. Als dat gedaan is, ishet oplossen van de verhittingsvergelijkingen nog maar een kleine stap. In navolging van hetuitgewerkte voorbeeld van het in�atiemodel, zullen we het geval bes
houwen van een massiefin�atonveld. Zoals we al gezien hadden, geldt dan voor de potentiële energiedi
htheid
V (Φ(t)) =

m2

2

( c

~

)2
Φ2(t), (508)waar m de massa is van de in�atondeeltjes. Deze fun
tie de�nieert de put als een parabool, methet laagste punt bij Φ = 0. Het is dan makkelijk in te zien dat onderaan deze put, de waardevan het in�atonveld gelijk is aan nul,

Φ1/2 = 0. (509)



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 181Om de waarde van Φ0 te bepalen, dienen we te bedenken dat als het in�aton net op het puntstaat met de os
illatie te beginnen, het nog geen kinetis
he energiedi
htheid heeft, Φ̇ = 0, en alsgevolg hiervan is de totale energiedi
htheid gelijk aan louter de potentiële energiedi
htheid. Ergeldt
ρΦ = V (Φ) =

m2

2

( c

~

)2
Φ2

0. (510)We hadden aangenomen dat de totale energiedi
htheid 
onstant was gedurende een enkele os
il-latie, ρΦ = ρmax, en zo volgt dat de waarde van het in�atonveld op het hoogste punt van de putgegeven wordt door
Φ0 = ±

√

2ρmax

m2

(
~

c

)2

. (511)We kunnen nu de integralen in de teller en de noemer van vergelijking (507) evalueren. Wanneerwe de potentiaalput gegeven door vergelijking (508) invullen, wordt de noemer
∫ Φ1/2

Φ0

(

1 − 1

ρmax

m2

2

( c

~

)2
Φ2
)−1/2

dΦ. (512)Om onze notatie iets te vergemakkelijken, zullen we een variabele x introdu
eren, waarvoor geldt
x ≡ m√

2ρmax

( c

~

)

Φ. (513)De integraal in vergelijking (512) ziet er dan al heel wat vriendelijker uit. We vinden
√

2ρmax

m

(
~

c

)∫ 0

1

(

1 − x2
)−1/2

dx. (514)Deze kunnen we dire
t oplossen door gebruik te maken van een standaardintegraal, en er wordtgevonden dat
√

2ρmax

m

(
~

c

)∫ 0

1

(

1 − x2
)−1/2

dx = −
√

2ρmax

m

(
~

c

)

arcsin(1). (515)Hierbij hebben we gebruik gemaakt van de integraal ∫ 1√
1−x2

dx = arcsin(x), waar de fun
tie
y = arcsin(x) de oplossing is van de vergelijking sin y = x, en het feit dat de arcsin van nul gelijkis aan nul.De integraal van de teller van vergelijking (507) wordt

∫ Φ1/2

Φ0

(

1 − 1

ρmax

m2

2

( c

~

)2
Φ2
)1/2

dΦ. (516)Ook nu kunnen we de notatie iets vergemakkelijken door de variabele x te introdu
eren, waardoorde integraal ges
hreven worden als
√

2ρmax

m

(
~

c

)∫ 0

1

(

1 − x2
)1/2

dx. (517)Bovenstaande vergelijking kunnen we oplossen door gebruik te maken van ∫ (1 − x2)1/2dx =
1
2{arcsin(x) + x

√
1 − x2}. Er wordt dan gevonden dat
√

2ρmax

m

(
~

c

)∫ 0

1

(

1 − x2
)1/2

dx = −
√

2ρmax

m

(
~

c

)
1

2
arcsin(1). (518)



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 182Nu de teller en noemer gevonden zijn, volgt de waarde van de toestandsparameter n dire
t als
n(t) + 1 =

−2
√

2ρmax

m

(
~

c

)
1
2 arcsin(1)

−
√

2ρmax

m

(
~

c

)
arcsin(1)

= 1 → n(t) = 0. (519)Na deze wiskundige verhandeling keren we terug naar de fysi
a. We hebben gevonden dat dein�atonen zi
h, tijdens de verhittingsfase, gedragen als een drukloos gas. Dit is pre
ies wat wein het vorige hoofdstuk hadden bestempeld als koude materie, waarvoor geldt n = 0! Merkverder op dat de gevonden waarde van n niet afhangt van de amplitude van de os
illatie. Ditbetekent fysis
h dat we deze n mogen blijven gebruiken voor elke os
illatie, ondanks het feit datelke volgende os
illatie een kleinere amplitude kent.Met de wetens
hap dat n = 0, vereenvoudigen de verhittingsvergelijkingen tot de vorm
ρ̇Φ(t) = −

(

3H(t) + Γ
)

ρΦ(t),

ρ̇γ(t) = −4H(t)ργ(t) + ΓρΦ(t),

H2(t) =
8πG

3c2

(

ρΦ(t) + ργ(t)
)

. (520)De strategie voor het oplossing van deze vergelijkingen is als volgt: we doen een aanname voor devorm van de Hubble 
onstante H(t), en vullen deze vervolgens in in de eerste verhittingsvergeli-jking. Dit geeft dan een di�erentiaalvergelijking voor ρΦ die op dat moment ontkoppeld is van deandere twee vergelijkingen en daarom onafhankelijk opgelost kan worden. Als deze opgelost is,kunnen we de oplossing Φ(t) en onze aanname voor H(t) gebruiken in de derde Verhittingsvergeli-jking. Dit geeft dan een algebrais
he vergelijking voor de energiedi
htheid ργ(t), zodat ργ(t)dire
t volgt. Alledrie de fun
ties zijn dan gevonden, maar aangezien ze pas een oplossing vormenwanneer ze aan alledrie de di�erentiaalvergelijkingen voldoen, zullen we de fun
ties nog in detweede verhittingsvergelijking moeten invullen om te 
ontroleren of alles 
onsistent is. Zo ja, danis onze oplossing 
orre
t; zo niet, dan is onze aanvankelijke aanname voor de Hubble 
onstanteniet de juiste geweest, en zullen we een nieuwe poging moeten doen.Wat zou een goede aanname voor H(t) zijn? Fysis
h kunnen we ons de volgende voorstellingmaken: aan het begin van de verhittingsfase is de enige signi�
ante vorm van energiedi
htheiddie van het in�atonveld, waarvan we gezien hebben dat deze zi
h gedraagt als koude materie.Hierbij hoort, volgens onze berekeningen, een Hubble 
onstante gelijk aan H(t) = 2
3t . Daarnawordt het in�atonveld omgezet in fotonen, zodat na verloop van tijd de energiedi
htheid tengevolge van straling gaat domineren over die ten gevolge van in�atonen. Deze di
htheid kent eenHubble 
onstante gelijk aan H(t) = 1

2t . Al met al ligt het dan ook voor de hand om een fun
tie
H(t) te kiezen die voor kleine t gelijk is aan H(t) = 2

3t , en voor groeiende t steeds meer gaatlijken op H(t) = 1
2t . Er zijn in prin
ipe oneindig veel fun
ties te vinden die aan deze eis voldoen,waarvan de volgende een aantal voorbeeld is,

H(t) =
1

t

(1

2
+

1

6
e−αt

)

. (521)In prin
ipe zouden we dergelijke fun
ties kunnen proberen in te vullen, en dan (hopelijk) uitvin-den of de 
orre
te fun
tie erbij zit. Dit blijkt in ieder geval voor deze fun
tie niet het geval tezijn. Een oplossing van de in�atievergelijkingen is dan ook nog niet gevonden, en we weten danook nog steeds niet wat het tijdsverloop is van de energiedi
htheden ρΦ, ργ en van de s
haalfa
tor
a(t). Maar goed bes
houwd zijn we eigenlijk niet zo geïnteresseerd in die gedetailleerde tijdse-volutie. Eigenlijk willen we alleen maar weten of ons model de juiste hoeveelheid fotonen kanopleveren, opdat het Standaard Model van de kosmologie de evolutie van het heelal kan overne-men. Om deze vraag naar tevredenheid te beantwoorden hoeven we de verhittingsvergelijkingen



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 183(520) alleen maar bij benadering op te lossen. Dit is een stuk makkelijker dan het vinden vaneen 
omplete oplossing.De strategie is als volgt: we zullen het probleem opsplitsen in twee delen: eerst bekijken we detijdsevolutie aan het begin van de verhittingsfase, oftewel in het tijdsdomein waarin het in�a-tonveld de energiedi
htheid domineert, en hiervoor benaderde oplossingen ops
hrijven. Daarnazullen we de tijdsevolutie bes
houwen aan het eind van de verhittingsfase, oftewel het tijds-domein waarin de fotonen de energiedi
htheid domineren, en daarvoor benaderde oplossingenops
hrijven. En passant vinden we daarbij een waarde voor het tijdstip tomslag waarin de ener-giedi
htheid ten gevolge van fotonen het overneemt van de energiedi
htheid ten gevolge vanin�atonen. De gevonden oplossingen zullen een aantal vrije 
onstanten bevatten, en deze zullenwe waardes toekennen door te eisen dat de oplossingen uit de twee vers
hillende tijdsdomeinenin elkaar overgaan rond het moment tomslag. Op deze manier worden fun
ties ρΦ, ργ en a(t)gevonden, die bij benadering de verhittingsvergelijkingen oplossen.We bes
houwen eerst het tijdsdomein waarin de energiedi
htheid ten gevolge van de in�atonenveel groter is dan die ten gevolge van fotonen. Hiervoor geldt
ρΦ ≫ ργ . (522)In dit regime wordt de Hubble 
onstante gegeven door H(t) = 2

3t , en kunnen we de derdeverhittingsvergelijking s
hrijven als
4

9t2
=

8πG

3c2
ρΦ. (523)Hieruit volgt dire
t een uitdrukking voor de energiedi
htheid van het in�atonveld,

ρΦ(t) =
3c2

8πG

4

9t2
. (524)Dit substitueren we in de eerste verhittingsvergelijking, om te 
ontroleren of deze dan ook isopgelost. We vinden

− 8

9t2
3c2

8πG
= −

(2

t
+ Γ

) 3c2

8πG

4

9t2
, (525)en dit kan alleen waar zijn als geldt dat

Γ ≪ 2

t
. (526)Dit vertelt ons dat we onze oplossing (528) alleen mogen gebruiken voor tijdstippen kleinerdan t ≈ Γ−1. Dit is wat we verwa
hten: immers, als het in�atonveld snel zou vervallen naarfotonen (oftewel Γ groot), dan breekt al snel het moment aan (oftewel t = Γ−1) waarop deenergiedi
htheid ρΦ niet meer groter is dan ργ .De gevonden uitdrukking voor ρΦ kan nu worden ingevuld in de tweede verhittingsvergelijking,en dit levert een di�erentiaalvergelijking op voor de energiedi
htheid ργ ten gevolge van fotonen.Er geldt

ρ̇γ(t) = − 8

3t
ργ + Γ

3c2

8πG

4

9t2
. (527)Deze vergelijking is niet moeilijk om op te lossen, en de oplossing wordt gegeven door

ργ(t) =
1

t2

(ργ<

t2/3
+

12t

45

3c2

8πG
Γt
)

. (528)



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 184Hierin is ργ< een 
onstante, die vrij mag worden ingevuld. We zullen deze nu een waarde toeken-nen met behulp van een fysis
h argument: we hadden al gezien dat tijdens de in�atieperiode alleenergiedi
htheid ten gevolge van normale materie en straling naar nul is gegaan, als gevolg vande enorme expansie van het volume waarin deze energievormen opgesloten waren. We kunnendaarom eisen dat tijdens de verhittingsfase (dit wil zeggen: aan het eind van in�atie) de energie-di
htheid ργ gelijk dient te zijn aan nul. In�atie hield op op het moment teind, gegeven in 486;wanneer dit wordt ingevuld in vergelijking (528) en we eisen dat de uitkomst nul is, vinden wevoor de 
onstante ργ<

ργ< = −12

45
Γ

3c2

8πG

(

3~

mc4

√

8πG

6
Φ0

)5/3

. (529)Hiermee is de 
omplete oplossing bekend! Aan het begin van de verhittingsfase worden H(t),
ρΦ(t) en ργ(t) gegeven door

H(t) =
2

3t
,

ρΦ(t) =
3c2

8πG

4

9t2
,

ργ(t) =
1

t2

(

− 12

45
Γ

3c2

8πG

( 3~

mc4

√

8πG

6
Φ0

)5/3 1

t2/3
+

12t

45

3c2

8πG
Γt

)

. (530)Deze oplossing geldt alleen voor tijden t≪ Γ−1.Als tweede stap in onze analyse ullen we de verhittingsvergelijkingen oplossen voor tijden waarinde fotonendi
htheid veel groter is geworden dan de di
htheid van in�atonen. Dan geldt
ργ ≫ ρΦ. (531)In dit regime geldt dat de Hubble 
onstante gegeven wordt door H(t) = 1

2t , en wordt de derdeverhittingsvergelijking
1

4t2
=

8πG

3c2
ργ . (532)hieruit volgt dire
t een uitdrukking voor de energiedi
htheid ργ(t),

ργ(t) =
3c2

8πG

1

4t2
. (533)Vervolgens gebruiken we de uitdrukking voor de Hubble 
onstante om de eerste verhittingsvergeli-jking te s
hrijven als

ρ̇Φ(t) = −
( 3

2t
+ Γ

)

ρΦ(t). (534)De oplossing voor deze di�erentiaalvergelijking is makkelijk te vinden, en is gelijk aan
ρΦ(t) =

ρΦ>

t3/2
e−Γt. (535)Hierin is ρΦ> een 
onstante, die vrij is in te vullen. We zullen er een waarde aan toekennen doormiddel van een fysis
h argument. Het argument is dat van 
ontinuiteit: we zullen eisen dat onzegevonden oplossingen voor de energiedi
htheden ρΦ in de twee tijdsdomeinen, netjes op elkaar



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 185aansluiten rond het moment t< dat het heelal niet meer door in�atie gedomineerd is. Dit komter op neer dat we eisen dat voldaan is aan
3c2

8πG

4

9t2<
=
ρΦ>

t
3/2
<

e−Γt< . (536)Merk op dat we hier een beetje smokkelen. Immers, aan de linkerkant staat de uitdrukkingvoor ρΦ die gevonden is voor het tijdsdomein waarin geldt ργ ≪ ρΦ, terwijl de re
hterkant deuitdrukking is voor ρΦdie gevonden is voor het tijdsdomein waarin geldt ργ ≫ ρΦ. Nu haddenwe al gezien dat de linkerkant gebruikt mag worden mits t < t<, en we zullen nog aantonen datde re
hterkant gebruikt mag worden mits t > t>, waar t> een nog nader te bepalen waarde heeft.Het is dan ook duidelijk dat bovenstaande eis alleen gesteld mag worden wanneer t< en t> niette ver uit elkaar liggen. Het is zeker niet gegarandeerd dat dit het geval zal zijn, en we zullen datop het eind dus expli
iet moeten 
he
ken. Als dit het geval is, kunnen we deze twee tijdstippenals een enkel tijdstip bes
houwen, en zullen deze de naam tomslag geven. Voor nu nemen we aandat dit het geval is, en dan levert vergelijking (536) de volgende relatie voor de 
onstante ρΦ>,
ρΦ> =

3c2

8πG

4

9
eΓtomslag

1
√
tomslag

. (537)De gevonden uitdrukkingen mogen toegepast worden wanneer aan vergelijking (531) voldaan is.Dan geldt
3c2

8πG

1

4t2
≫ ρΦ>

t3/2
e−Γt. (538)Dit levert ons een tijdstip t> op, waarna de gevonden uitdrukkingen mogen worden gebruikt.Helaas is het niet mogelijk om t> in een formule uit te drukken, maar gegeven waarden voor alle
onstanten in vergelijking (538) kan er wel een numerieke waarde aan t>toegekend worden; zoalsal aangegeven is de hoop dat deze niet te ver uit de buurt van t< ligt.Hiermee is de totale oplossing bekend! We 
on
luderen dat aan het eind van de verhittingsfasede fun
ties H(t), ρΦ(t) en ργ(t) gegeven worden door

H(t) =
1

2t
,

ρΦ(t) =
( 3c2

8πG

4

9
eΓt< 1√

t<

) 1

t3/2
e−Γt,

ργ(t) =
3c2

8πG

1

4t2
. (539)(540)Hiermee is onze analyse afgerond! We hebben nu twee verzamelingen oplossingen gevonden voorde fun
ties H(t), ρΦ(t) en ργ , waarvan er een geldig is bij aanvang(in�atongedomineerde deel)van de verhittingsfase, en er een geldig is in het fotongedomineerde deel. We hebben daarbijzorg gedragen dat het eerste deel netjes aansluit op de waarden van ρΦ en ργ die gelden aanhet eind van de in�atieperiode, en dat het tweede deel netjes aansluit op het eerste deel. Verderhebben we uitgezo
ht wanneer het omslagpunt plaatsvindt, en gevonden dat de eerste verza-meling oplossingen gebruikt mag worden zolang t < t<, en de tweede verzameling oplossingengebruikt mag worden wanneer t > t>. We zullen onze uitkomsten kwanti�
eren, om te zienhoelang de verhitting ongeveer heeft geduurd, en om te 
ontroleren of t< en t> inderdaad netjesop elkaar aansluiten.



9 KOSMOLOGISCHE INFLATIE 186Hiertoe zetten we ons voorbeeld voort, en nemen we wederom aan dat de massa m van hetin�aton en de 
onstante Φ0 gegeven worden door
m ≈ 1013 · GeV

c2
≈ 10−14kg, en Φ0 ≈ 1023 ·

√
m · kg

s
. (541)Verder kiezen we de vervals
onstante Γ als

Γ ≈ 1032 · s−1. (542)Waar komt deze waarde vandaan? Goed bes
houwd is het een aanname. De 
onstante Γ hebbenwe geïntrodu
eerd als een maat voor de snelheid waarmee in�atonen vervallen (via een of andereketen van deeltjes) naar fotonen. Aangezien er weinig bekend is over de manier waarop in�atonengekoppeld zijn aan andere deeltjes, is het voor een deel spe
ulatie met welke snelheid het vervalplaatsvindt. Er is e
hter een vuistregel in de quantumveldentheorie, die zegt dat hoe zwaardereen deeltje is, hoe eerder het zal vervallen naar andere deeltjes. We kiezen Γ evenredig met men stellen
Γ ≈ mc2

~
. (543)(beide kanten hebben nu de eenheid 1/s). Met deze aanname kunnen we de waarden van detijdstippen t< en t> uitrekenen. De eerste waarde wordt gevonden door vergelijking (526) op telossen, en de tweede waarde door vergelijking (538) op te lossen. We vinden dan

t< ≈ 10−32 s, en t> ≈ 10−32 s. (544)Deze waarden zijn (voor zover onze benaderingen in staat zijn een vers
hil te tonen) hetzelfde, ennoemen we het omslagpunt tomslag. Na dit tijdstip heeft het in�atonveld zoveel energie overge-dragen aan fotonen, dat het heelal stralingsgedomineerd is geworden. De 
onstante ρΦ> ligthiermee ook vast. Vergelijking (537) levert
ρΦ> ≈ 1042 · kg

m
√

s
. (545)Hiermee zijn alle 
onstanten bepaald, en ligt de evolutie van de verhittingsfase geheel vast. Hetgedrag in de tijd van de fun
ties H(t), ρΦ(t), en ργ(t) is nu bekend. Voor alle tijdstippen tussenhet eind van in�atie, teind, en het omslagpunt tomslag gebruiken we hiervoor vergelijkingen (530)en voor de tijdstippen na het omslagpunt gebruiken we 540). Nadat het heelal door stralinggedomineerd wordt, kan het Standaard Model van de kosmologie de evolutie overnemen. Hetomslagpunt tomslag is daarmee ook het tijdstip geworden waarop de verhittingsfase ten einde isgeraakt: verhitting duurt in ons model niet langer dan 10−32 se
onde.
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A APPENDIX - MEETKUNDE 189A Appendix - MeetkundeHet begrip di�erentieerbare variëteit komt voort uit het werk van Gauss en Riemann. In de`Elementen' van Eu
lides wordt de meetkunde opgebouwd uitgaande van postulaten en axioma's.Eén van deze postulaten, het vijfde, lijkt minder vanzelfsprekend dan de overige, en men heeft inde loop der eeuwen gepoogd dit postulaat te bewijzen met behulp van de andere postulaten. Hetvijfde postulaat stelt het volgende: laat l1 en l2 re
hten zijn die de re
hte l snijden met hoeken βen α, dan impli
eert α+ β < 180◦ dat l1 en l2 elkaar snijden, aan die kant van de re
hte l waarook de hoeken β en α liggen. Er is een aantal equivalente formuleringen van het vijfde postulaat.Twee ervan luiden als volgt:
• Door een punt P buiten een re
hte l is pre
ies één re
hte te trekken die l niet snijdt(parallellenpostulaat).
• De som van de hoeken van een driehoek is 180◦.De pogingen om het parallellenpostulaat te bewijzen uit de overige faalden alle en gaandewegkwam met tot het inzi
ht dat meetkunde waarbij het parallellenpostulaat niet geldig is tot delogis
he mogelijkheden behoort. Een dergelijke meetkunde heet een niet-eu
lidis
he meetkunde.A.1 Niet-eu
lidis
he meetkundeUit brieven blijkt dat C.F. Gauss (1777 - 1855) al in 1824 een vergaand inzi
ht in de niet-eu
lidis
he meetkunde had. Hij maakte dit e
hter niet publiek omdat hij hiervan teveel ops
hud-ding verwa
htte. De niet-eu
lidis
he meetkunde werd ook onafhankelijk door J. Bolyai (1802 -1860) en N.I. Loba
hevski (1793 - 1856) geformuleerd.

Figuur 69: De raakve
tor in een punt van een kromme. Voor ∆λ → 0 naders ∆~r
∆λ tot deraakve
tor.Fig. 69 toont dat een kromme is voor te stellen door de vergelijking ~r = ~r(λ), met λ deparameter van de kromme. Voor de 
omponenten (x, y, z) van de ve
tor ~r geldt x = x(λ),

y = y(λ) en z = z(λ). Een raakve
tor aan de kromme wordt gegeven door
d~r

dλ
= lim

∆λ→0

~r(λ+ ∆λ) − ~r(λ)

∆λ
. (546)De booglengte langs de kromme tussen de punten ~r(λ1) en ~r(λ2) wordt gegeven door

s ≡
∫ ~r(λ2)

~r(λ1)
|d~r| =

∫ λ1

λ2

∣
∣
∣
∣

d~r

dλ

∣
∣
∣
∣
dλ =

∫ λ2

λ1

√

d~r

dλ
· d~r
dλ
dλ. (547)



A APPENDIX - MEETKUNDE 190De booglengte s tot een vast punt op de kromme is ook te gebruiken als parameter in plaats van
λ, immer s = s(λ). Men s
hrijft ~r = ~r(s), en de raakve
tor is dan

~t ≡ d~r

ds
. (548)Merk op dat dit een eenheidsve
tor is, ~t ·~t = d~r

ds · d~r
ds = 1, omdat (ds)2 = d~r ·d~r. Uit ~t ·~t = 1 volgtdoor di�erentiatie naar s, dat ~t · ~̇t = 0, zodat ~̇t = d~t
ds loodre
ht op ~t, dus op de raaklijn staat. Dehoofdnormaal ~n is per de�nitie de eenheidsve
tor in de ri
hting van ~̇t, dus

~̇t = κ~n met κ = κ(s). (549)Uit het bovenstaande volgt ~t · ~n = 0 en uit vergelijking (549) met ~n2 = 1, dat κ =
∣
∣
∣~̇t
∣
∣
∣, waarbij κde kromming van de 
urve is. Tenslotte wordt de binormaal ~b gede�nieerd door

~b = ~t× ~n. (550)Fig. 70 toont dat in ieder punt ~r(s) van de kromme er nu een drietal ve
toren ~t, ~n,~b bestaat.

Figuur 70: Meebewegend orthonormaal 
oördinatenstelsel {~t, ~n,~b} van een kromme. De triadebestaat uit de tangentve
tor ~t, de normaalve
tor ~n en de binormaalve
tor ~b.Dit stelsel heet de meebewegende triade. Ze vormen een orthonormaal stelsel.Uit vergelijking (550) volgt ~b ·~t = 0. Di�erentiatie naar s geeft, met vergelijkingen (549) en (550)
0 = ~̇b · ~t+~b · ~̇t = ~̇b · ~t+ κ~b · ~n = ~̇b · ~t. (551)Uit ~b ·~b = 1 volgt ~̇b ·~b = 0 en we zien dat ~̇b parallel is aan ve
tor ~n. Men de�nieert τ = τ(s) met

~̇b = −τ~n, waarbij τ de torsie van de kromme wordt genoemd. Tenslotte volgt uit ~n = ~b× ~t dat
~̇n = ~̇b× ~t+~b× ~̇t = −τ~n× ~t+ κ~b× ~n = τ~b− κ~t. (552)



A APPENDIX - MEETKUNDE 191Samenvattend geldt
~̇t = κ~n

~̇n = −κ~t +τ~b

~̇b = −τ~n
(553)en dit zijn de formules van Frenet (1847) en Serret (1850). Een gevolg hiervan is dat bij gegevenkromming en torsie door integratie van deze eerste-orde di�erentiaalvergelijkingen de krommeop een verplaatsing na (integratie
onstanten) vastligt.

Figuur 71: Kromme door punt P in het oppervlak Σ. Bes
houw alle krommen door P . Deverzameling van alle raakve
toren in P van al deze krommen vormt de tangentenve
torruimte
TP .Vervolgens bes
houwen we gebogen oppervlakken in E3. In de tijd voor Gauss werd een gebogenoppervlak voorgesteld door z = f(x, y) of w(x, y, z) = 0. In het bijzonder kan men krommen ineen dergelijk oppervlak bes
houwen en voor deze krommen kan men uiteraard de bovenstaandebegrippen invoeren. Fig. 71 toont dat γ een kromme in het oppervlak Σ is met P een punt op
γ. Dan heeft γ een raakve
tor d~r

dλ in het punt P . Bes
houw nu alle mogelijke krommen in Σdoor P , dan vormt de verzameling van alle bijbehorende raakve
toren d~r
dλ een twee-dimensionaleve
torruimte TP , de raakve
torruimte, tangentenve
torruimte of raakvlak genoemd. De normaal

~n in P op het oppervlak Σ is de eenheidsve
tor in P loodre
ht op TP . Het volgende resultaatwas reeds vóór Gauss bekend.
S


S


k


T
P


n
 X


t


Figuur 72: Door P gaat een vlak X dat normaalve
tor ~n bevat. Het vlak X snijdt gebogenoppervlak Σ langs 
urve γ. De eenheidsve
tor ~t is tangentiaal aan γ en geeft de ri
hting van dezesnede. De ve
tor ~t ligt in het tangentenvlak TP .Stelling van Euler (1760): Zij P een punt van het oppervlak Σ en zij ~n de normaal in P op Σ (zie



A APPENDIX - MEETKUNDE 192Fig. 72). Zij X een vlak door ~n en zij γ de doorsnijding van X en Σ (dit is een kromme) en laat
κ de kromming van γ in P zijn. Dan bestaat er een vlak X1 (respe
tievelijk X2) door ~n waarvoor
κγ maximaal (respe
tievelijk minimaal) is en men noemt deze kromming dan κ1 (respe
tievelijk
κ2). Als het vlak X een hoek θ maakt met X1, dan geldt

κγ = κ1 cos2 θ + κ2 sin2 θ. (554)De krommingen κ1 en κ2 heten de hoofdkrommingen. Fig. 73 geeft een beeld van de krommingvan ruimte met negatieve kromming (dit lijkt op een zadeloppervlak). De theorie van de gebogen
planes


of principal

curvatures


normal

vector


tangent

plane


Figuur 73: S
hets van een gebogen oppervlak waarbij de vlakken met hoofdkrommingen zijnaangegeven, evenals het tangentenvlak.oppervlakken werd aanzienlijk verder ontwikkeld door C.F. Gauss in zijn artikel `Disquisitionesgenerales 
ir
a super�
ies 
urvas' uit 1827. Gauss bes
hreef hierin een oppervlak met behulp vande parametervoorstelling x = x(u, v), y = y(u, v) en z = z(u, v) of samengevat ~r = ~r(u, v) enzoals Fig. 74 toont ontstaan hiermee op het oppervlak krommen u = constant en v = constant.We benadrukken dat een punt op het oppervlak Σ wordt vastgelegd door twee reële parameters
u en v, namelijk ~r = ~r(u, v). Een kromme ~r = ~r(λ) in het oppervlak Σ is dus ook te geven dooreen parametervoorstelling u = u(λ) en v = v(λ). De afstand ds tussen twee in�nitesimaal vanelkaar verwijderde punten ~r(u, v) en ~r(u+ du, v + dv) wordt gegeven door (ds)2 = d~r · d~r met

d~r = ~r(u+ du, v + dv) − ~r(u, v) =
∂~r

∂u
du+

∂~r

∂v
dv = ~rudu+ ~rvdv. (555)We vinden hiermee voor de afstand

(ds)2 = (~rudu+ ~rvdv) · (~rudu+ ~rvdv) = ~ru · ~ru(du)2 + 2~ru · ~rvdudv + ~rv · ~rv(dv)2. (556)Met de traditionele afkortingen E ≡ ~ru · ~ru, F ≡ ~ru · ~rv en G ≡ ~rv · ~rv vinden we
(ds)2 = E(du)2 + 2Fdudv +G(dv)2, (557)
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Figuur 74: Coördinaten van Gauss voor de bes
hrijving van een gebogen oppervlak.met E, F en G fun
ties van u en v. Deze kwadratis
he vorm voor (ds)2 heet de eerste funda-mentaalvorm of de metriek. Als het oppervlak Σ een plat vlak is dan geldt bijvoorbeeld
(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 = (dr)2 + r2(dφ)2, (558)naar gelang men voor (u, v) 
artesis
he 
oördinaten of pool
oördinaten kiest. Tegenwoordignoteert men voor (u, v) ook wel (x1, x2), dus

(ds)2 =
2∑

i,j=1

gijdx
idxj, gij = gi,j(x

1, x2), (559)met
g11(x

1, x2) ≡ E(x1, x2) = ~e1 · ~e1, g12 = g21 ≡ F = ~e1 · ~e2, en g22 ≡ G = ~e2 · ~e2, (560)waarbij ~e1 ≡ ∂~r
∂x1 = ~ru de raakve
tor aan de 
oördinaatlijn x2 = constant en ~e2 ≡ ∂~r

∂x2 = ~rv deraakve
tor aan de 
oördinaatlijn x1 = constant is. Dus gij = ~ei · ~ej = gji. De ve
toren ~e1 en
~e2 vormen een basis van de twee-dimensionale raakve
torruimte in ~r = ~r(u, v) aan Σ. Iedereraakve
tor in dit punt is een lineaire 
ombinatie van ~e1 en ~e2,

~a =
2∑

i=1

ai~ei en ook ~b =
2∑

i=1

bi~ei. (561)Voor het inprodu
t in de raakve
torruimte geldt
~a ·~b =

2∑

i=1

ai~ei ·
2∑

j=1

bj~ej = a1b1~e1 · ~e1 + a1b2~e1 · ~e2 + a2b1~e2 · ~e1 + a2b2~e2 · ~e2 =
2∑

i,j=1

gija
ibj .(562)Zij γ een kromme in het oppervlak Σ en laat A en B twee punten op γ zijn, dan de�nieert mende booglengte sγ langs γ tussen A en B als sγ =

∫ B
A ds. Als de kromme γ wordt voorgestelddoor u = u(λ) en v = v(λ), dan volgt in verband met ds = ds

dλdλ dat
sλ =

∫ λB

λA

√

E

(
du

dλ

)2

+ 2F

(
du

dλ

dv

dλ

)

+G

(
dv

dλ

)2

dλ =

∫ λB

λA

√
√
√
√

2∑

i,j=1

gij(x1, x2)
dxi

dλ

dxj

dλ
dλ.(563)



A APPENDIX - MEETKUNDE 194Laat A en B twee punten van het oppervlak Σ zijn, dan is de geodeet door A en B die kromme
γ in Σ waarvoor de booglengte sγ tussen A en B minimaal (of extremaal) is. In het eu
lidis
hevlak is een re
hte een geodeet en omgekeerd. Op de bol is een grote 
irkel (dit is een 
irkelwaarvan het vlak door het middelpunt van de bol gaat) een geodeet en omgekeerd. Merk opdat de intrinsieke meetkunde van het oppervlak, dat is de meetkunde van twee-dimensionalewezens die in het oppervlak leven en die geen weet hebben van de drie-dimensionale ruimte,geheel bepaald wordt door de metriek (ds)2. De hoofdkrommingen κ1 en κ2 van een punt Pin Σ zijn intrinsieke eigens
happen van het oppervlak. Dit is eenvoudig in te zien aan de handvan het volgende voorbeeld. Voor een plat vlak (bijvoorbeeld een vel papier) geldt κ1 = κ2 = 0en (ds)2 = (dx)2 + (dy)2. Als het vel papier tot een 
ylinder wordt gevouwen, dan gebeurter niets met de metriek, maar κ2 wordt ongelijk aan nul. Het opmerkelijke is nu, dat er een
ombinatie van κ1 en κ2 bestaat die ongewijzigd blijft bij het vouwen van het papier. Dit is degausskromming.Theorema egregium van Gauss: De gausskromming κ ≡ κ1κ2 is een intrinsieke grootheid, dit wilzeggen geheel bepaald door de metriek, namelijk

κ = − 1

4W 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

E Eu Ev

F Fu Fv

G Gu Gv

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1

2W

{
∂

∂v

(
Ev − Fu

W

)

− ∂

∂u

(
Fv −Gu

W

)}

, (564)met W ≡
√
EG− F 2.Merk op dat κ sle
hts afhangt van de metriek via E, F en G en eerste en tweede orde afgeleidenhiervan, waardoor κ inderdaad een intrinsieke grootheid is. De hoofdkrommingen hangen boven-dien nog af van de wijze waarop het oppervlak is ingebed in de drie-dimensionale ruimte. Degausskromming is een fun
tie van u en v, κ = κ(u, v). Oppervlakken van 
onstante krommingzijn oppervlakken waarvoor κ(u, v) = constant. Hiervan bestaan drie typen, namelijk1. het sferis
he vlak (eenheidsbol) met metriek

(ds)2 = (du)2 + sin2 u(dv)2 met κ = +1; (565)2. het eu
lidis
he vlak (in pool
oördinaten) met metriek
(ds)2 = (du)2 + u2(dv)2 met κ = 0; (566)3. het hyperbolis
he vlak met metriek

(ds)2 = (du)2 + sinh2 u(dv)2 met κ = −1. (567)Het laatste geval is de niet-eu
lidis
he meetkunde van Gauss-Loba
hevski-Bolyai.In het volgende bes
houwen we een in�nitesimaal parallellogram in Σ (zie Fig. 75). De zijden
~rudu en ~rvdv resulteren in een oppervlakte dσ = |~r×~rv| dudv. Merk op dat ∣∣∣~a×~b∣∣∣2 = a2b2−(~a·~b)2omdat sin2 χ+ cos2 χ = 1. Dus volgt

dσ =
√

EG− F 2dudv. (568)De stelling uit de eu
lidis
he meetkunde die zegt dat de som van de hoeken van een driehoek πis kan nu worden gegeneraliseerd. Een driehoek in het oppervlak Σ is een drietal punten A, Ben C in Σ verbonden door de geodeten tussen puntenparen (zie Fig. 76). Laat ~t1 en ~t2 eenheids-
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Figuur 75: Een in�nitesimaal parallellogram in een gebogen oppervlak.

Figuur 76: Een geodetendriehoek.raakve
toren in A zijn aan de twee geodeten (de zijden AB en AC van de geodetendriehoek)door A, dan is de hoek α gede�nieerd met behulp van
cosα = ~t1 · ~t2 =

2∑

i,j=1

gijt
i
1t

j
2. (569)Voor B en C analoog. Dan geldt

α+ β + γ − π =

∫

κdσ, (570)waarbij de integraal over het oppervlak van de geodetendriehoek wordt uitgevoerd en κ degausskromming is. In het bijzondere geval van een oppervlak met 
onstante kromming geldt
α + β + γ − π = κ∆, waarin ∆ het oppervlak van de driehoek is; voor κ = 0 wordt inderdaadhet resultaat uit de eu
lidis
he meetkunde teruggevonden.A.2 Riemannse meetkundeDe tweede belangrijke stap in de ontwikkeling van de di�erentiaalmeetkunde werd gezet doorB. Riemann (1826 - 1866) in een 
olloqium, gehouden op 10 juni 1854, voor de �loso�s
he fa-
ulteit van de universiteit van Göttingen, waarvan de titel luidde `Ueber die hypothesen wel
heder Geometrie zu Grunde liegen'. Hierin gaf hij aan hoe een twee-dimensionaal gekromd op-pervlak kan worden gegeneraliseerd tot `eind n fa
h ausgedehnte Mänigfaltigkeit' en bovendienintrodu
eerde hij een afstandsbegrip voor de n-dimensionale ruimte (riemannse meetkunde). De`n fa
h ausgedehnte Mänigfaltigkeit' is wat tegenwoordig een n-dimensionale di�erentieerbarevariëteit wordt genoemd.De generalisatie is als volgt: Gauss bes
hreef de punten van een twee-dimensionaal oppervlakmet behulp van een tweetal reële 
oördinaten (u, v) ≡ (x1, x2). Riemann bes
hreef de punten van



A APPENDIX - MEETKUNDE 196een n-dimensionale di�erentieerbare variëteit met behulp van reële 
oördinaten (x1, x2, ..., xn).Bij Gauss is de afstand tussen twee in�nitesimaal verwijderde punten
(ds)2 =

2∑

i,j=1

gij(x
1, x2)dxidxj (571)en bij Riemann wordt dit gegeneraliseerd tot

(ds)2 =

n∑

i,j=1

gij(x
1, ..., xn)dxidxj . (572)De afstand tussen twee punten op een kromme γ ≡ xi = xi(λ) (i = 1, 2, ..., n) in een n-dimensionale ruimte wordt hiermee gegeneraliseerd tot (zie vergelijking (563)

sλ =

∫ λB

λA

√
√
√
√

n∑

i,j=1

gij(x1, ..., xn)
dxi

dλ

dxj

dλ
dλ. (573)Een kromme heet weer een geodeet als sγ extremaal is. In het bijzondere geval van een eu
lidis
heruimte geldt gij = δij , zodat vergelijking (573) overgaat in

sλ =

∫ λB

λA

√
√
√
√

n∑

i=1

(
dxi

dλ

)2

dλ. (574)Als γ een re
hte lijn is91, krijgt men
s2λ =

n∑

i=1

(
dxi

dλ

)2{∫ λB

λA

dλ

}2

=

n∑

i=1

(
dxi

dλ

)2

(λB − λA)2 =

n∑

i=1

(
Bi −Ai

)2
. (575)Dit is de stelling van Pythagoras voor een n-dimensionale ruimte.Een verdere belangrijke bijdrage van Riemann is zijn generalisatie van de kromming van Gausstot een n-dimensionale ruimte: de krommingstensor van Riemann. De krommingstensor speelteen uitermate belangrijke rol in Einstein's gravitatietheorie.

91In dat geval geldt xi = aiλ+ bi en wordt bijvoorbeeld λA =
xi

A
−bi

ai . Dan geldt dxi

dλ
= ai waardoor de afgeleideniet meer van λ afhangt en buiten de integraal gehaald kan worden. Verder s
hrijven we xi

A = Ai.



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 197B Appendix - Lineaire algebraB.1 Ve
torrekening over de reële ruimteB.1.1 S
alaren en ve
torenWe onders
heiden
• s
alaren (of s
alaire grootheden): door een getal bepaalde grootheden, zoals massa entemperatuur.
• ve
toren: door een ri
hting èn een getal bepaalde grootheden, zoals snelheid en kra
ht. Ditgetal heet de grootte of de absolute waarde van de ve
tor.Notaties
a, b, p, x, etc. zijn s
alarenA, B, ~A, ~B, x, y, x, y zijn ve
toren
|A| = A is de absolute waarde van A.
a heet een eenheidsve
tor als |a| = 1.
A ‖ B betekent: A en B hebben dezelfde ri
hting. Er geldt dan ook B ‖ A.
A en −A zijn ve
toren met gelijke grootte en tegengestelde ri
htingen.Opmerkingen
• Ve
toren kunnen door pijlen gerepresenteerd worden. Alle evenwijdige, gelijkgeri
hte, evenlange pijlen stellen éénzelfde `vrije' ve
tor voor.
• De nulve
tor 0 is een ve
tor met onbepaalde ri
hting en met grootte 0.
• Uit A ‖ B en A = B volgt A = B en omgekeerd.B.1.2 Produ
t van een s
alar en een ve
torVoor het produ
t van een s
alar en een ve
tor geldt de volgende de�nitie:als c > 0, dan (cA) ‖ A en |cA| = cA;als c < 0, dan (cA) ‖ −A en |cA| = −cA;als c = 0, dan cA = 0;met als gevolg dat wanneer a de eenheidsve
tor is in de ri
hting van A dan is A = Aa.B.1.3 Som en vers
hil van ve
torenElke twee ve
toren A en B hebben een som, A+B. Als het beginpunt van de pijl die B represen-teert samenvalt met het eindpunt van de pijl die A voorstelt, dan wordt A + B gerepresenteerddoor de pijl vanaf het beginpunt van de A-pijl naar het eindpunt van de B-pijl. Dit wordtweergegeven in Fig. 77.Voor optellen van ve
toren gelden de axioma's1. ∀A,B[A + B = B + A] 
ommutatieve eigens
hap2. ∀A,B,C[(A + B) + C = A + (B + C)] asso
iatieve eigens
hap3. ∃0∀A[A + 0 = A] 0 heet het neutrale element4. ∀A∃−A[A + (−A) = 0] inversiteits eigens
hapVoor vermenigvuldigen van ve
toren met s
alaren gelden de axioma's



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 1981. ∀p,q,A[(p+ q)A = pA + qA] eerste distributieve eigens
hap2. ∀p,A,B[p(A + B) = pA + pB] tweede distributieve eigens
hap3. ∀p,q,A[p(qA) = (pq)A] asso
iatieve eigens
hap4. ∀A[1A = A] neutraliteitseigens
hap van het getal 1.

Figuur 77: Representatie van het optellen van twee ve
toren A en B. Het resultaat is de ve
torA+B.Verder geldt de de�nitie
A− B = A + (−B) en A − B heet het vers
hil van A en B.B.1.4 Lineaire afhankelijkheid; ontbinden van ve
toren, kentallenDe som pA + qB heet een lineaire 
ombinatie van A en B, terwijl pA + qB + rC een lineaire
ombinatie heet van A, B en C.De�nitie: een stelsel ve
toren heet lineair onafhankelijk als geen van die ve
toren gelijk is aaneen lineaire 
ombinatie van andere ve
toren uit dat stelsel.Stelling: A, B en C zijn lineair onafhankelijk dan en sle
hts dan als uit pA+ qB+ rC = 0 volgtdat p = q = r = 0.Als A + B = C, dan heten A en B de 
omponenten van C in de ri
htingen van A en B.Als i, j en k de eenheidsve
toren zijn in de ri
htingen van de positieve x-, y- en z-as van een
artesiaans 
oördinatenstelsel, dan is

A = A1i +A2j +A3k. (576)Elke ve
tor A is dus gelijk aan een lineaire 
ombinatie van de onderling lineair onafhankelijkeve
toren i, j en k. De getallen A1, A2 en A3 noemen we de kentallen van A ten opzi
hte van debasis {i, j,k}.Blijkbaar geldt1. A + B = (A1 +B1)i + (A2 +B2)j + (A3 +B3)k,2. cA = cA1i + cA2j + cA3k,3. A =
√

A2
1 +A2

2 +A2
3.
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Figuur 78: De ve
tor A kan ontbonden worden in een lineaire 
ombinatie van de onderlinglineair onafhankelijke ve
toren i en j die een basis vormen. Dit kan zowel in het 
oördinatenstelsel
{xJ , yJ} als in {xM , yM}.B.1.5 Inwendig of s
alair produ
t van ve
torenDe�nitie

A ·B ≡ A · B · cos ∠(A;B) (577)Het inwendig produ
t van ve
toren is dus een s
alar.Eigens
happen1. ∀A,B[A ·B = B ·A] 
ommutatieve eigens
hap2. ∀A,B,C[A · (B + C) = A ·B + A · C] distributieve eigens
hapUit de de�nitie volgt
A · A = A2 en A ·B = 0 als A ⊥ B. (578)Dus ook i · i = j · j = k · k = 1 en i · j = j · k = k · i = 0 en dus
A ·B = A1B1 +A2B2 +A3B3 =

3∑

i=1

AiBi. (579)Merk op dat als A ·B = 0, dan is A = 0 of B = 0 of A ⊥ B.B.1.6 Voorbeelden1. Als A = 2i − 3j + k, dan is A =
√

22 + (−3)2 + 12 =
√

14.



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 2002. Gegeven: A = 2i − 3j + k en B = 5i + j − 7k.Te bewijzen: A ⊥ B.Bewijs:
A · B = A1B1 +A2B2 +A3B3

= 2 · 5 + (−3) · 1 + 1 · (−7)
= 10 − 3 − 7 = 0,

(580)dus A ⊥ B.3. Gegeven: A = 3i − 4j + 5k en B = i + 2j − k.Te berekenen: cos ∠(A;B).Oplossing:
A · B = AB · cos ∠(A;B)

=
√

32 + (−4)2 + 52 ·
√

12 + 22 + (−1)2 · cos ∠(A;B)

=
√

50 ·
√

6 · cos ∠(A;B).

(581)Verder geldt
A · B = A1B1 +A2B2 +A3B3 = 3 − 8 − 5 = −10. (582)Dus 10

√
3 · cos ∠(A;B) = −10, ofwel cos ∠(A;B) = −1

3

√
3.



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 201B.2 Lineaire ruimten en lineaire afbeeldingenB.2.1 Lineaire ruimtenElke verzameling, waarbinnen de elementen `opgeteld' en `met een s
alar vermenigvuldigd' kun-nen worden, wordt een lineaire ruimte ofwel een ve
torruimte genoemd en de elementen ervanheten ve
toren.De�nitie: Een verzameling L heet een lineaire ruimte over een getallenli
haam K als geldt
• ∀a,b∈L∃!c∈L[a + b = c]

• ∀p∈K,a∈L∃!b∈L[pa = b],terwijl de volgende a
ht axioma's gelden1. ∀a,b∈L[a + b = b + a]2. ∀a,b,c∈L[(a + b) + c = a + (b + c)]3. ∃0∈L∀a∈L[a + 0 = a]4. ∀a∈L∃−a∈L[a + (−a) = 0]5. ∀p,q∈K,a∈L[(p + q)a = pa + qa]6. ∀a,b∈L,p∈K[p(a + b) = pa + pb7. ∀p,q∈K,a∈L[p(qa) = (pq)a]8. ∀a∈L[1a = a]We hebben in hoofdstuk B.1 reeds gezien dat ve
toren aan bovenstaande axioma's voldoen.Hier bekijken we een en ander op meer abstra
tie wijze en het getallenli
haam K kan K ∈ R,respe
tievelijkK ∈ C, zijn. Men spreekt dan van een reële, respe
tievelijk 
omplexe, ve
torruimte
L. In paragraaf B.1 hebben we ons beperkt tot een dis
ussie van reële ve
torruimten. Ook indeze paragraaf bes
houwen we enkel reële ve
torruimten. Later zullen we de dis
ussie uitbreidentot 
omplexe ve
torruimten.B.2.2 Eigens
happenAls L een lineaire ruimte is gelden de volgendeStellingen1. ∃!0∈L∀a∈L[a + 0 = a]2. ∀a∈L∃!−a∈L[a + (−a) = 0]De�nitie a − b ≡ a + (−b)Stellingen1. ∀a,b,c∈L[a + b = c ⇔ a = c − b]2. ∀a∈L[0a = 0]3. ∀a∈L[(−1)a = −a]4. ∀p∈R[p0 = 0]



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 202B.2.3 Lineaire onafhankelijkheid, basis, dimensieDe�nitie: Een deelverzameling S van een lineaire ruimte L heet een onafhankelijke stelsel ve
torenals S 6= {0}, terwijl geen enkel element van S gelijk is aan een lineaire 
ombinatie van andereelementen van S.Stelling 1: Als 0 ∈ S, dan is S een afhankelijk stelsel.Stelling 2: S = {a1, ..,an} is dan en sle
hts dan een onafhankelijk stelsel als uit ∑n
i=1 ciai = 0volgt dat ci = 0 voor alle i = 1, .., n.De�nitie: B heet een basis van de lineaire ruimte L als1. B ⊂ L,2. B een onafhankelijk stelsel is,3. elk element van L gelijk is aan een lineaire 
ombinatie van elementen van B.Als B = {e1, ..en} dan geldt

∀a∈L∃a1,..,an∈R

[

a =

n∑

i=1

aiei

]

. (583)Deze getallen a1 tot en met an heten de kentallen van a ten opzi
hte van de basis B. We noemen
(i, j,k) `de' basis van R3 van de drietallige getalgrepen.Stelling 3: Als de lineaire ruimte L een basis heeft die uit n elementen bestaat, dan bestaat elkebasis van L uit n elementen.De�nitie: De dimensie van L is het aantal elementen van de basis van L.B.2.4 Inwendig produ
t, norm en orthogonaliteit van ve
torenDe�nitie: Een inwendig produ
t binnen een ve
torruimte L is een afbeelding van L× L naar R,waarvoor, als (a,b) ∈ R het aan a ∈ L en b ∈ L toegevoegde getal is, geldt1. ∀a,b∈L[(a,b) = (b,a)]2. ∀a,b,c∈L[(a,b + c) = (a,b) + (a, c)]3. ∀a,b∈L,p∈R[(pa,b) = p(a,b)]4. ∀a∈L[(a,a) ≥ 0]; (a,0) = 0Het getal A · B = AB cos ∠(A;B) zullen we `het' inwendig produ
t in V3 noemen. Met `het'inwendig produ
t in Rn duiden we aan

(a,b) = (a1, .., an)









b1
.
.
.
bn









=

n∑

i=1

aibi. (584)Dit inwendig produ
t noteren we dus door de eerste ve
tor als rijve
tor en de tweede als kolomve
-tor te s
hrijven.De�nitie: De norm |a| van de ve
tor a is het getal √(a,a).De�nitie: De ve
toren a en b zijn onderling orthogonaal dan en sle
hts dan als (a,b) = 0.



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 203B.2.5 Lineaire afbeeldingenEen afbeelding van de verzameling A naar de verzameling B is een relatie waarvan A de origi-nelenverzameling is en B de beeldverzameling omvat, terwijl elk origineel één beeld heeft (eenfun
tie is dus een afbeelding).De�nitie: Een afbeelding F van de lineaire ruimte L1 naar de lineaire ruimte L2 heet een lineaireafbeelding als1. ∀a,b∈L1[F(a + b) = F(a) + F(b)] en2. ∀a∈L1,p∈R[F(pa) = pF(a)] .Merk op dat als B = {e1, .., en} een basis is van L dan is de afbeelding van L naar Rn, waarvoorgeldt dat het beeld van a =
∑n

i=1 aiei de `kentalve
tor' (a1, .., an) is, een lineaire afbeelding.



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 204B.3 MatrixrekeningB.3.1 Matri
esHet stelsel van k lineaire vergelijkingen met n onbekenden x1 tot en met xn,
a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

. . .

. . .

. . .
ak1x1 + ak2x2 + ... + aknxn = bk

(585)is volkomen gekarakteriseerd door de getalverzamelingen










a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. .

. .

. .
ak1 ak2 ... akn











,











x1

x2

.

.

.
xn











en











b1
b2
.
.
.
bk











. (586)Het eerste van deze getallens
hema's heet een matrix van de orde k × n; deze matrix bevatnamelijk k rijen en n kolommen. De andere twee getalgroepen zijn blijkbaar kolomve
toren, dieook opgevat kunnen worden als matri
es van de orde n× 1, respe
tievelijk k × 1.De�nitie: Een matrix is een in rijen en kolommen gesorteerde getalverzameling.De getallen van die verzameling heten de elementen van de matrix. Ze worden bij voorkeur mettwee indi
es genoteerd, waarvan de eerste het rangnummer van de rij en de tweede dat van dekolom aangeeft.Als het aantal rijen k en het aantal kolommen n is dan heet k × n de orde van de matrix. Als
k = n dan heet de matrix een vierkante matrix van de orde n ofwel een n× n matrix.De matrix met elementen aij , (i = 1, .., k; j = 1, .., n) wordt dan wel kortweg aangeduid met

A = (aij), (k × n). (587)Opmerkingen:1. Elke rij van een matrix is op zi
hzelf bes
houwd een rijve
tor en elke kolom van de matrixeen kolomve
tor.2. A = B betekent dat A en B van dezelfde orde, k × n, zijn en dat aij = bij voor elke
i = 1, .., k en elke j = 1, .., k.B.3.2 Determinant van een matrixDe determinant van de matrix A =

(
a b
c d

) is het getal
|A| = det A =

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
= ad− bc. (588)De ondermatrix Aij van de matrix A is de matrix die ontstaat als uit A de ide rij en de jdekolom weggelaten worden.
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



1 2 3
2 5 6
1 9 2



, dan is A21 =

(
2 3
9 2

).De determinant van de vierkante matrix A, (n× n) is het getal
det A = |A| =

n∑

j=1

(−1)i+j aij |Aij|, (i = 1, . . . , n), (589)en ook
det A = |A| =

n∑

i=1

(−1)i+j aij |Aij|, (j = 1, . . . , n). (590)Dit zijn de formules voor het ontwikkelen van det A volgens de ide rij, respe
tievelijk volgens de
jde kolom.Voorbeeld: We ontwikkelen volgens de eerste rij.
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
−1 0 5

2 −3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1 ·
∣
∣
∣
∣

0 5
−3 1

∣
∣
∣
∣
− 2 ·

∣
∣
∣
∣

−1 5
2 1

∣
∣
∣
∣
+ 3 ·

∣
∣
∣
∣

−1 0
2 −3

∣
∣
∣
∣
= 15 + 22 + 9 = 46. (591)B.3.3 Produ
t van een matrix met een kolomve
torDe�nitie: Het produ
t van een k × n-matrix A met een n-dimensionale kolomve
tor x is gelijkaan de k-dimensionale kolomve
tor b waarvan het ie-element, (i = 1, .., k), gelijk is aan hetinwendig produ
t van de ie-rijve
tor van de matrix A met de kolomve
tor x.Dus als A = (aij), (k × n) en x = (xi), (n × 1), dan is b = (bi), (k × 1), waarbij bi =

∑n
j=1 aijxj , (i = 1, .., k).Het hele vergelijkingenstelsel van de paragraaf B.3.1 kan dus genoteerd worden als Ax = b.B.3.4 Matrix als transformatie-operatorAls A = (aij), (k × n), dan de�nieert Ax = y een afbeelding van x naar Rk,

A : x(∈ Rn) → Ax(= y ∈ Rk). (592)Deze afbeelding is blijkbaar een lineaire afbeelding, want1. ∀x,y∈Rn [A(x + y) = Ax + Ay] en2. ∀x∈Rn,p∈C[A(px) = pAx].Stellingen:1. Als A = (aij), (k × n), terwijl {e1, .., en} de basis van Rn is, dan is Aei de ie-kolomve
torvan A, (i = 1, .., n).2. Als T een lineaire afbeelding is van Rn naar Rk, dan bestaat er een matrix A, (k × n),zodanig , dat voor elke x ∈ Rn geldt, dat het beeld van x onder de transformatie T (dus
Tx) gelijk is aan het produ
t Ax.Deze matrix A is de matrix waarvan de ie-kolomve
tor, (i = 1, .., n), het T -beeld van de iebasisve
tor ei van Rn (dus Tei) is. Deze A heet de transformatiematrix van de afbeelding
T .
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esAls A = (aij), (k × n) en B = (bij), (k × n), dan is de afbeelding C die aan x ∈ Rn als beeldtoevoegt Cx = Ax + Bx een lineaire afbeelding. De transformatiematrix van deze afbeelding is
C = (cij), (k × n), met cij = aij + bij , (i = 1, .., k; j = 1, .., n). (593)Deze matrix C noemen we de som van matri
es A en B. Merk op dat enkel matri
es van gelijkeorde een som hebben. De vermenigvuldiging met een kolomve
tor is distributief ten opzi
hte vanmatrixoptelling. Bovendien is matrixoptelling 
ommutatief en asso
iatief.Voorbeeld: Als A =

(
1 2 3
0 1 4

) en B =

(
2 3 0

−1 2 5

), dan
A + B =

(
1 + 2 2 + 3 3 + 0

0 + (−1) 1 + 2 4 + 5

)

=

(
3 5 3

−1 3 9

) (594)en
A− B =

(
1 − 2 2 − 3 3 − 0

0 − (−1) 1 − 2 4 − 5

)

=

(
−1 −1 3

1 −1 −1

)

. (595)B.3.6 Produ
t van s
alar met matrixAls A = (aij), (k ×n), dan is A +A = (aij + aij) = (2aij). Deze matrix van orde k× n noemenwe 2A. Analoog kan het produ
t van een matrix met een willekeurige s
alar gede�nieerd wordenals
pA = (paij). (596)Zowel ten opzi
hte van optellen van matri
es als van s
alaren is deze vermenigvuldiging distribu-tief, (p+ q)A = pA + qA en p(A + B) = pA + pB. Bovendien geldt de asso
iatieve eigens
hap

(pq)A = p(qA), terwijl kennelijk 1A = A.Samenvattend 
on
luderen we dat de verzameling van matri
es van een bepaalde orde een lineaireruimte is.B.3.7 Produ
t van matri
esDe�nitie: Het produ
t AB = C van de matrix A = (aij), (k×m) met de matrix B = (bij), (m×
n), is de matrix C = (cij), (k × n), waarvan

cij =

m∑

h=1

aihbhj, (i = 1, .., k; j = 1, .., n). (597)Het element cij van C is dus gelijk aan het inwendig produ
t van de ie rijve
tor van A met de
je kolomve
tor van B.Voorbeeld: Als A =

(
1 2 1
4 0 2

) en B =





3 −4
1 5

−2 2



, dan
AB =

(
1 2 1
4 0 2

)




3 −4
1 5

−2 2



 =

(
1(3) + 2(1) + 1(−2) 1(−4) + 2(5) + 1(2)
4(3) + 0(1) + 2(−2) 4(−4) + 0(5) + 2(2)

)

=

(
3 8
8 −12

)

.(598)Opmerkingen



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 2071. De vermenigvuldiging van een matrix met een kolomve
tor is een bijzonder geval van dezematrixvermenigvuldiging: een kolomve
tor is immers een matrix van de orde m× 1.2. Het produ
t AB bestaat sle
hts dan als het aantal kolommen van A gelijk is aan het aantalrijen van B.Matrix vermenigvuldiging is in het algemeen niet 
ommutatief, AB 6= BA. Het vers
hil tussendeze twee volgordes noemen we de 
ommutator,
[A,B] ≡ AB −BA. (599)Tenslotte merken we op dat matrixvermenigvuldiging wel asso
iatief is ((AB)C = A(BC) =

ABC) en distributief ((A + B)C = AC + BC en A(B + C) = AB + AC).B.3.8 Diagonale matri
esOnder de hoofddiagonaal van een vierkante matrix A = (aij) van de n-de orde verstaan we degetallenrij (a11, a22, .., ann). Een diagonale matrix is een vierkante matrix A = (aij), waarvoorgeldt, dat aij = 0 als i 6= j, terwijl er minstens één i is waarvoor aii 6= 0. Alleen in dehoofddiagonaal staan dus elementen die ongelijk nul zijn.AlsP een diagonale matrix is waarvan alle diagonaalelementen gelijk aan p zijn en B een zodanigematrix is, dat PB, respe
tievelijk BP bestaat, dan is volgens de de�nitie van matrixvermenig-vuldiging en vermenigvuldigen met een s
alar
PB = pB, respectievelijk BP = pB. (600)Een diagonale matrix, waarvan alle diagonaaltermen onderling gelijk zijn heet daarom een s
alairematrix. Een s
alaire matrix, waarvan alle diagonaaltermen gelijk zijn aan 1 wordt aangeduidmet de letter I. Zo een eenheidsmatrix I is neutraal element ten opzi
hte van matrixvermenig-vuldiging.B.3.9 Geadjugeerde en inverse matri
esDe�nitie: De geadjugeerde matrix adj A = (αij), (n × n), van de matrix A = (aij), (n × n), isde matrix, waarvan het algemene element gelijk is aan αij = (−1)i+j |Aji|.De�nitie: Als AB = I, dan heet B een re
hterinverse van A en A een linkerinverse van B.Voorbeeld: Omdat  1 2 3

1 3 3
1 2 4









6 −2 −3
−1 1 0
−1 0 1



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = I, is iedere matrix inhet produ
t de inverse van de ander.Stelling 1: Als A een (k × n)-matrix is, AB = Ik×k en CA = In×n, dan B = C, (n× k).Bewijs: B = In×nB = (CA)B = C(AB) = CIk×k = C.Stelling 2: Als AB = I en BA = I, dan is A vierkant.Bewijs: Als A = (aij), (k × n), dan B = (bij), (n × k), AB = I, (k × k), en BA = I, (n× n).De som van de diagonaalelementen van respe
tievelijk AB en BA is dan k =
∑k

i=1

∑n
j=1 aijbjien n =

∑n
j=1

∑k
i=1 aijbji, dus n = k.De�nitie: Als AB = BA = I dan heten A en B elkaars inverse matrix: A = B−1 en B = A−1.Een matrix die een inverse heeft heet regulier, terwijl een matrix die geen inverse heeft singulierheet. Iedere reguliere matrix is vierkant. Als A regulier is dan heeft Ax = b juist één oplossing,namelijk x = A−1b.



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 208Door gebruik te maken van de de�nities van de determinant, kan men laten zien dat
A(adj A) = (adj A)A = (det A)I, (601)dus als det A 6= 0 en B = adj A

det A
, dan AB = BA = I. We vinden dus dat als det A 6= 0, dan is

A regulier en A−1 = adj A
det A

.Een matrix is dan en sle
hts dan regulier als zijn determinant ongelijk is aan nul. Een vierkantematrix is dan en sle
hts dan singulier als zijn determinant gelijk is aan nul.Voorbeeld: Als A =





1 −2 4
−3 1 2

5 4 −3



, dan
|A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −2 4
−3 1 2

5 4 −3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1

∣
∣
∣
∣

1 2
4 −3

∣
∣
∣
∣
− (−2)

∣
∣
∣
∣

−3 2
5 −3

∣
∣
∣
∣
+ (4)

∣
∣
∣
∣

−3 1
5 4

∣
∣
∣
∣
= −81, (602)terwijl

|A11| =

∣
∣
∣
∣

1 2
4 −3

∣
∣
∣
∣
= −11, |A12| =

∣
∣
∣
∣

−3 2
5 −3

∣
∣
∣
∣
= −1, |A13| =

∣
∣
∣
∣

−3 1
5 4

∣
∣
∣
∣
= −17, (603)

|A21| =

∣
∣
∣
∣

−2 4
4 −3

∣
∣
∣
∣
= −10, |A22| =

∣
∣
∣
∣

1 4
5 −3

∣
∣
∣
∣
= −23, |A23| =

∣
∣
∣
∣

1 −2
5 4

∣
∣
∣
∣
= 14, (604)

|A31| =

∣
∣
∣
∣

−2 4
1 2

∣
∣
∣
∣
= −8, |A32| =

∣
∣
∣
∣

1 4
−3 2

∣
∣
∣
∣
= 14, |A33| =

∣
∣
∣
∣

1 −2
−3 1

∣
∣
∣
∣
= −5, (605)zodat

adj A =





−11 10 −8
1 −23 −14

−17 −14 −5



 , dus A−1 =
1

81





11 −10 8
−1 23 14
17 14 5



 . (606)B.3.10 De getransponeerde van een matrix; symmetris
he en alternerende matri
esAls A = (aij) een (k × n)-matrix is en B = (bij) een (n × k)-matrix, terwijl bij = aji voor elke
i = 1, .., n en elke j = 1, .., k, dan heten A en B elkaars getransponeerde, B = AT en A = BT.Voorbeeld: De getransponeerde van A =

(
1 2 3
4 5 6

) is AT =





1 4
2 5
3 6



.1. De getransponeerde van een vierkante matrix wordt dus verkregen door die matrix te`spiegelen ten opzi
hte van de hoofddiagonaal'.2. De getransponeerde van een kolomve
tor is een rijve
tor en omgekeerd.Stellingen:1. (AT)T = A.2. (A + B)T = AT + BT.



B APPENDIX - LINEAIRE ALGEBRA 2093. (AB)T = BTAT.4. Als x een kolomve
tor is dan is xTx = |x|2.De�nities: A heet een symmetris
he matrix als A = AT.
A heet een alternerende (anti-symmetris
he of s
heefsymmetris
he) matrix als AT = −A.Voorbeeld: De matrixA =





1 2 3
2 4 −5
3 −5 6



 is symmetris
h, terwijl de matrix A =





0 −2 3
2 0 4

−3 −4 0



 .anti-symmetris
h is.B.3.11 Orthogonale matri
esDe�nitie: De matrix A heet orthogonaal als AAT = ATA = I, dus als AT = A−1.Stelling 1: Een orthogonale matrix is een matrix waarvan de rijve
toren zowel als de kolomve
-toren een orthonormaal stelsel vormen (dit wil zeggen dat elke twee onderling vers
hillenderijve
toren, respe
tievelijk kolomve
toren, onderling orthogonaal zijn, terwijl al die ve
toren denorm 1 hebben.Stelling 2: Als A orthogonaal is, dan geldt voor elke x (van de juiste dimensie) dat |Ax| = |x|.We 
on
luderen dat de norm van een ve
tor invariant is voor een transformatie waarvan detransformatiematrix orthogonaal is. Het omgekeerde van deze stelling geldt ook: als voor eenlineaire afbeelding de norm invariant is, dan is de transformatiematrix orthogonaal.Bewijs: |Ax|2 = (Ax)T(Ax) = (xTAT)(Ax) = xT(ATA)x = xTIx = xTx = |x|2.Voorbeeld: De lineaire transformatie y = Ax =






1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

− 2√
6

0
1√
3

1√
6

1√
2




x is orthogonaal. Hetbeeld van x = (a, b, c) is y =

(
a√
3

+ b√
6
− c√

2
, a√

3
− 2b√

6
, a√

3
+ b√

6
+ c√

2

) en beide ve
toren hebbenlengte √
a2 + b2 + c2.
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C APPENDIX - FUNDAMENTELE CONSTANTEN 211C Appendix - Fundamentele 
onstanten
c = 2.998 × 108 m/s li
htsnelheid
h = 6.626 × 10−34 Js 
onstante van Plan
k
e = 1.602 × 10−19 C lading van het elektron
me = 9.109 × 10−31 kg massa van het elektron
mp = 1.672 × 10−27 kg massa van het proton
ǫ0 = 8.854 × 10−12 C2/Nm2 permittiviteit van het va
uum
µ0 = 4π × 10−7 N/A2 permeabiliteit van het va
uum
NA = 6.022 × 1023 1/mol 
onstante van Avogadro
k = 1.381 × 10−23 J/K 
onstante van Boltzmann



D APPENDIX - COÖRDINATENSYSTEMEN 212D Appendix - CoördinatensystemenD.1 Cartesiaanse 
oördinaten
dl = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ lijn-element

dτ = dxdydz volume-element
∇t = ∂t

∂x x̂ + ∂t
∂y ŷ + ∂t

∂z ẑ gradiënt
∇ · v = ∂vx

∂x +
∂vy

∂y + ∂vz
∂z divergentie

∇× v =
(

∂vz
∂y − ∂vy

∂z

)

x̂ +
(

∂vx
∂z − ∂vz

∂x

)
ŷ +

(
∂vy

∂x − ∂vx
∂y

)

ẑ rotatie
∆t = ∇2t = ∂2t

∂x2 + ∂2t
∂y2 + ∂2t

∂z2 Lapla
e operatorD.2 Sferis
he 
oördinaten
dl = dr r̂ + rdθ θ̂ + r sin θdφ φ̂ lijn-element

dτ = r2 sin θdrdθdφ volume-element
∇t = ∂t

∂r r̂ + 1
r

∂t
∂θ θ̂ + 1

r sin θ
∂t
∂φ φ̂ gradiënt

∇ · v = 1
r2

∂
∂r (r2vr) + 1

r sin θ
∂
∂θ (sin θvθ) + 1

r sin θ
∂vφ

∂φ divergentie
∇× v = 1

r sin θ

[
∂
∂θ (sin θvφ) − ∂vθ

∂φ

]

r̂ + 1
r

[
1

sin θ
∂vr
∂φ − ∂

∂r (rvφ)
]

θ̂ + 1
r

[
∂
∂r (rvθ) − ∂vr

∂θ

]
φ̂ rotatie

∆t = ∇2t = 1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂t

∂r

)
+ 1

r2 sin θ
∂
∂θ

(
sin θ ∂t

∂θ

)
+ 1

r2 sin2 θ
∂2t
∂φ2 Lapla
e operatorD.3 Cilindiris
he 
oördinaten

dl = ds ŝ + sdφ φ̂+ dz ẑ lijn-element
dτ = sdsdφdz volume-element
∇t = ∂t

∂s ŝ + 1
s

∂t
∂φ φ̂+ ∂t

∂z ẑ gradiënt
∇ · v = 1

s
∂
∂s(svs) + 1

s
∂vφ

∂φ + ∂vz
∂z divergentie

∇× v =
[

1
s

∂vz
∂φ − ∂vφ

∂z

]

ŝ +
[

∂vs
∂z − ∂vz

∂s

]
φ̂+ 1

s

[
∂
∂s(svφ) − ∂vs

∂φ

]

ẑ rotatie
∆t = ∇2t = 1

s
∂
∂s

(
s ∂t

∂s

)
+ 1

s2
∂2t
∂φ2 + ∂2t

∂z2 Lapla
e operatorFUNDAMENTELE THEOREMAS
∫ b

a
(∇f) · dl = f(b) − f(a) Gradiënt theorema

∫
(∇ · A)dτ =

∮
A · da Divergentie theorema (stelling van Gauss)

∫
(∇× A) · da =

∮
A · dl Rotatie theorema (stelling van Stokes)



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 213E Appendix - OefenopgavenOPGAVEN WEEK 1 Naam:Opgave 1: Robin Hood is van plan om op een aap te s
hieten die aan een tak in een boomhangt. Fig. 80 laat zien dat de Robin pre
ies op de aap mikt, en hij heeft niet in de gaten datde pijl een parabolis
he baan zal volgen die onder de huidige positie van de aap door zal gaan.De aap ziet de boog afgaan, laat de tak los en valt uit de boom, in de verwa
hting dat hij de

Figuur 79: Links: Robin Hood mikt pre
ies op de aap; re
hts: de aap laat de tak los op hetmoment dat de boog afgaat.pijl zal ontwijken. (a) Laat zien dat de aap geraakt zal worden, onafhankelijk van de snelheidwaarmee de pijl wordt afgevuurd (zolang die snelheid maar groot genoeg is om de afstand naarde boom te overbruggen). Neem aan dat de rea
tietijd van de aap verwaarloosbaar is. (b) Wenoemen ~v0 de snelheid van de pijl op het moment dat die van de boog komt. Bepaal de snelheidvan de pijl ten opzi
hte van de aap op een willekeurige tijd t gedurende de vlu
ht van de pijl.(
) Neem aan dat de horizontale afstand tussen de s
hutter en de boom gelijk is aan x = 50 m,en de verti
ale afstand tussen de s
hutter en de tak waaraan de aap hangt h = 10 m. Wat is deminimum beginsnelheid van de pijl als de aap geraakt wordt, net voordat hij op de grond valt(de verti
ale afstand van de grond tot de tak is 11,2 m)?Opgave 2: Een kanonskogel wordt afgevuurd met een beginsnelheid van 42,2 m/s, onder eenhoek van 30◦ met de horizontale ri
hting, en van een hoogte van 40 m. Hoe ver komt de kogel?Opgave 3: Hoe groot is de vrije-val versnelling voor een obje
t ter hoogte van de baan van deSpa
e Shuttle (400 km boven het aardoppervlak)?Opgave 4: Een proje
tiel wordt verti
aal omhoog ges
hoten van het aardoppervlak met eensnelheid van vi = 8 km/s. Wat is de maximale hoogte die het bereikt (verwaarloos lu
htwrijving)?Opgave 5: Een proje
tiel wordt verti
aal omhoog ges
hoten van het aardoppervlak met eenbeginsnelheid van vi = 15 km/s. Wat is de snelheid van het proje
tiel, ver verwijderd van deaarde (verwaarloos lu
htwrijving)?



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 214OPGAVEN WEEK 2 Naam:Opgave 1: Een planeet met een holle kern bestaat uit een uniforme dikke bolvormige s
hil metmassa M , buitenstraal R en binnenstraal R/2.(a) Hoeveel massa (per
entage) is di
hter dan 3
4R van het middelpunt van de planeet?(b) Hoe groot is het gravitatieveld op afstand 1
4R van het middelpunt?(
) Hoe groot is het gravitatieveld op afstand 3
4R van het middelpunt?Opgave 2: In het boek `Een reis naar de maan' van Jules Verne, worden astronauten gelan
eerddoor een gigantis
h kanon van de aarde naar de maan.(a) We s
hatten dat de snelheid die nodig is om de maan te bereiken gelijk is aan de ontsnap-pingssnelheid van de aarde, en s
hatten de lengte van het kanon als 900 voet (ongeveer 300 m,zoals vermeld in het boek). Wat is de kans dat de astronauten de `lan
ering' overleven?(b) In het boek, voelen de astronauten in hun ruimtes
hip de e�e
ten van de gravitatie van deaarde totdat het ruimtes
hip het evenwi
htspunt bereikt waar de gravitationele werking van demaan gelijk is aan die van de aarde. Op dit punt keert alles om en wat het plafond van hetruimtes
hip was, wordt nu de vloer. Hoe ver van de aarde ligt dit evenwi
htspunt?(
) Is deze bes
hrijving van wat de astronauten ervaren redelijk? Is dit wat er e
ht gebeurd isvoor de Apollo astronauten tijdens hun bezoek aan de maan?Opgave 3: We bekijken een voorwerp met massa m dat aan een veer hangt met veer
onstante

C. Het systeem voldoet aan de wet van Hooke en dat betekent dat de uitrekking u van de veerevenredig is met de grootte van de kra
ht F die op de veer wordt uitgeoefend, dus F = Cu. Alsde veer over een afstand u wordt uitgerekt, dan heeft de massa een potentiële energie gegevendoor V = 1
2Cu

2.(a) Verklaar de vergelijking V = 1
2Cu

2.Als de massa nu wordt losgelaten dan treedt er os
illatie op. De snelheid u̇ is maximaal als deveer door de evenwi
htstoestand gaat (waar u = 0 is). De Langrangiaan wordt gegeven door
L = T − V = 1

2mu̇
2 − 1

2Cu
2.(b) Maak gebruik van de Euler-Langrangevergelijking en leidt de wet van Newton af voor ditmassa-veersysteem.Opgave 4: Ons zonnestelsel is gemaakt uit gas afkomstig van een supernova. Al het uraniumop aarde is gemaakt in deze supernova. Gedetailleerde berekeningen van de fysi
a van supernovaexplosies suggereren dat het aantal geprodu
eerde 235U kernen 1,7 maal groter was dan hetaantal 238U kernen. Sinds hun produ
tie vervalt 235U met een halfwaardetijd van t 1

2
= 7, 0× 108jaar en 238U met halfwaardetijd van t 1

2
= 4, 5 × 109 jaar. Hoe lang geleden vond de supernovaexplosie plaats, gegeven dat de verhouding 235U tot 238U zoals gevonden in gesteente gelijk isaan 0,007? (Hint: in radioa
tief verval neemt het aantal nog niet vervallen kernen af volgens derelatie N(t) = N(0)e−t/τ met τ de levensduur.)Opgave 5: De zon en andere sterren produ
eren hun energie door kernfusie. Een van defusierea
ties, de proton-proton 
y
lus, bestaat uit de volgende rea
ties:

1H + 1H → 2H + β+ + νe
1H + 2H → 3He + γ

(607)gevolgd door in 10−5 van de gevallen
1H + 3He → 4He + β+ + νe. (608)
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ent van de gevallen
3He + 3He → 4He + 1H + 1H. (609)(a) Toon aan dat het netto e�e
t van deze rea
ties gelijk is aan (4 1H) → 4He+(2β+)+ (2νe)+

(1 of 2) γ.(b) Toon aan dat een rustenergie van 24,7 MeV vrijkomt in deze 
y
lus (en dan tellen we de 1,02MeV die vrijkomt als elk van de positronen annihileert met een elektron niet eens mee).(
) De zon straalt met een energie van ongeveer 4×1026 W. Neem aan dat dit wordt veroorzaaktdoor de 
onversie van vier protonen naar helium, gammastraling en neutrino's, hetgeen 26,7 MeVvrijmaakt. Wat is het verbruik van protonen in de zon (in protonen per se
onde).(d) Hoe lang kan de zon nog s
hijnen op deze wijze? (neem aan dat de helft van de massa vande zon (2 × 1030 kg) door protonen gevormd wordt.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 216OPGAVEN WEEK 3 Naam:Opgave 1: Ga uit van vergelijking (53) op bladzijde 34. Maak gebruik van een grove benaderingwaarbij we de afgeleide dP
dr in een klap s
hrijven als dP

dr ≈ P
R (zie ook blz. 36).(a) Laat zien dat voor een ster met massa M , straal R, de gemiddelde druk bij benaderinggegeven wordt door

P ≈ 3GM2

4πR4
. (610)(b) Laat zien dat dezelfde relatie leidt tot de benadering T ∼ M

R voor de gemiddelde temperatuurvan de ster.Opgave 2: (Hint: lastige opgave; overweeg om deze als laatste te doen). In de stad Kamiokandein Japan staat de zogenaamde Kamiokande II dete
tor. Deze dete
tor is ontworpen om protonverval te bestuderen. Met Kamiokande II werd op 23 februari 1987 in sle
hts 12 se
ondeneen totaal van 12 neutrino intera
ties geregistreerd. Deze meting viel samen met de explosievan supernova SN1987A die op ongeveer 170.000 li
htjaar van de aarde stond. Reeds langhiervoor hadden astrofysi
i berekend dat bij een dergelijke explosie binnen een aantal se
ondeneen energie van ongeveer 1046 J zou vrijkomen. Hiervan zou ongeveer 99 % vrijkomen in de vormvan neutrino's, die het heelal in gejaagd zouden worden, terwijl voor het spe
ta
ulaire zi
htbarevuurwerk en de kinetis
he energie van de restanten ten hoogste een pro
ent van de energie terbes
hikking zou staan.De Kamiokande II dete
tor is in staat antineutrino's aan te tonen via de rea
tie
ν̄e + p→ e+ + n (611)aan protonen in normaal water. De protonen die gebonden zijn in zuurstof kunnen hierbijverwaarloosd worden, omdat deze niet wezenlijk tot de totale telsnelheid bijdragen. De energieen de ri
hting van de positronen kan met de dete
tor bepaald worden (uit de ri
hting en deintensiteit van de door de positronen opgewekte �erenkovstraling). De a
tieve massa van dedete
tor is 2100 ton water (1 ton ≡ 1000 kg). De theoretis
he werkzame doorsnede voor dezerea
tie is energieafhankelijk en kan bij de hier optredende energieën uit de volgende relatie afgeleidworden

σ = 10−45 m2 ·
(
E in MeV

10 MeV

)2

, (612)waarbij de energie van de neutrino's E gelijk gesteld kan worden aan de energie van de positronen.De 12 geregistreerde neutrino's hadden in het gewogen gemiddelde een energie < Eν > = 12,8MeV en (< Eν >)1/2 = 10,9 MeV.(a) Wat is het totale aantal neutrino's dat vrijkwam bij de explosie van de supernova? Ga ervanuit dat de zes neutrinosoorten νe, ν̄e, νµ, ν̄µ, ντ , en ν̄τ , waarvan enkel het ν̄e met de KamiokandeII dete
tor aangetoond kan worden, met vergelijkbare energieën en in vergelijkbare hoeveelhedengeprodu
eerd werden.(b) Hoe groot is de totale in de vorm van neutrino's vrijgekomen energie in de explosie vanSN1987A? Vergelijk dit met de theoretis
he voorspelling en vorm een oordeel over de overeen-stemming.(
) Het eerst gemeten ν̄e had een energie van 20,0 MeV. Het laatst gemeten neutrino kwam 12,4se
onde later en had een energie van 8,9 MeV. Welke limiet wordt hiermee op de massa van het



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 217neutrino geplaatst? Neem hierbij aan dat de supernova explosie minstens 10 s en hoogstens 20s geduurd heeft. De benadering y = (1 − (x/C)2)−1/2 ≈ 1 + x2/2C2 + .. voor x ≪ C kan hiernuttig zijn.Opgave 3: Er geldt n = 3 en we hebben de 
ompa
te uitdrukking yi = ar
ixr, waarbij we gebruikmaken van de Einsteinsommatie
onventie.(a) S
hrijf expli
iet de vergelijkingen op die worden voorgesteld door de uitdrukking yi = ar

ixr.(b) Verklaar waarom een uitdrukking als aiix
i zonder enige betekenis is.(
) Gebruik de sommatie
onventie om

a11b
11 + a21b

12 + a31b
13 + a41b

14 (613)
ompa
t weer te geven (ken ook een waarde toe aan n).(d) Idem voor
a11b

11 + a12b
12 + a13b

13 + a14b
14 + a15b

15. (614)(e) Idem voor
c1i1 + c2i2 + c3i3 + c4i4 + c5i5 + c6i6 + c7i7 + c8i8. (615)Opgave 4: Als aij 
onstanten zijn, bereken dan de partiële afgeleiden

∂

∂xk
(aijx

ixj). (616)Hint: het antwoord is ∂
∂xk (aijx

ixj) = akix
i + aikx

i = (aik + aki)x
i.Opgave 5: We bekijken nu wat lineaire algebra met tensoren.(a) Toon aan dat geldt

(x1, x2, x3)





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33









x1

x2

x3



 = aijx
ixj. (617)(b) S
hrijf de kwadratis
he vorm 3x2 + y2 − 2z2 − 5xy − 6yz = 10 door gebruik te maken vaneen symmetris
he matrix.(
) In een orthonormaal 
oördinatenstelsel wordt de afstand d(~x, ~y) tussen de punten met plaatsve
-toren ~x en ~y gegeven door

d(~x, ~y) = |~x− ~y| =
√

(~x− ~y)T (~x− ~y). (618)We voeren de 
oördinatentransformatie ~x ′ = A~x of ~x = B~x ′ met B = A−1 uit. Wat is deformule voor de afstand d(~x ′, ~y ′) in het getransformeerde systeem?Hint, het antwoord is
d(~x, ~y) =

√

(~x ′ − ~y ′)TG(~x ′ − ~y ′) = d(~x ′, ~y ′) (619)met G ≡ BTB = (A−1)TA−1 = (AT )−1A−1 = (AAT )−1.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 218OPGAVEN WEEK 4 Naam:Opgave 1: Welke van de onderstaande uitdrukkingen zijn 
onsistent met de sommatie
onventieen welke niet. Geef altijd de reden voor uw keuze. Laat u niet a�eiden door de keuze voor desymbolen.1. gαβdx
αdxβ = gαβdx

αdxγ2. gαβa
αbβ = gβγa

βbγ3. gαβa
αbβ = gαβa

αcβ4. Tα
αγa

γ = gαβa
αbβ5. Tα

βγa
αcβcγ = bα6. ∂xα/∂xβ = δα

β7. ∂gαβ/∂x
γ = 08. gαβ

∂xα

∂xγ′
∂xβ

∂xδ′ = gγδ
∂xγ

∂xα′
∂xδ

∂xβ′9. g′αβa
α′
bβ

′
= gαβa

αbβ10. aα(gβγb
βbγ) = bγ11. Tα

αβ = T β
ββ12. gαβ = ηβαOpgave 2: Deze opgave is bedoeld om uit te vinden of u op 
orre
te wijze indi
es naar bovenof beneden kunt halen. We bes
houwen twee dimensies, waarbij de indi
es A, B, ... de waarden1 of 2 kunnen aannemen. De metris
he tensor wordt gegeven door

gAB =

(
F 1
1 0

)

, (620)met F een 
onstante. Bes
houw de ve
toren
aA = (1, 0), bA = (0, 1), cA = (1, 0), dA = (0, 1). (621)(a) Bepaal de inverse van de metris
he tensor gAB .(b) Bepaal aA, bA, cA, dA, ~a ·~b, ~a · ~c en ~a · ~d.Opgave 3: In deze opgave gaan we 
oördinatentransformaties bestuderen (voor toeli
hting, ziese
tie 4.4 op bladzijde 60).(a) Bereken de transformatiematrix (zie vergelijking (88) voor de 
oördinatentransformatie (x, y) →

(ξ, η) met ξ = x en η = 1.(b) Bereken de ja
obiaan (dat is de determinant van de transformatiematrix; zie vergelijking(89)) en laat zien dat voor bovenstaande transformatie soms geldt J = 0.(
) Het is belangrijk dat een afbeelding één op één is en dat komt wiskundig tot uitdrukking inde eis dat de ja
obiaan van de 
oördinatentransformatie J 6= 0.
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oördinatentransformaties goede afbeeldingen? Bereken de ja
obiaan en vermeldde punten waarvoor de afbeeldingen falen.1. ξ = (x2 + y2)
1
2 , η = arctan( y

x);2. ξ = lnx, η = y;3. ξ = arctan( y
x), η = (x2 + y2)−

1
2 .Opgave 4: Teken de volgende 
urven. Welke hebben hetzelfde pad? Bepaal ook hun raakve
-toren waar de parameter gelijk is aan nul.(a) x = sinλ, y = cos λ;(b) x = cos (2πt2), y = sin (2πt2 + π);(
) x = s, y = s+ 4;(d) x = s2, y = −(s− 2)(s + 2);(e) x = µ, y = 1.Opgave 5: De relatie tussen 
artesis
he (x, y) en pool
oördinaten (r, θ) wordt gegeven door

r =
√

x2 + y2 en θ = arctan( y
x) en de inverse relaties x = r cos θ en y = r sin θ.(a) Bereken alle elementen van de transformatiematri
es Λα′

β en Λµ
ν′ voor de transformatie van
artesis
he (het stelsel zonder a

ent) naar polaire (met a

enten op de indi
es) 
oördinaten.(b) Stel f = x2 + y2 + 2xy en in 
artesis
he 
oördinaten ~V → (x2 + 3y, y2 + 3x), ~W → (1, 1).Bereken f als fun
tie van r en θ, en bepaal de 
omponenten van ~V en ~W voor de polaire basisdoor ze uit te drukken als fun
ties van r en θ.(
) Bepaal de 
omponenten van d̃f in 
artesis
he 
oördinaten en verkrijg ze in pool
oördinatendoor (i) dire
te berekening in pool
oördinaten, en (ii) door transformeren van de 
artesis
he
omponenten.(d) Gebruik de metris
he tensor in pool
oördinaten om de polaire 
omponenten van de 1-vormen

Ṽ en W̃ geasso
ieerd met ~V en ~W te vinden.(e) Bepaal de polaire 
omponenten van Ṽ en W̃ door transformatie van de 
artesis
he 
ompo-nenten.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 220OPGAVEN WEEK 5 en 6 Naam:Opgave 1: Een vrij deeltje beweegt met snelheid v langs de y-as, zoals gezien in een zekerlorentzstelsel. Op tijd t = 0, gezien vanuit dit lorentzstelsel, is het deeltje in de oorsprong.(a) U kunt aannemen dat de snelheid v van dit deeltje 
onstant is. Waarom?(b) Bereken de positie van het deeltje als fun
tie van de eigentijd τ met behulp van de tijddi-latatieformule.(
) Bereken nogmaal de positie van het deeltje als fun
tie van de eigentijd, maar nu met behulpvan de lorentztransformaties.(d) Gebruik uw antwoord uit (b) of (
) om de viersnelheid uµ van het deeltje te berekenen. Laatzien dat geldt ηµνu
µuν = −c2.Opgave 2: Via het formalisme van Lagrange kunnen we aantonen dat het kortste pad tussentwee punten in een eu
lidis
he ruimte, een re
hte lijn is; dit is op het 
ollege voorgerekend. Wevragen ons in deze opgave af of iets analoogs geldt in een minkowskiruimtetijd. Oftewel: is hetkortste pad tussen twee puntgebeurtenissen ook een re
hte lijn?(a) Laat zien dat de afstand tussen twee puntgebeurtenissen wordt gegeven door de volgendeintegraal:
S =

∫
(

−
(
dt

dx

)2

+ 1 +

(
dy

dx

)2

+

(
dz

dx

2)
)

dx. (622)(b) Kies een lorentzstelsel waarin de twee gebeurtenissen plaatsvinden op hetzelfde tijdstip.Gebruik daarna de Euler-Lagrange vergelijkingen om aan te tonen dat S minimaal is wanneerhet pad tussen de twee gebeurtenissen een re
hte lijn is.(
) De 
on
lusie uit opgave (b) is dat voor deze spe
i�eke waarnemer inderdaad geldt dat deafstand tussen twee puntgebeurtenissen een re
hte lijn is. Beargumenteer, zonder opnieuw deEuler-Lagrange vergelijkingen op te lossen, dat dezelfde 
on
lusie ook moet gelden voor allewaarnemers in minkowksistelsels.Opgave 3: In Stanford, Californie, staat een lineaire deeltjesversneller genaamd SLAC (StanfordLinear A

elator Center) Two-mile A

elator. Dit is een instrument van ongeveer 2 mijl langwaarin een 
onstant elektris
h veld E is aangebra
ht, dat sterk genoeg is om elektronen vanuitrust te doen versnellen tot zij een energie E hebben van 40 GeV (zoals gemeten in het ruststelselvan het apparaat). We nemen aan dat het ruimtelijk deel van de relativistis
he impuls ~p voldoetaan de volgende bewegingsvergelijking:
d~p

dt
= e ~E , (623)waarin t de tijd is zoals gemeten in het ruststelsel van de pijp, en e de elektris
he lading van hetelektron (hierdoor is e ~E niets anders dan de kra
ht ~F op het elektron).(a) Neem aan dat het elektron start vanuit rust aan een kant van het apparaat, en dat hetelektris
h veld langs de x-as is. Gebruik de bewegingsvergelijking om uit te rekenen wat depositie x is van het elektron als fun
tie van de tijd t. Hint: bereken eerst v(t); wanneer dezegevonden is, integreer deze om x(t) te vinden. U houdt een integratie
onstante over; kies dezezodanig dat geldt dat het elektron een positie x = 0 heeft op tijdstip t = 0.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 221(b) Laat zien dat de elektronen, ten opzi
hte van het apparaat, niet sneller kunnen gaan dan hetli
ht. (Opmerking: via opgave 4b, volgt hieruit dat de elektronen niet sneller kunnen gaan danhet li
ht ten opzi
hte van elke waarnemer.)(
) De elektronen versnellen door de aanwezigheid van het elektris
h veld E , en winnen daardooraan energie, zoals gezien vanuit het apparaat. S
hrijf de uitdrukking op voor deze energie alsfun
tie van de tijd t. S
hrijf ook de energie op gezien vanuit het elektron.(d) De lengte van de versneller is twee mijl. Gebruik uw antwoorden uit (a) en (
) om te bepalenhoe groot het elektris
h veld moet zijn opdat de elektronen een energie (ten opzi
hte van hetapparaat) van E = 40 GeV hebben wanneer zij aan de andere kant van de versneller uitkomen(opmerking: de wetten van de elektrodynami
a di
teren dat de elektronen een beetje energieverliezen ten gevolge van hun versnelling; dit e�e
t mag u verwaarlozen).(e) Welke snelheid, ten opzi
hte van het apparaat, hebben de elektronen, wanneer zij de versnelleruitkomen?Opgave 4: In het 
ollege is de regel voor het optellen van snelheden afgeleid: wanneer tweewaarnemers in lorentzstelsels bewegen ten opzi
hte van elkaar met snelheid v in de x−ri
hting enbeiden kijken naar de snelheid van een voorbijvliegend deeltje, dan gelden de volgende relatiestussen de snelheden ~u en ~u′ van het deeltje, zoals gemeten door de twee waarnemers:
u′x =

ux + v

1 + uxv
c2
,

u′y =
1

γ

uy

1 + vux

c2
,

u′z =
1

γ

uz

1 + vux
c2
,waarin

γ =
1

√

1 −
(

v
c

)2
.(a) Bewijs deze formules met behulp van de lorentztransformaties.(b) Laat zien dat als een van de twee waarnemers (zeg: de waarnemer die we aanduiden zondera

entje) het deeltje ziet bewegen met een snelheid ~u lager dan de li
htsnelheid c, elke anderewaarnemer (met a

entje) ook een snelheid ~u′ zal meten kleiner dan c. Neem hierbij niet zon-dermeer aan dat het deeltje in x−ri
hting beweegt.(
) Dezelfde opgave als (b), maar deze keer voor snelheden ~u groter dan c, oftewel: laat zien datals voor een waarnemer geldt ~u > c, dan voor elke andere waarnemer eveneens geldt ~u′ > 0.Opgave 5: Deze opgave gaat over een van de beroemde paradoxen uit de spe
iale relativiteit-stheorie. Doel is aan te tonen dat, wanneer netjes en 
onsequent gewerkt wordt, er geen tegen-strijdigheden blijken te bestaan.We bes
houwen in deze opgave een boer die een ladder die hij graag wil opbergen, maar op hetprobleem stuit dat zijn ladder langer is dan zijn s
huur. De boer besluit heel hard te gaan rennenmet zijn ladder, omdat hij uit de relativiteitstheorie heeft begrepen dat dan, voor zijn vrouwgezien die stilstaat naast de s
huur, de ladder verkort zal lijken. Als hij maar hard genoeg rent,beredeneert hij, ondervindt de ladder een lorentz
ontra
tie en zal de ladder wel degelijk netjesin de s
huur passen. E
hter, onder het rennen bemerkt hij dat voor hem, juist de s
huur korter



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 222is geworden: de ladder past er nu al helemaal niet meer in! De paradox is dan ook de volgende:de boerin 
laimt dat de ladder wel degelijk in de s
huur past, en tegelijkertijd 
laimt de boer datde ladder niet past. Kunnen ze beiden gelijk hebben, of is er sprake van een tegenstrijdigheid?We stellen ons voor dat de ladder lampjes heeft op de voor en a
hterkant, en bes
houwen devolgende puntgebeurtenissen: de lampjes geven beide een �its af op hetzelfde moment zoalsgezien door de boerin. Het lorentzframe van de boerin zullen we aanduiden met 
oordinatenzonder a

entje, en het lorentzframe van de boer zullen we aanduiden met 
oordinaten meta

entje.(a) S
hrijf de vierve
toren dxµ respe
tievelijk dx′ µ op die het vers
hil in tijd en afstand aangeventussen de twee puntgebeurtenissen, zoals gezien door boerin respe
tievelijk boer. Noem hierbijde lengte van de ladder L respe
tievelijk L′. Neem hierbij aan dat beiden hun assenstelselszo hebben gekozen, dat de boer in de x-ri
hting aan het rennen is. Let op: met de gegeveninformatie kan nog niet elke 
omponent van de vierve
toren een waarde toegekend worden. Laatdeze 
omponenten onbepaald.(b) S
hrijf de lorentztransformaties op tussen de twee vierve
toren. Neem hierbij aan dat de boerrent met 
onstante snelheid v in x−ri
hting. Hoe zijn de lengtes L en L′ aan elkaar gerelateerd?(
) Bepaal uit de lorentztransformaties eveneens het tijdsvers
hil tussen de twee gebeurtenissen.Laat zien dat deze niet gelijk is aan nul voor de boer, ook al is deze het wel voor de boerin.Het feit dat de boer een tijdsvers
hil ongelijk nul ziet tussen de twee puntgebeurtenissen, is dekern van de oplossing van de paradox. Het betekent fysis
h het volgende: vanuit zijn stelselgezien, heeft de boerin de voor en a
hterkant van de ladder niet op hetzelfde moment gereg-istreerd, en is, aldus de boer, haar ruimtelijke afstand tussen de twee puntgebeurtenissen niet dejuiste lengte van de ladder. Immers, zo beredeneert hij, in de tijd (door u uitgerekend in (
)) diezij te lang heeft gewa
ht tussen registratie van voor en a
hterkant van de ladder, was hij al eenstukje verder gerend met snelheid v: uiteraard komt daar dan een lengte van de ladder uit diete kort is! Hij oppert daarom dat zij moet 
orrigeren voor het feit dat ze te lang gewa
ht heeftom de voor en a
hterkant te registeren.(d) Wat is de afstand die de boer oppert dat zijn vrouw zou moeten optellen bij haar gevondenlengte?(e) Wat is de lengte van de ladder, zoals de boer denkt dat hij zijn vrouw heeft zien meten?(denk goed over deze vraag na, en overtuig uzelf dat u deze niet al heeft beantwoord in opgave(b)!).(f) Het is bij de lengte uit opgave (e) dat de boer denkt dat zijn vrouw de 
orre
tie van opgave(d) zou moeten optellen. Doe deze 
orre
tie, en beargumenteer dat de paradox nu is opgelost.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 223OPGAVEN WEEK 7 Naam:Opgave 1: Stel voor dat we leven op het oppervlak van een bol. We introdu
eren de gebruike-lijke sferis
he 
oördinaten (r, θ, φ) en laten (êr, êθ, êφ) de gebruikelijke set orthonormale sferis
hebasisve
toren zijn. Het lijnelement in sferis
he 
oördinaten wordt dan gegeven door
d~s = dr êr + rdθ êθ + r sin θdφ êφ. (624)We beperken ons nu tot het oppervlak van de bol en leggen de 
onditie r = constant op. Wekiezen de 
oördinaten (x1, x2) = (θ, φ) op het boloppervlak. Het lijnelement op het oppervlakvan de bol kan in termen van de natuurlijke basisve
toren ges
hreven worden als

d~s = dθ~eθ + dφ~eφ, met ~eθ = rêθ, ~eφ = r sin θ êφ. (625)Met deze de�nitie wordt het kwadratis
he lijnelement gegeven door
ds2 = (rdθ)2 + (r sin θdφ)2. (626)(a) In termen van sferis
he 
oördinaten (r, θ, φ) kunnen we de positieve
tor s
hrijven als

~r = r sin θ cosφ~i+ r sin θ sinφ~j + r cos θ~k. (627)De drie natuurlijke basisve
toren worden gegeven door ~er = ∂~r/∂r, ~eθ = ∂~r/∂θ en ~eφ = ∂~r/∂φ.Bepaal deze ve
toren en geef de lengte van elke ve
tor. Merk op dat in het volgende alleen debasisve
toren op het oppervlak, ~eθ en ~eφ, relevant zijn.(b) Bepaal de metris
he tensor en haar inverse.(
) Bereken alle Christo�elsymbolen Γk
ij waarbij de indi
es lopen over de verzameling (θ, φ).(d) Hoeveel onafhankelijke 
omponenten heeft de Riemanntensor? Gebruik hierbij de symmetrie-eigens
happen van dit obje
t.(e) Bereken de 
omponenten van de Riemanntensor.(f) Bereken de 
omponenten van de Ri

itensor.(g) Bereken de s
alaire kromming (Ri

ikromming).(h) Bereken de 
omponenten van de Einsteintensor op het oppervlak van de bol.Opgave 2: In deze opgave testen we onze kennis van het berekenen van 
ovariante afgeleiden.We gebruiken de geometrie van het oppervlak van een twee-dimensionale bol,

ds2 = a2(dθ2 + sin2 θdφ2), (628)en een ve
tor ~V met 
omponenten V A = (0, 1). Bereken de vier 
omponenten van ∇Av
B enbereken dan de twee grootheden ∇θ∇φv

θ en ∇φ∇θv
θ en onderzoek of deze 
ovariante afgeleiden
ommuteren.Opgave 3: Bereken de 
omponenten van de divergentie voor sferis
he 
oördinaten in de drie-dimensionale eu
lidis
he ruimte. Hint: voor de 
ovariante divergentie van ve
tor ~V geldt ∇ · ~Ven voor de 
omponenten ervan V i

;i. Zie bladzijde 111 van het di
taat voor een voorbeeld.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 224Opgave 4: Geef een a�eiding van onderstaande uitdrukking voor de 
hristo�elsymbolen intermen van de partiële afgeleiden van de 
omponenten van metris
he tensor g,
Γγ

βµ =
1

2
gαγ(gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α). (629)Geef alle ontbrekende stappen tussen vergelijkingen (299) en (303) van het di
taat.Opgave 5: Bewijs vergelijkiging (359) in het di
taat,

∇~U∇~U
~ξ = −R(_, ~U, ~ξ, ~U), (630)met R de krommingstensor van Riemann en ~U de viersnelheid, door uit te gaan van de de�nitievan de Riemanntensor gegeven in vergelijking (338),

Aα;µν −Aα;νµ = [∇µ,∇ν ]Aα ≡ Rβ
αµνAβ , (631)met Aα de 
omponenten van een willekeurige 1-vorm. (Dit is een uitdagende opgave.)



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 225OPGAVEN WEEK 8 Naam:Opgave 1: Bereken de gravitationele roodvers
huiving van een foton met gegeven frequentie νdat uitgezonden wordt van het oppervlak van de zon (massa 2 × 1030 kg en straal 7 × 108 m).Opgave 2: We willen een oplossing van de Einsteinvergelijkingen vinden voor ruimtetijd buiteneen statis
h massief obje
t (bijvoorbeeld een ster) met massa M . We maken gebruik van sym-metrie en nemen aan dat het lijnelement wordt gegeven door
ds2 = −A(r)dt2 +B(r) + r2(dθ2 sin2 θdφ2). (632)(a) Welke waarden nemen A en B aan in de limiet r → ∞ als we een asymptotis
h vlakkeoplossing willen verkrijgen?(b) Bereken de 
onne
ties Γµ

νρ (een groot deel van deze 
onne
tie
oë�
iënten is gelijk aan nul).(
) Gebruik de Einsteinvergelijkingen Rµν = 0 voor het va
uüm buiten het massieve obje
t omeen verzameling vergelijkingen voor A(r) en B(r) te vinden.(d) Laat zien dat 
ombineren van de uitdrukkingen gevonden in vraag (
) leidt tot A′(r)B(r) +
B′(r)A(r) = 0 en dus A(r)B(r) = const. Gebruik het resultaat van vraag (a) om deze 
onstantete bepalen. Laat zien dat d2

dr2 (rA(r) = 0 en los dit op (Hint: dat levert A(r) = (1−rS/r), met rSeen 
onstante. Laat zien dat rS = 2GM/c2 door te vergelijken met de Newtoniaanse limiet). Opdeze manier hebben we de zogenaamde S
hwarzs
hild oplossing gevonden, die vele belangrijketoepassingen heeft in de relativistis
he astrofysi
a.Opgave 3: In deze opgave bes
houwen we behouden grootheden. De geodetenvergelijking is
∇~U

~U = 0 en omdat ook τ/m een goede parameter langs een geodeet is, kunnen we deze verge-lijking ook s
hrijven als
∇~p~p = 0 → pαpβ;α = 0 → pαpβ,α − Γγ

βαp
αpγ = 0 → m

dpβ

dτ
= Γγ

βαp
αpγ . (633)De term re
hts van het laatste gelijkteken is relatief eenvoudig, er geldt

Γγ
αβp

αpγ = 1
2g

γν(gνβ,α + gνα,β − gαβ,ν)p
αpγ

= 1
2(gνβ,α + gνα,β − gαβ,ν)g

γνpγp
α

= 1
2(gνβ,α + gνα,β − gαβ,ν)p

νpα.

(634)Het produ
t pνpα is symmetris
h in ν en α, terwijl de eerste en derde term binnen haakjes samenantisymmetris
h zijn in ν en α. Deze moeten daarom tegen elkaar wegvallen, waardoor alleende middelste term overblijft,
Γγ

αβp
αpγ =

1

2
gνα,βp

νpα. (635)Een volledig algemene uitdrukking voor een geodeet is dus ook
m
dpβ

dτ
=

1

2
gνα,βp

νpα. (636)Dit levert het belangrijke resultaat: als alle 
omponenten van gαν onafhankelelijk zijn van xβvoor een bepaalde index β, dan is pβ 
onstant langs de baan van het deeltje.Bes
houw de volgende metrieken gegeven in termen van het lijnelement:



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 2261. ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2;2. ds2 = −(1 − 2M/r)dt2 + (1 − 2M/r)−1dr2 + r2(dθ2 sin2 θdφ2), met M een 
onstante;3. ds2 = −∆−a2 sin2 θ
ρ2 dt2 − 2a2Mr sin2 θ

ρ2 dtdφ+ (r2+a2)2−a2∆sin2 θ
ρ2 sin2 θdφ2 + ρ2

∆ dr
2 + ρ2dθ2, met

M en a 
onstanten. Verder hebben we de verkorte notatie ∆ = r2 − 2Mr + a2, ρ2 =
r2 + a2 cos2 θ ingevoerd;4. ds2 = −dt2+R2(t)

[
dr2

1−kr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)
], met k een 
onstante en R(t) een willekeurigefun
tie van t.De eerste vergelijking wordt bekend verondersteld. De andere vergelijkingen komen we later nogtegen. Hun namen zijn a
htereenvolgens de S
hwars
hild, Kerr, en Robertson-Walker metrieken.(a) Geef voor elke metriek zoveel mogelijk behouden grootheden pα van de vierimuls van eenvrijvallend deeltje.(b) S
hrijf de eerste metriek in de vorm

ds2 = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (637)Maak hiervan gebruik en beargumenteer dat ook de S
hwarzs
hild en de Robertson-Walker (RW)metriek sferis
h symmetris
h zijn. Neemt hierdoor het aantal behouden grootheden pα toe?(
) We kunnen laten zien dat voor bovenstaande metriek en voor de S
hwars
hild, Kerr en RWmetrieken, een geodeet die begint met θ = π/2 en pθ = 0, dus een die tangentiaal aan hetequatoriale vlak begint, altijd geldt dat θ = π/2 en pθ = 0. Hint: gebruik de vergelijking
~p · ~p = m2 om pr te vinden uitgedrukt in m, andere behouden grootheden, en bekende fun
tiesvan positie.(d) Voor de RW metriek geldt dat sferis
he symmetrie impli
eert dat als een geodeet begint met
pθ = pφ = 0, deze dan gelijk aan nul blijven. Laat zien dat de geodetenvergelijking in het gevaldat k = 0, dan pr een behouden grootheid is.Opgave 4: In deze opgave werken we het onderwerp behouden grootheden nog wat verder uit.(a) Laat zien dat als een ve
torveld ξα voldoet aan de Killing vergelijking

∇αξβ + ∇βξα = 0, (638)dan langs een geodeet geldt dat pαξα = const. Dit is een 
oördinaten-onafhankelijke wijze omde behoudswet die we uit vergelijking (636) hebben afgeleid, te karakteriseren. We hoeven enkelte weten of een metriek Killing velden toelaat.(b) Vind tien Killing velden van de Minkowskimetriek.(
) Laat zien dat als ~ξ en ~η Killing velden zijn, dan is α~ξ+β~η ook een Killing veld voor 
onstante
α en β.(d) Toon aan dat Lorentztransformaties van de velden in (b) de lineaire 
ombinaties genoemd inopgave (
) produ
eren.(e) Gebruik de resultaten van (a) om de Killing ve
toren van de metrieken in opgave 4 te bepalen.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 227OPGAVEN WEEK 1 - Oplossingen Naam:Opgave 1: Robin Hood is van plan om op een aap te s
hieten die aan een tak in een boomhangt. Fig. 80 laat zien dat de Robin pre
ies op de aap mikt, en hij heeft niet in de gaten datde pijl een parabolis
he baan zal volgen die onder de huidige positie van de aap door zal gaan.De aap ziet de boog afgaan, laat de tak los en valt uit de boom, in de verwa
hting dat hij de

Figuur 80: Links: Robin Hood mikt pre
ies op de aap; re
hts: de aap laat de tak los op hetmoment dat de boog afgaat.pijl zal ontwijken. (a) Laat zien dat de aap geraakt zal worden, onafhankelijk van de snelheidwaarmee de pijl wordt afgevuurd (zolang die snelheid maar groot genoeg is om de afstand naarde boom te overbruggen). Neem aan dat de rea
tietijd van de aap verwaarloosbaar is.Voor de baan van de pijl geldt
xp(t) = v0 cos θt, yp(t) = v0 sin θt− 1

2
gt2, (639)terwijl voor de aap geldt

xa(t) = xa = 50 m, ya(t) = h− 1

2
gt2 = 10 m − 1

2
gt2. (640)De pijl bereikt xa op tijdstip

xp(t) = v0 cos θt = xa → t =
xa

v0 cos θ
. (641)De pijl raakt de aap als geldt dat

yp(t) = ya(t) → v0 sin θt− 1

2
gt2 = h− 1

2
gt2 → v0 sin θt = h. (642)Dit dient te gebeuren op het tijdstip gegeven door vergelijking (641). Dat levert de 
onditie

v0 sin θ · xa

v0 cos θ
= h→ tan θ =

h

x
=

10 m

50 m
, (643)en hieraan is altijd voldaan, want dat is de de�nitie van een tangens.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 228(b) We noemen ~v0 de snelheid van de pijl op het moment dat die van de boog komt. Bepaal desnelheid van de pijl ten opzi
hte van de aap op een willekeurige tijd t gedurende de vlu
ht vande pijl.De snelheid van de pijl ten opzi
hte van de aap is gelijk aan de snelheid van de pijl ten opzi
htevan de boog plus de snelheid van de boog ten opzi
hte van de aap,
~vpijl tov aap = ~vpijl tov boog + ~vboog tov aap. (644)De snelheid van de boog ten opzi
hte van de aap is gelijk aan min de snelheid van de aap tenopzi
hte van de boog,
~vpijl tov aap = ~vpijl tov boog − ~vaap tov boog. (645)Er geldt

~vpijl tov boog = ~v0 + ~gt en ~vaap tov boog = ~gt. (646)Invullen in vergelijking (645) levert
~vpijl tov aap = ~vpijl tov boog − ~vaap tov boog = (~v0 + ~gt) − ~gt = ~v0. (647)Je kunt dit ook zien door pijl en aap in een vrijvallend referentiesysteem te bes
houwen. Volgenshet equivalentieprin
ipe speelt gravitatie dan geen rol (er is geen term ~gt) en enkel de relatievesnelheid ~v0 blijft over en die hangt niet van de tijd af.(
) Neem aan dat de horizontale afstand tussen de s
hutter en de boom gelijk is aan x = 50 m,en de verti
ale afstand tussen de s
hutter en de tak waaraan de aap hangt h = 10 m. Wat is deminimum beginsnelheid van de pijl als de aap geraakt wordt, net voordat hij op de grond valt(de verti
ale afstand van de grond tot de tak is 11,2 m)?We bes
houwen de beweging van de pijl. Op het moment dat de pijl neerkomt, geldt

xp = v0 cos θt = 50 → t =
50

v0 cos θ
en yp = v0 sin θt− 1

2
gt2 = 10 − 11, 2 = −1, 2 m. (648)Invullen van de tijd van inslag in de formule voor yp levert

v0 sin θ
50

v0 cos θ
− 1

2
g

(
50

v0 cos θ

)2

= −1, 2 m. (649)In de eerste term valt v0 eruit en is sin θ/ cos θ = tan θ = 10/50. We vinden dan
10 m − 1

2
g

2500

v2
0 cos2 θ

= −1, 2 m → 1

2
g

2500

v2
0 cos2 θ

= 11, 2 m → v2
0 cos2 θ =

2500g

2 × 11, 2 m
. (650)Er geldt g = 9, 8 m/s2 en cos θ = x/

√
x2 + h2 = 50 m/

√
502 + 102 = 0, 981 en we vinden

v0 =

√
2500 × 9, 8

22, 4 × cos2 θ
= 33 m/s. (651)Opgave 2: Een kanonskogel wordt afgevuurd met een beginsnelheid van 42,2 m/s, onder eenhoek van 30◦ met de horizontale ri
hting, en van een hoogte van 40 m. Hoe ver komt de kogel?We bes
houwen de baan van de kogel. Als de kogel de grond raakt, geldt

x = v0 cos θt en y = v0 sin θt− 1

2
gt2 = −40 m. (652)
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hrijven de laatste vergelijking als gt2−42, 2t−80 = 0 en lossen deze op met de ab
-formule92en vinden (met g = 9, 8 m/s2 de oplossingen t1 = −1, 424 s en t2 = 5, 731 s. We gebruiken delaatste waarde voor t. Invullen van deze waarde voor t in vergelijking (652) geeft
x = (42, 2 m/s) cos 30◦(5, 731 s) = 209 m en y = −40 m. (653)Opgave 3: Hoe groot is de vrije-val versnelling voor een obje
t ter hoogte van de baan van deSpa
e Shuttle (400 km boven het aardoppervlak)?Dat wordt gegeven door vergelijking (13) uit het di
taat. Er geldt

a =
GM

r2
. (654)Er geldt G = 6, 6720 × 10−11 m3s−2kg−1, de massa van de aarde bedraagt M♁ = 5, 9742 × 1024kg en de straal van de aarde is R♁ = 6378, 137 km (op de evenaar). Invullen levert

a =
GM

r2
=

(6, 6720 × 10−11 m3s−2kg−1)(5, 9742 × 1024 kg)

((6378, 137 + 400) × 103 m)2
= 8, 68 m/s2. (655)Opgave 4: Een proje
tiel wordt verti
aal omhoog ges
hoten van het aardoppervlak met eensnelheid van vi = 8 km/s. Wat is de maximale hoogte die het bereikt (verwaarloos lu
htwrijving)?De maximum hoogte kan gevonden worden uit energiebehoud. We nemen het oppervlak van deaarde als het beginpunt met Ui = −GM♁m/R♁ en Ki = 1

2mv
2
i . Op de grootste hoogte geldt

Kf = 0. Energiebehoud levert dan
Kf + Uf = Ki + Ui → 0 −

GM♁m
rf

=
1

2
mv2

i −
GM♁m
R♁

. (656)Vermenigvuldigen met −1/(GM♁m), gebruikmaken van GM♁ = gR2
♁ en oplossen naar rf levert

1

rf
= − v2

i

2GM♁
+

1

R♁
= − v2

i

2gR2
♁

+
1

R♁
→ rf = 1/

(

1

R♁
− v2

i

2gR2
♁

)

= R♁/
(

1 − v2
i

2gR♁

)

. (657)We substitueren de numerieken waarden voor vi, R♁ en g en vinden r en de hoogte h = r−R♁.
rf = R♁/

(

1 − (8000 m/s)2

2(9, 8 m/s2)(6, 37 × 106 m)

)

= 2, 05R♁ (658)en we vinden h = r −R♁ = 1, 05R♁ = 6, 69 × 106 m.Opgave 5: Een proje
tiel wordt verti
aal omhoog ges
hoten van het aardoppervlak met eenbeginsnelheid van vi = 15 km/s. Wat is de snelheid van het proje
tiel, ver verwijderd van deaarde (verwaarloos lu
htwrijving)?Ver van de aarde betekent r ≫ R♁. De beginsnelheid is groter dan de ontsnappingssnelheid 11km/s, dus is de totale energie van het proje
tiel positief en zal deze van de aarde ontsnappen metaan het einde positieve kinetis
he energie. We gebruiken weer energiebehoud om deze kinetis
he92De oplossing van ax2 + bx + c = 0 wordt gegeven door x1,2 =
−b±

√
b2−4ac

2a
.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 230energie te vinden en bepalen daarna de eindsnelheid. Energiebehoud met rf = ∞, zodat Uf = 0,stelt
Kf + Uf = Ki + Ui →

1

2
mv2

f + 0 =
1

2
mv2

i −
GM♁m
R♁

. (659)We lossen hieruit v2
f op en gebruiken GM♁/R

2
♁ = g. Dit levert

v2
f = v2

i −
2GM♁
R♁

= v2
i − 2gR♁. (660)Invullen van de bekende waarden voor g en R♁ levert

vf =

√

(15 × 103 m/s)2 − 2(9, 8 m/s2)(6, 37 × 106 m) = 104 m/s = 10 km/s. (661)



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 231OPGAVEN WEEK 2 - Oplossingen Naam:Opgave 1: Een planeet met een holle kern bestaat uit een uniforme dikke bolvormige s
hil metmassa M , buitenstraal R en binnenstraal R/2.(a) Hoeveel massa (per
entage) is di
hter dan 3
4R van het middelpunt van de planeet?De massa van dat deel van de dikke s
hil dat di
hter bij het 
entrum is dan 3

4R is de di
htheidkeer het volume van de dikke s
hil met buitenstraal 3
4R en binnenstraal 1

2R. We berekenen eerstde di
htheid en het volume, daarna de massa.De massa M ′ (de massa van de dikke s
hil met buitenstraal 3
4R en binnenstraal 1

2R) is dedi
htheid ρ keer het volume V ′, dus M ′ = ρV ′. De di
htheid is de massa M gedeeld door hetvolume V ,
ρ =

M

V
= M/

[

4

3
πR3 − 4

3

(
R

2

)3
]

=
M

7πR3/6
. (662)Het volume V ′ van de dikke s
hil met buitenstraal 3

4R en binnenstraal 1
2R bedraagt

V ′ =
4

3
π

(
3R

4

)3

− 4

3
π

(
R

2

)3

=
19

48
πR3. (663)De massa M ′ van de s
hil is dus gelijk aan

M ′ = ρV ′ =
6

7

M

πR3

19

48
πR3 =

19

56
M. (664)(b) Hoe groot is het gravitatieveld op afstand 1

4R van het middelpunt?Binnen de bol met straal 1
4R bevindt zi
h geen massa. Derhalve is het gravitatieveld daar gelijkaan nul.(
) Hoe groot is het gravitatieveld op afstand 3

4R van het middelpunt?Het gravitatieveld op r = 3
4R wordt enkel veroorzaakt door de massa die di
hter bij het mid-delpunt ligt dan 3

4R. Dat is dus de massa M ′ en het gravitatieveld bedraagt
~g = −GM

′

r2
r̂ = −G

19
56M

(
3
4R
)2 r̂ = −38

63

GM

R2
r̂. (665)We kunnen dit ook uitrekenen met de wet van Gauss. Er geldt dan het verband tussen mas-saverdeling en gravitatie�ux,

{
~g · d ~A = −4πG

y
ρdV → 4πr2g = −4πGMI → (

3R

4
)2g = −G19

56
M → g = −38

63

GM

R2
.(666)Opgave 2: In het boek `Een reis naar de maan' van Jules Verne, worden astronauten gelan
eerddoor een gigantis
h kanon van de aarde naar de maan.(a) We s
hatten dat de snelheid die nodig is om de maan te bereiken gelijk is aan de ontsnap-pingssnelheid van de aarde, en s
hatten de lengte van het kanon als 900 voet (ongeveer 300 m,zoals vermeld in het boek). Wat is de kans dat de astronauten de `lan
ering' overleven?



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 232De onstnappingssnelheid v van de aarde bedraagt
1

2
mv2 =

GmM

R
→ v =

√

2GM♁
R♁

=

√

2(6, 6720 × 10−11 m3s−2kg−1)(5, 9742 × 1024 kg)

(6, 378137 m)
= 11, 2 km/s,(667)en dat is de snelheid waarmee het ruimtes
hip de loop van het kanon verlaat. Deze snelheidwordt opgebouwd. Er geldt

s =
1

2
at2 → t =

√

2s

a
en v = at → a =

v

t
= v

√
a

2s
→ a =

v2

2s
=

(11, 2 × 103 m/s)2

(300 m)
≈ 20900 g.(668)Het is niet erg waars
hijnlijk dat de astronauten dit overleven. Welli
ht bevatten de stoelen eengeavan
eerd dampingsysteem (maar daar zegt het boek niets over ...).(b) In het boek, voelen de astronauten in hun ruimtes
hip de e�e
ten van de gravitatie van deaarde totdat het ruimtes
hip het evenwi
htspunt bereikt waar de gravitationele werking van demaan gelijk is aan die van de aarde. Op dit punt keert alles om en wat het plafond van hetruimtes
hip was, wordt nu de vloer. Hoe ver van de aarde ligt dit evenwi
htspunt?Op dat punt is de waarde van het gravitatieveld van de aarde gelijk aan dat van de maan. Wenoemen d de afstand van de aarde tot de maan, M de massa van de aarde, m die van de maan.Voor de afstand R van het middelpunt de aarde tot het evenwi
htspunt geldt dan

GM

R2
=

Gm

(d−R)2
→ (M −m)R2 − 2MdR +Md2 = 0. (669)We lossen bovenstaande vergelijking op met de ab
-formule en vinden

R1,2 =
2Md±

√

4M2d2 − 4(M −m)Md2

2(M −m)
=
d±

√

d2 − M−m
M d2

(M −m)/M
=
d± d

√

1 − M−m
M

(M −m)/M
, (670)waarbij we in de eerste stap door 2M gedeeld hebben en in de tweede stap d2 buiten de wortelhebben gehaald. Invullen van M = 5, 9742 × 1024 kg, m = 7, 349 × 1022 kg, d = 384.400 kmlevert M−m

M = 0, 9873 en we vinden R1 = 0, 899d en R2 = 1, 127d. Het zal duidelijk zijn dat we
R1 = 0, 899d = 346.000 km moeten hebben voor de lokatie van het evenwi
htspunt.(
) Is deze bes
hrijving van wat de astronauten ervaren redelijk? Is dit wat er e
ht gebeurd isvoor de Apollo astronauten tijdens hun bezoek aan de maan?Nee. Astronauten voelen enkel gewi
ht als het ruimtes
hip stilstaat in een gravitatieveld, ofversneld wordt omdat motoren worden ontstoken (tijdens lan
ering en koers
orre
ties). Tijdenshet `
oasten' met 
onstante snelheid is men in vrije val en dus gewi
htloos.Opgave 3: We bekijken een voorwerp met massa m dat aan een veer hangt met veer
onstante
C. Het systeem voldoet aan de wet van Hooke en dat betekent dat de uitrekking u van de veerevenredig is met de grootte van de kra
ht F die op de veer wordt uitgeoefend, dus F = Cu. Alsde veer over een afstand u wordt uitgerekt, dan heeft de massa een potentiële energie gegevendoor V = 1

2Cu
2.(a) Verklaar de vergelijking V = 1

2Cu
2.De kra
ht wordt gegeven door F = −Cu (merk op dat de kra
ht tegengesteld geri
ht is aan deuitwijking). Omdat we in dit geval de kra
ht kunnen a�eiden uit een potentiaal, s
hrijven we
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Figuur 81: Vers
hillende stadia tijdens de vlu
ht naar de maan van een Saturnus raket tijdenshet Apollo programma.
~F = −m∇Φ = −mdΦ

du = −Cu. Integreren levert Φ = Cu2

2m . De potentiaal is de potentiële energieper kg. Voor de potentiële energie geldt dus V = mΦ = 1
2Cu

2.Als de massa nu wordt losgelaten dan treedt er os
illatie op. De snelheid u̇ is maximaal als deveer door de evenwi
htstoestand gaat (waar u = 0 is). De Langrangiaan wordt gegeven door
L = T − V = 1

2mu̇
2 − 1

2Cu
2.(b) Maak gebruik van de Euler-Langrangevergelijking en leidt de wet van Newton af voor ditmassa-veersysteem.De Euler-Langrangevergelijking luidt als volgt
∂L

∂xi
=

d

dt

(
∂L

∂vi

)

→ ∂L

∂u
=

d

dt

(
∂L

∂u̇

)

. (671)Er geldt
∂L

∂u
= −Cu en

∂L

∂u̇
= mu̇. (672)Invullen in de Euler-Langrangevergelijking levert

∂L

∂u
=

d

dt

(
∂L

∂u̇

)

→ −Cu =
d

dt
(mu̇) = mü, (673)en dit 
orrespondeert met de tweede wet van Newton voor deze situatie, F = ma→ −Cu = mü.Opgave 4: Ons zonnestelsel is gemaakt uit gas afkomstig van een supernova. Al het uraniumop aarde is gemaakt in deze supernova. Gedetailleerde berekeningen van de fysi
a van supernovaexplosies suggereren dat het aantal geprodu
eerde 235U kernen 1,7 maal groter was dan hetaantal 238U kernen. Sinds hun produ
tie vervalt 235U met een halfwaardetijd van t 1

2
= 7, 0× 108jaar en 238U met halfwaardetijd van t 1

2
= 4, 5 × 109 jaar. Hoe lang geleden vond de supernovaexplosie plaats, gegeven dat de verhouding 235U tot 238U zoals gevonden in gesteente gelijk isaan 0,007? (Hint: in radioa
tief verval neemt het aantal nog niet vervallen kernen af volgens derelatie N(t) = N(0)e−t/τ met τ de levensduur.)



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 234Voor het verval van het 235U geldt93 N235(t) = N235(0)/2
(t/0,7) met t in miljard jaar. Evenzovinden we voor het verval van het 238U de relatie N238(t) = N238(0)/2

(t/4,5) .We delen bovenstaande vergelijkingen door elkaar en vinden
N235(t)

N238(t)
=
N235(0)

N238(0)

2(t/4,5)

2(t/0,7)
. (674)Er geldt N235(t)/N238(t) = 0, 007 en N235(0)/N238(0) = 1, 7. Ook geldt 2a/2b = 2(a−b). Wevinden

0, 007 = 1, 7 × 2
t
(

1
4,5

− 1
0,7

)

→ 2log

(
0, 007

1, 7

)

= t

(
1

4.5
− 1

0, 7

)

, (675)waar we beide kanten door 1,7 gedeeld hebben en de 2log van beide kanten hebben genomen.Ook geldt 2log(a) = 10log(a)/10log(2). We vinden nu
t =

10log(0,007
1,7 )

10log2
/(

1

4, 5
− 1

0, 7
) = 6, 6 miljard jaar. (676)Opgave 5: De zon en andere sterren produ
eren hun energie door kernfusie. Een van defusierea
ties, de proton-proton 
y
lus, bestaat uit de volgende rea
ties:

1H + 1H → 2H + β+ + νe
1H + 2H → 3He + γ

(677)gevolgd door in 10−5 van de gevallen
1H + 3He → 4He + β+ + νe. (678)of in 85 pro
ent van de gevallen

3He + 3He → 4He + 1H + 1H. (679)(a) Toon aan dat het netto e�e
t van deze rea
ties gelijk is aan (4 1H) → 4He+(2β+)+ (2νe)+
(1 of 2) γ.Gewoon optellen van de rea
ties geeft in het eerste geval

(4 1H) → 4He + (2β+) + (2νe) + (1 γ) (680)en in het tweede geval
(6 1H) → 4He + (2 1H) + (2β+) + (2νe) + (2 γ). (681)Netto wordt er evenveel waterstof omgezet per 
y
lus.(b) Toon aan dat een rustenergie van 24,7 MeV vrijkomt in deze 
y
lus (en dan tellen we de 1,02MeV die vrijkomt als elk van de positronen annihileert met een elektron niet eens mee).93Als u dat makkelijker vindt kunt u ook gebruikmaken van de relatie N(t) = N(0)e−t/τ met τ de levensduur.Het verband tussen halfwaarde tijd t 1

2

en de levensduur τ wordt gevonden uit N(t 1

2

) = N(0)
2

= N(0)e
−t 1

2

/τ .Hieruit volgt t 1

2

= τ ln 2. Verder gewoon bovenstaande logi
a volgen.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 235We hebben de volgende rustmassa's: m1H = 1, 007825 u, m4He = 4, 02603 u, me = 0, 511MeV/
2, met u de atomaire massaeenheid, 1 u = 1, 660 538 782(83)×10−27 kg = 931, 5 MeV/c2.Je vindt dan het massavers
hil uit
∆m = (4m 1H − 2me−) − (m 4He + 2me+)

= 0, 028697 u − 4me = (26, 73 − 2, 044) MeV/c2 = 24, 7 MeV/c2.
(682)Dit komt overeen met een rustenergievers
hil van ∆E0 = ∆mc2 = 24, 7 MeV.(
) De zon straalt met een energie van ongeveer 4×1026 W. Neem aan dat dit wordt veroorzaaktdoor de 
onversie van vier protonen naar helium, gammastraling en neutrino's, hetgeen 26,7 MeVvrijmaakt. Wat is het verbruik van protonen in de zon (in protonen per se
onde).Het aantal proton-proton 
y
li per se
onde is

P

∆E
=

(4 × 1026 W)

(26, 7 MeV)(1, 602 × 10−13 J/MeV)
= 0, 936 × 1038 s−1. (683)Het verbruik in de zon is dan 3, 75 × 1038 waterstofatomen ( 1H) per se
onde. Vermenigvuldigdit met m 1H = 1, 67353 × 10−27 kg voor een verbruik van 6, 28 × 1011 kg/s.(d) Hoe lang kan de zon nog s
hijnen op deze wijze? Neem aan dat de helft van de massa vande zon (2 × 1030 kg) door protonen gevormd wordt.Als er in totaal 1030 kg aan protonbrandstof voorradig is, dan zal de zon gedurende

T =
(1030 kg)

(6, 28 × 1011 kg/s)
= 1, 6 × 1018 seconde of ook T = 5, 0 × 1010 jaar (684)s
hijnen.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 236OPGAVEN WEEK 3 - Oplossingen Naam:Opgave 1: Ga uit van vergelijking (53) op bladzijde 34. Maak gebruik van een grove benaderingwaarbij we de afgeleide dP
dr in een klap s
hrijven als dP

dr ≈ P
R (zie ook blz. 36).(a) Laat zien dat voor een ster met massa M , straal R, de gemiddelde druk bij benaderinggegeven wordt door

P ≈ 3GM2

4πR4
. (685)We gaan uit van vergelijking (53) op bladzijde 34,

dP

dr
= −GMIρ

r2
→ P

R
≈ GMρ

R2
→ P =

GM

R

M
4
3πR

3
→ P =

3GM2

4πR4
. (686)In de eerste stap hebben we dP vervangen door de benadering Psteroppervlak −Pstercentrum (dat iseen negatief getal) en evenzo dr door R = Rsteroppervlak −Rstercentrum.(b) Laat zien dat dezelfde relatie leidt tot de benadering T ∼ M

R voor de gemiddelde temperatuurvan de ster.We gaan weer uit van vergelijking (53) op bladzijde 34,
dP

dr
= −GMI

r2
ρ = −GMI

r2
Pµ

kT
→ P

R
≈ µGM

R2

P

kT
→ T =

µG

k

M

R
. (687)Merk op dat het symbool ∼ staat voor `evenredig aan'.CHECK DEZE OPGAVE!!! ZIE PERKINS ASTROPHYSICS PAGE 334Opgave 2: (Hint: lastige opgave; overweeg om deze als laatste te doen). In de stad Kamiokandein Japan staat de zogenaamde Kamiokande II dete
tor. Deze dete
tor is ontworpen om protonverval te bestuderen. Met Kamiokande II werd op 23 februari 1987 in sle
hts 12 se
ondeneen totaal van 12 neutrino intera
ties geregistreerd. Deze meting viel samen met de explosievan supernova SN1987A die op ongeveer 170.000 li
htjaar van de aarde stond. Reeds langhiervoor hadden astrofysi
i berekend dat bij een dergelijke explosie binnen een aantal se
ondeneen energie van ongeveer 1046 J zou vrijkomen. Hiervan zou ongeveer 90 % vrijkomen in de vormvan neutrino's, die het heelal in gejaagd zouden worden, terwijl voor het spe
ta
ulaire zi
htbarevuurwerk en de kinetis
he energie van de restanten ten hoogste een pro
ent van de energie terbes
hikking zou staan.De Kamiokande II dete
tor is in staat antineutrino's aan te tonen via de rea
tie

ν̄e + p→ e+ + n (688)aan protonen in normaal water. De protonen die gebonden zijn in zuurstof kunnen hierbijverwaarloosd worden, omdat deze niet wezenlijk tot de totale telsnelheid bijdragen. De energieen de ri
hting van de positronen kan met de dete
tor bepaald worden (uit de ri
hting en deintensiteit van de door de positronen opgewekte �erenkovstraling). De a
tieve massa van dedete
tor is 2100 ton water (1 ton ≡ 1000 kg). De theoretis
he werkzame doorsnede voor dezerea
tie is energieafhankelijk en kan bij de hier optredende energieën uit de volgende relatie afgeleidworden
σ = 10−45 m2 ·

(
E in MeV

10 MeV

)2

, (689)



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 237waarbij de energie van de neutrino's E gelijk gesteld kan worden aan de energie van de positronen.De 12 geregistreerde neutrino's hadden in het gewogen gemiddelde een energie < Eν > = 12,8MeV en (< Eν >)1/2 = 10,9 MeV.(a) Wat is het totale aantal neutrino's dat vrijkwam bij de explosie van de supernova? Ga ervanuit dat de zes neutrinosoorten νe, ν̄e, νµ, ν̄µ, ντ , en ν̄τ , waarvan enkel het ν̄e met de KamiokandeII dete
tor aangetoond kan worden, met vergelijkbare energieën en in vergelijkbare hoeveelhedengeprodu
eerd werden.Antwoord: Allereerst rekenen we uit hoeveel a
tieve protonen protonen aanwezig zijn in deKamiokande II dete
tor.
Nactief

p = (2 protonen/H2O)

(
2.1 × 109 gram H2O

MH2O = 18

)

×NA = 1.4 × 1032. (690)De werkzame doorsnede per a
tief proton bedraagt
σ = 10−45 m2 ·

(
E

10 MeV

)2

= 10−45 m2 ·
(

10.9 MeV

10 MeV

)2

= 1.19 × 10−45 m2. (691)Een a
tief oppervlakte van Np × σ resulteerde in de dete
tie van 12 neutrino's. Het totaleoppervlakte van de neutrinos
hil bedraagt
Atotal = 4πR2 = 4π(170, 000 lichtjaar)2 = 4π(1.61 × 1021 m)2 = 3.25 × 1043 m2. (692)In totaal zijn dus

Nν = (6 soorten neutrino′s) × Atotal

Npσ
= 1.17 × 1057 (693)neutrino's vrijgekomen.(b) Hoe groot is de totale in de vorm van neutrino's vrijgekomen energie in de explosie vanSN1987A? Vergelijk dit met de theoretis
he voorspelling en vorm een oordeel over de overeen-stemming.Antwoord: De totale vrijgekomen energie in de vorm van neutrino's bedraagt

Eν = Nν× < 12.8 MeV >= 1.5 × 1064 eV = 2.4 × 1045 J. (694)We hebben hier gebruikt dat 1 eV ≡ 1.6 × 10−19 J. De overeenstemming is redelijk.(
) Het eerst gemeten ν̄e had een energie van 20,0 MeV. Het laatst gemeten neutrino kwam 12,4se
onde later en had een energie van 8,9 MeV. Welke limiet wordt hiermee op de massa van hetneutrino geplaatst? Neem hierbij aan dat de supernova explosie minstens 10 s en hoogstens 20s geduurd heeft. De benadering y = (1 − (x/C)2)−1/2 ≈ 1 + x2/2C2 + .. voor x ≪ C kan hiernuttig zijn.Antwoord: We zoeken een relatie die verband legt tussen de massa en de energie van een neutrino.We gebruiken
~β =

~pν

Eν
en γ =

Eν

mν
=

1
√

1 − β2
, (695)waarbij mν de massa van het neutrino is. We kunnen s
hrijven

1

β
=

[

1 −
(
mν

Eν

)2
]− 1

2

≈ 1 +
m2

ν

2E2
ν

. (696)
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hil in aankomsttijden van de neutrino's wordt enerzijds gegeven door de periode van 10s waarin de supernova explodeerde, en anderzijds door de vers
hillen in reistijd, t = d/v, in hetgeval dat de neutrino's een massa ongelijk aan nul zouden hebben. Er geldt
10 s + 12.4 s = d

v2
− d

v1
= d

c

(
1
β2

− 1
β1

)

= d
c

(

1 + m2
ν

2E2
2
− 1 − m2

ν

2E2
1

)

= dm2
ν

2c

(
E−2

2 − E−2
1

)
.

(697)We kiezen voor E1 en E2 de grootste en kleinste neutrino energieën, en vinden
m2

ν = 22.4 s × 2c

d

E2
1E

2
2

E2
1 − E2

2

= (22.4 s)

(
(2)(3 × 108 m/s)

1.61 × 1021 m

)

(3.94 × 1023) = (29 eV)2. (698)Opgave 3: Er geldt n = 3 en we hebben de 
ompa
te uitdrukking yi = ar
ixr, waarbij we gebruikmaken van de Einsteinsommatie
onventie.(a) S
hrijf expli
iet de vergelijkingen op die worden voorgesteld door de uitdrukking yi = ar

ixr.Antwoord: Stel dat i = 3 (per 
onventie gaan indi
es als i, j en k over 1, 2 en 3. Stel verder
r = 4 (hiervoor is geen 
onventie), dan geldt

yi = ar
ixr →

y1 = a1
1x1 + a2

1x2 + a3
1x3 + a4

1x4,
y2 = a1

2x1 + a2
2x2 + a3

2x3 + a4
2x4,

y3 = a1
3x1 + a2

3x2 + a3
3x3 + a4

3x4.
(699)(b) Verklaar waarom een uitdrukking als aiix

i zonder enige betekenis is.Antwoord: In het algemeen geldt aij 6= ji. In het geval van uitdrukking aiix
i is het niet duidelijkof we over de rij- of de kolomindex dienen te sommeren. Ook zouden we nog kunnen bedoelendat we over de diagonale elementen van de matrix aij sommeren.(
) Gebruik de sommatie
onventie om

a11b
11 + a21b

12 + a31b
13 + a41b

14 (700)
ompa
t weer te geven (ken ook een waarde toe aan n).Antwoord: Er geldt (met n = 4)
ai1b

1i = a11b
11 + a21b

12 + a31b
13 + a41b

14. (701)(d) Idem voor
a11b

11 + a12b
12 + a13b

13 + a14b
14 + a15b

15. (702)Antwoord: Er geldt (met n = 5)
a1ib

1i = a11b
11 + a12b

12 + a13b
13 + a14b

14 + a15b
15. (703)(e) Idem voor

c1i1 + c2i2 + c3i3 + c4i4 + c5i5 + c6i6 + c7i7 + c8i8. (704)Antwoord: We hebben (met n = 8) de i vergelijkingen
cjij = c1i1 + c2i2 + c3i3 + c4i4 + c5i5 + c6i6 + c7i7 + c8i8. (705)
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onstanten zijn, bereken dan de partiële afgeleiden
∂

∂xk
(aijx

ixj). (706)Hint: het antwoord is ∂
∂xk (aijx

ixj) = akix
i + aikx

i = (aik + aki)x
i.Antwoord: Als we de ∑-notatie gebruiken, vinden we

∑

i,j aijx
ixj =

∑

i6=k
j 6=k

aijx
ixj +

∑

i=k
j 6=k

aijx
ixj +

∑

i6=k
j=k

aijx
ixj +

∑

i=k
j=k

aijx
ixj

= C +
(
∑

j 6=k akjx
j
)

xk +
(
∑

i6=k aikx
i
)

xk + akk

(
xk
)2
,

(707)met C onafhankelijk van xk. Di�erentiëren naar xk levert
∂

∂xk




∑

i,j

aijx
ixj



 = 0 +
∑

j 6=k

akjx
j +

∑

i6=k

aikx
i + 2akkx

k =
∑

j

akjx
j +

∑

i

aikx
i. (708)Als we gebruikmaken van de sommatie
onventie, vinden we

∂

∂xk
(aijx

ixj) = akix
i + aikx

i = (aik + aki)x
i. (709)Opgave 5: We bekijken nu wat lineaire algebra met tensoren.(a) Toon aan dat geldt

(x1, x2, x3)





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33









x1

x2

x3



 = aijx
ixj. (710)Antwoord: Er geldt

(x1, x2, x3)





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33









x1

x2

x3



 = (x1, x2, x3)





a1jx
j

a2jx
j

a3jx
j



 =
[
xi(aijx

j)
]

= aijx
ixj.(711)(b) S
hrijf de kwadratis
he vorm 3x2 + y2 − 2z2 − 5xy − 6yz = 10 door gebruik te maken vaneen symmetris
he matrix.Antwoord: Bovenstaande kwadratis
he vorm wordt gegeven door de niet-symmetris
he matrix

A =





3 −5 0
0 1 −6
0 0 −2



 . (712)We vinden de symmetris
he equivalente matrix door elk niet-diagonaal element te vervangendoor de halve som van dat element en haar spiegelbeeld in de diagonaal van de matrix. Degevraagde representatie wordt dus
(x, y, z)





3 −5/2 0
−5/2 1 −3

0 −3 −2









x
y
z



 = 10. (713)



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 240Uitwerken hiervan levert weer 3x2 + y2 − 2z2 − 5xy − 6yz = 10.(
) In een orthonormaal 
oördinatenstelsel wordt de afstand d(~x, ~y) tussen de punten met plaatsve
-toren ~x en ~y gegeven door
d(~x, ~y) = |~x− ~y| =

√

(~x− ~y)T (~x− ~y). (714)We voeren de 
oördinatentransformatie ~x ′ = A~x of ~x = B~x ′ met B = A−1 uit. Wat is deformule voor de afstand d(~x ′, ~y ′) in het getransformeerde systeem?Hint, het antwoord is
d(~x, ~y) =

√

(~x ′ − ~y ′)TG(~x ′ − ~y ′) = d(~x ′, ~y ′) (715)met G ≡ BTB = (A−1)TA−1 = (AT )−1A−1 = (AAT )−1.Antwoord: Het is een kwestie van invullen. Dit levert
d(~x, ~y) =

√

(~x− ~y)T (~x− ~y)

=
√

(B~x ′ −B~y ′)T (B~x ′ −B~y ′)
=

√

(B(~x ′ − ~y ′))TB(~x ′ − ~y ′)
=

√

(~x ′ − ~y ′)TBTB(~x ′ − ~y ′)
=

√

(~x ′ − ~y ′)TG(~x ′ − ~y ′)
= d(~x ′, ~y ′),

(716)
met G ≡ BTB = (A−1)TA−1 = (AT )−1A−1 = (AAT )−1.We kunnen tensornotatie gebruiken en de produ
tregel voor matri
es om te bewijzen dat geldt
(AB)T = BTAT . Het bewijs gaat als volgt Stel dat A ≡ [aij ]mn (dus m rijen en n kolommen),
B ≡ [bij ]nk, en AB ≡ [cij ]mk. Voor alle i en j hebben we

a′ij = aji, b′ij = bji, c′ij = cji. (717)Er geldt dus AT =
[

a′ij

]

nm
, BT =

[

b′ij

]

kn
, en (AB)T =

[

c′ij

]

km
. We moeten laten zien dat

BTAT =
[

c′ij

]

km
. De de�nitie van het matrixprodu
t geeft BTAT =

[

b′ira
′
rj

]

km
, en omdat

b′ira
′
rj = briajr = ajrbri = cji = c′ij (718)vinden we het gewenste resultaat.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 241OPGAVEN WEEK 4 - Oplossingen Naam:Opgave 1: Welke van de onderstaande uitdrukkingen zijn 
onsistent met de sommatie
onventieen welke niet. Geef altijd de reden voor uw keuze. Laat u niet a�eiden door de keuze voor desymbolen.1. gαβdx
αdxβ = gαβdx

αdxγDe vrije indi
es zijn niet in evenwi
ht (er moeten links en re
hts van het =-teken altijddezelfde vrije indi
es staan).2. gαβa
αbβ = gβγa

βbγOK, alle indi
es zijn sommatie indi
es en we hebben links en re
hts dezelfde dubbele som-matie.3. gαβa
αbβ = gαβa

αcβOK, er zou kunnen gelden dat bα = cα.4. Tα
αγa

γ = gαβa
αbβOK, alle sommaties staan aan beide kanten.5. Tα

βγa
αcβcγ = bαHerhaalde indi
es komen niet voor in boven-beneden paren.6. ∂xα/∂xβ = δα

βOK en waar; een bovenindex in een noemer telt als een benedenindex.7. ∂gαβ/∂x
γ = 0OK, dit zijn 40 vergelijkingen die uitdrukken dat alle eerste-orde afgeleiden van de metris
hetensor gelijk zijn aan nul.8. gαβ

∂xα

∂xγ′
∂xβ

∂xδ′ = gγδ
∂xγ

∂xα′
∂xδ

∂xβ′

α en β zijn vrije indi
es aan een kant, maar sommatie indi
es aan de andere kant.9. gα′β′aα′
bβ

′
= gαβa

αbβOK.10. aα(gβγb
βbγ) = bγDe vrije indi
es zijn niet in evenwi
ht.11. Tα

αβ = T β
ββHerhaalde indi
es komen niet voor in boven-beneden paren.12. gαβ = ηβαOKOpgave 2: Deze opgave is bedoeld om uit te vinden of u op 
orre
te wijze indi
es naar bovenof beneden kunt halen. We bes
houwen twee dimensies, waarbij de indi
es A, B, ... de waarden1 of 2 kunnen aannemen. De metris
he tensor wordt gegeven door

gAB =

(
F 1
1 0

)

, (719)
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onstante. Bes
houw de ve
toren
aA = (1, 0), bA = (0, 1), cA = (1, 0), dA = (0, 1). (720)(a) Bepaal de inverse van de metris
he tensor gAB .Antwoord: De inverse metris
he tensor is

gAB =

(
0 1
1 −F

)

, (721)en gABg
AB = 1. (b) Bepaal aA, bA, cA, dA, ~a ·~b, ~a · ~c en ~a · ~d.Antwoord: Er geldt aA = (0, 1) (gebruik ai = gijaj), bA = (1,−F ), cA = (F, 1), dA = (1, 0),

~a ·~b = 1 ~a · ~c = 1 en ~a · ~d = 0.Opgave 3: In deze opgave gaan we 
oördinatentransformaties bestuderen (voor toeli
hting, ziese
tie 4.4 op bladzijde 60).(a) Bereken de transformatiematrix (zie vergelijking (88) voor de 
oördinatentransformatie (x, y) →
(ξ, η) met ξ = x en η = 1.Antwoord: Er geldt

Λα
β =

(
∂ξ/∂x ∂ξ/∂y
∂η/∂x ∂η/∂y

)

=

(
1 0
0 0

)

. (722)(b) Bereken de ja
obiaan (dat is de determinant van de transformatiematrix; zie vergelijking(89)) en laat zien dat voor bovenstaande transformatie soms geldt J = 0.Antwoord: De ja
obiaan is det Λα
β en we vinden J = 0, onafhankelijk van x en y.(
) Het is belangrijk dat een afbeelding één op één is en dat komt wiskundig tot uitdrukking inde eis dat de ja
obiaan van de 
oördinatentransformatie J 6= 0.Zijn de volgende 
oördinatentransformaties goede afbeeldingen? Bereken de ja
obiaan en vermeldde punten waarvoor de afbeeldingen falen.1. ξ = (x2 + y2)

1
2 , η = arctan( y

x);OK, behalve in de oorsprong (x = y = 0). Het zijn de gebruikelijke uitdrukkingen voorpool
oördinaten.2. ξ = lnx, η = y;Niet gede�nieerd voor x < 0. Niet OK voor x = 0. OK voor x > 0. De transformatiebeeldt de re
hterkant van het (x, y) vlak af op het hele vlak (ξ, η).3. ξ = arctan( y
x), η = (x2 + y2)−

1
2 .OK, behalve voor de oorsprong en voor oneindig. De afbeelding stelt een inversie van hetvlak voor door de eenheids
irkel.Opgave 4: Teken de volgende 
urven. Welke hebben hetzelfde pad? Bepaal ook hun raakve
-toren waar de parameter gelijk is aan nul (een 
urve die met parameter λ geparametriseerd is,heeft raakve
tor ~V = V α~eα = d

dλ met 
omponenten V α = dxα

dλ en basis ~eα = ∂
∂xα ).(a) x = sinλ, y = cos λ.
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urve heeft het pad x2 + y2 = 1 en stelt de eenheids
irkel voor.De raakve
tor heeft 
omponenten V α = (cos λ,− sinλ) en voor λ = 0 vinden we V α = (1, 0).(b) x = cos (2πt2), y = sin (2πt2 + π).Antwoord: Er geldt y = sin (2πt2 + π) = − sin (2πt2). Verder kwadrateren we x en y weer.Daarna optellen levert x2 + y2 = 1 en we vinden hetzelfde pad als voor vraag 4a.De raakve
tor heeft 
omponenten V α = (−4πt sin (2πt2), 4πt cos (2πt2 + π)) en voor t = 0 vindenwe V α = (0, 0).(
) x = s, y = s+ 4.Antwoord: We vullen de uitdrukking voor x in die voor y in, en vinden y = x + 4 en dat is devergelijking van een lijn met helling 1, die door het punt (0, 4) gaat.De raakve
tor heeft 
omponenten V α = (1, 1) en voor s = 0 vinden we V α = (1, 1).(d) x = s2, y = −(s− 2)(s + 2).Antwoord: Er geldt y = −(s − 2)(s + 2) = −s2 + 4 en invullen van x = s2 levert y = −x + 4.Weer de vergelijking van een lijn die door het punt (0, 4) gaat, maar nu met helling -1.De raakve
tor heeft 
omponenten V α = (2s,−2s) en voor s = 0 vinden we V α = (0, 0).(e) x = µ, y = 1.Antwoord: Dit is de vergelijking van de lijn y = 1, waarbij x geparametriseerd wordt door µ.De raakve
tor heeft 
omponenten V α = (1, 0) en voor µ = 0 vinden we V α = (1, 0).Opgave 5: De relatie tussen 
artesis
he (x, y) en pool
oördinaten (r, θ) wordt gegeven door
r =

√

x2 + y2 en θ = arctan( y
x) en de inverse relaties x = r cos θ en y = r sin θ.(a) Bereken alle elementen van de transformatiematri
es Λα′

β en Λµ
ν′ voor de transformatie van
artesis
he (het stelsel zonder a

ent) naar polaire (met a

enten op de indi
es) 
oördinaten.Antwoord: Er geldt (gebruik y = arctan(x) → y′ = 1

1+x2 )
Λ1′

1 = ∂r
∂x = x

r

Λ1′
2 = ∂r

∂y = y
r

Λ2′
1 = ∂θ

∂x = 1

1+( y
x)

2 · − y
x2 = − y

r2

Λ2′
2 = ∂θ

∂y = 1

1+( y
x)

2 · 1
x = x

r2







Λα′
β =

(
x
r

y
r

− y
r2

x
r2

)

, en Λµ
ν′ =

(
x
r −y
y
r x

)

.(723)We hebben gebruik gemaakt van het feit dat voor elke 2 × 2 matrix geldt
A =

(
a b
c d

)

→ A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

. (724)(b) Stel f = x2 + y2 + 2xy en in 
artesis
he 
oördinaten ~V → (x2 + 3y, y2 + 3x), ~W → (1, 1).Bereken f als fun
tie van r en θ, en bepaal de 
omponenten van ~V en ~W voor de polaire basisdoor ze uit te drukken als fun
ties van r en θ.Antwoord: Invullen van x = r cos θ en y = r sin θ geeft dire
t f = r2 + 2r2 cos θ sin θ.Voor de ve
tor
omponenten geldt
V α′

= Λα′
βV

β =

(
x
r

y
r

− y
r2

x
r2

)(
x2 + 3y
y2 + 3x

)

=

(
x3

r + y3

r + 6xy
r

−x2y
r2 − 3y2

r2 + xy2

r2 + 3x2

r2

)

. (725)



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 244Weer gebruikmaken van x = r cos θ en y = r sin θ levert V r = r2(cos3 θ + sin3 θ) + 6r sin θ cos θ,en V θ = 3cos2 θ − 3 sin2 θ + r cos θ sin θ(sin θ − cos θ).Op dezelfde wijze gaat de ve
tor ~W → (1, 1) over in
Wα′

= Λα′
βW

β =

(
x
r

y
r

− y
r2

x
r2

)(
1
1

)

=

(
x
r + y

r
− y

r2 + x
r2

)

. (726)Invullen van x = r cos θ en y = r sin θ levert W r = cos θ + sin θ en W θ = (cos θ − sin θ)/r .(
) Bepaal de 
omponenten van d̃f in 
artesis
he 
oördinaten en verkrijg ze in pool
oördinatendoor (i) dire
te berekening in pool
oördinaten, en (ii) door transformeren van de 
artesis
he
omponenten.Antwoord: Er geldt f = x2 + y2 + 2xy en dus
d̃f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)

= (2x+ 2y, 2y + 2x) . (727)In pool
oördinaten hadden we f = r2 + 2r2 cos θ sin θ en een dire
te berekening geeft
d̃f =

(

(d̃f)r, (d̃f)θ

)

=
(

∂f
∂r ,

∂f
∂θ

)

=
(
2r + 4r cos θ sin θ, 2r2(cos2 θ − sin2 θ)

)

=
(
2r(1 + sin 2θ), 2r2 cos 2θ

)
.

(728)We gebruiken de goniometris
he relaties sin 2x = 2 sinx cos x en cos 2x = cos2 x− sin2 x.We kunnen deze uitdrukking ook vinden door de 
artesis
he 
omponenten te transformeren. Ditgaat als volgt
d̃fν′ = d̃fµΛµ

ν′ = (2x+ 2y, 2x + 2y)

(
x
r −y
y
r x

)

=

(
2x2

r
+

2xy

r
+

2xy

r
+

2y2

r
,−2xy − 2y2 + 2x2 + 2xy

)

.(729)Gebruikmaken van x = r cos θ en y = r sin θ levert
d̃fν′ =

(
2r + 4r cos θ sin θ, 2r2 cos2 θ − 2r2 sin2 θ

)
=
(
2r(1 + sin 2θ), 2r2 cos 2θ

)
. (730)(d) Gebruik de metris
he tensor in pool
oördinaten om de polaire 
omponenten van de 1-vormen

Ṽ en W̃ geasso
ieerd met ~V en ~W te vinden.Antwoord: De plaatsve
tor wordt gegeven door ~r = r cos θ~i + r sin θ~j. De eenheidsve
torenworden gegeven door
~er =

∂~r

∂r
=

(
cos θ
sin θ

)

, en ~eθ =
∂~r

∂θ
=

(
−r sin θ
r cos θ

)

. (731)De 
omponenten van de metris
he tensor worden gegeven door gαβ = g(~eα, ~eβ). Uitwerken levert
gαβ =

(
~er · ~er ~er · ~eθ
~eθ · ~er ~eθ · ~eθ

)

=

(
cos2 θ + sin2 θ −r sin θ cos θ + r sin θ cos θ

−r sin θ cos θ + r sin θ cos θ r2 cos2 θ + r2 sin2 θ

)

=

(
1 0
0 r2

)

. (732)
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omponenten van de 1-vorm Ṽ worden gegeven door
Vα = gαβV

β =

(
1 0
0 r2

)(
r2(cos3 θ + sin3 θ) + 6r sin θ cos θ

3 cos2 θ − 3 sin2 θ + r cos θ sin θ(sin θ − cos θ)

)

=

(
r2(cos3 θ + sin3 θ) + 6r sin θ cos θ

3r2 cos2 θ − 3r2 sin2 θ + r3 cos θ sin θ(sin θ − cos θ)

)

.

(733)Evenzo vinden we de 
omponenten van de 1-vorm W̃ door
Wα = gαβW

β =

(
1 0
0 r2

)(
cos θ + sin θ

(cos θ − sin θ)/r

)

=

(
cos θ + sin θ
r(cos θ − sin θ)

)

. (734)De 
omponenten van ve
toren kunnen uit 1-vormen gevonden worden met de inverse metriek.Er geldt
gαβ =

(
1 0
0 r−2

)

. (735)(e) Bepaal de polaire 
omponenten van Ṽ en W̃ door transformatie van de 
artesis
he 
ompo-nenten.Antwoord: In 
artesis
he 
oördinaten hebben we de ve
toren
V α =

(
x2 + 3y
y2 + 3x

)

en Wα =

(
1
1

)

. (736)De metris
he tensor in 
artesis
he 
oördinaten is de eenheidsmatrix. We vinden derhalve voorde 
omponenten van de geasso
ieerde 1-vormen
Vα =

(
x2 + 3y, y2 + 3x

)
en Wα = (1, 1) . (737)De polaire 
omponenten worden vervolgens gevonden door de transformatie

Vν′ = Λµ
ν′Vµ =

(
x2 + 3y, y2 + 3x

)
(

x
r −y
y
r x

)

=
(

x3

r + 3xy
r + y3

r + 3xy
r ,−x2y − 3y2 + xy2 + 3x2

)

=
(

r3 cos3 θ
r + 3r2 cos θ sin θ

r + r3 sin3 θ
r + 3r2 cos θ sin θ

r ,

−r3 cos2 θ sin θ − 3r2 sin2 θ + r3 cos θ sin2 θ + 3r2 cos2 θ
)

=
(
r2(cos3 θ + sin3 θ) + 6r sin θ cos θ, 3r2 cos2 θ − 3r2 sin2 θ + r3 cos θ sin θ(sin θ − cos θ)

)
.(738)Evenzo vinden we

Wν′ = Λµ
ν′Wµ = (1, 1)

(
x
r −y
y
r x

)

=
(x

r
+
y

r
,−y + x

)

= (cos θ + sin θ, r(cos θ − sin θ)) .(739)



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 246OPGAVEN WEEK 5 en 6 Naam:Opgave 1: Een vrij deeltje beweegt met snelheid v langs de y-as, zoals gezien in een zekerlorentzstelsel. Op tijd t = 0, gezien vanuit dit lorentzstelsel, is het deeltje in de oorsprong.(a) U kunt aannemen dat de snelheid v van dit deeltje 
onstant is. Waarom?Antwoord: Het deeltje is een vrij deeltje: er werken geen kra
hten op, en dus zal het met
onstante snelheid blijven voortbewegen.(b) Bereken de positie van het deeltje als fun
tie van de eigentijd τ met behulp van de tijddi-latatieformule.Antwoord: In het gegeven inertiaalstelsel geldt dat het deeltje beweegt met een snelheid v, endus volgt in dit stelsel y(t) = vt (plus eventueel een 
onstante). Hierin is t de tijd zoals gemetendoor de waarnemer in dit stelsel; deze tijd kunnen we oms
hrijven naar de tijd τ zoals gemetendoor een waarnemer die meebeweegt met het deeltje via de tijddilatatieformule t = γτ (overtuiguzelf dat de γ 
orre
t is geplaatst!). op deze manier volgt
y(τ) = γvτ.(
) Bereken nogmaal de positie van het deeltje als fun
tie van de eigentijd, maar nu met behulpvan de lorentztransformaties.Antwoord: Dezelfde 
on
lusie volgt ook via de boosts: y = γ(y′ + vτ), waarin y′ en τ de positieen tijd zijn zoals gemeten door een waarnemer die meebewegen met het deeltje. Voor dezewaarnemer geldt y′ = 0; ingevuld in de Lorentz-transformatie volgt zo wederom
y(τ) = γvτ.(d) Gebruik uw antwoord uit (b) of (
) om de viersnelheid uµ van het deeltje te berekenen. Laatzien dat geldt ηµνu

µuν = −c2.Antwoord: De viersnelheid uµ is gede�nieerd als de afgeleide van xµ naar de eigentijd τ ; via hetantwoord uit b) of 
) volgt zo
ut = γc, ux = 0, uy = γv, uz = 0.De 
ontra
tie ηµνu

µuν levert dan op
ηµνu

µuν = −γ2c2 + γ2v2

=
1

1 −
(

v
c

)2 (v2 − c2)

= −c2Opgave 2: Via het formalisme van Lagrange kunnen we aantonen dat het kortste pad tussentwee punten in een eu
lidis
he ruimte, een re
hte lijn is; dit is op het 
ollege voorgerekend. Wevragen ons in deze opgave af of iets analoogs geldt in een minkowskiruimtetijd. Oftewel: is hetkortste pad tussen twee puntgebeurtenissen ook een re
hte lijn?(a) Laat zien dat de afstand tussen twee puntgebeurtenissen wordt gegeven door de volgendeintegraal:
S =

∫
(

−
(
dt

dx

)2

+ 1 +

(
dy

dx

)2

+

(
dz

dx

2)
)

dx. (740)



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 247Antwoord: Het lijnelement ds2 kunnen we opvatten als de afstand (in het kwadraat) tussen tweepuntgebeurtenissen in de ruimtetijd, maar strikt genomen alleen wanneer deze puntgebeurtenis-sen heel di
ht bij elkaar liggen. Om de afstand S te berekenen als de puntgebeurtenissen nietheel di
ht bij elkaar liggen, moet ds geintegreerd worden:
S =

∫

ds

=

∫
(

ηµνdx
µdxν

)1/2

=

∫
(

− c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2

)1/2

=

∫
(

− c2
(
dt

dx

)2

+ 1 +

(
dy

dx

)2

+

(
dz

dx

)2
)1/2

dxIn de laatste stap is gekozen om dx2 uit de integrand te halen; een van de andere dxµ wasuiteraard ook 
orre
t geweest.(b) Kies een lorentzstelsel waarin de twee gebeurtenissen plaatsvinden op hetzelfde tijdstip.Gebruik daarna de Euler-Lagrange vergelijkingen om aan te tonen dat S minimaal is wanneerhet pad tussen de twee gebeurtenissen een re
hte lijn is.Antwoord: Voor de waarnemer voor wie de puntgebeurtenissen op hetzelfde moment plaatsvindengeldt dt = 0, en is de eerste term van de integrand gelijk aan nul. Er blijft over:
S =

∫
(

1 +

(
dy

dx

)2

+

(
dz

dx

)2
)1/2Het minimaliseren van deze uitdrukking krijgen we voor elkaar door de integrand L = (1 +

(
dy
dx

)2
+
(

dz
dx

)2
)1/2 in te vullen in de Euler-Lagrange vergelijkingen

∂L

∂xα
=

d

dx

(

∂L

∂ dxα

dx

)Dit zijn vier vergelijkingen: voor elk van de xα levert dit een di�erentiaalvergelijking op. Die voor
xα = t is makkelijk: omdat onze L niet van t of dt

dx afhangt, zullen beide kanten nul opleveren.Hetzelfde geldt voor xα = x. Er blijven dan ook twee vergelijkingen over: een voor xα = y, eneen keer voor xα = z. Die voor y ziet er dan als volgt uit:
0 =

d

dx

(
1

L

dy

dx

)Dit leert ons dat de uitdrukking tussen haakjes een 
onstante is met betrekking tot x:
(

1

L

dy

dx

)

= A = constantDezelfde analyse en 
on
lusie volgt voor xµ = z:
(

1

L

dz

dx

)

= B = constant



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 248Deze twee vergelijkingen zijn aan elkaar gekoppeld: de fun
tie L bevat zowel dy
dx als dz

dx , en ditmaakt dat de oplossing voor y(x) van z(x) afhangt en vi
e versa. Dit maakt het gelijktijdigoplossen van de twee vergelijkingen wat lastig, maar we kunnen dit probleem omzeilen door detwee vergelijkingen op elkaar delen. Op deze manier valt de fun
tie L er uit, en wordt gevonden
dy

dx
=
A

B

dz

dxHier staat dat de afgeleides van de fun
ties z(x) en y(x) sle
hts een 
onstante A/B s
helen metelkaar. Dit verband kunnen we gebruiken om de twee eerdere vergelijkingen te ontkoppelen. Vulhiertoe dit verband in, en gevonden wordt voor (zeg) dy
dx :

dy

dx
= A

(

1 +

(
dy

dx

)2

+

(
dz

dx

)2
)1/2

= A

(

1 +

(
dy

dx

)2

+

(
B

A

)2(dy

dx

)2
)1/2Dit is een vergelijking voor de afgeleide dy

dx , en kan eenvoudig worden hers
hreven tot
dy

dx
= ± A√

1 −A2 −B2
= constantDeze vergelijking is makkelijk op te lossen: hij zegt dat de fun
tie y en x een lineair verbandkennen: zo is gevolgd dat y(x) een re
hte lijn is. Op dezelfde manier kan de analyse gedaanworden voor z om te vinden dat ook z en x een lineair verband kennen, en dus dat z(x) een re
htelijn is. De 
on
lusie is dan ook dat het pad ~x = (x, y(x), z(x)) tussen de twee gebeurtenissen eenre
hte lijn is, en dit is wat moest worden aangetoond.(
) De 
on
lusie uit opgave (b) is dat voor deze spe
i�eke waarnemer inderdaad geldt dat deafstand tussen twee puntgebeurtenissen een re
hte lijn is. Beargumenteer, zonder opnieuw deEuler-Lagrange vergelijkingen op te lossen, dat dezelfde 
on
lusie ook moet gelden voor allewaarnemers in minkowksistelsels.Antwoord: Gekeken naar het lijnelement, is er geen wezenlijk vers
hil tussen de term c2dt2 ende termen dx2, dy2, dz2: zij s
helen onderling een minteken en een paar fa
toren c2, maar ditverandert alleen de waarde van de 
onstantes in de uitwerking van (b); de 
on
lusie dat alleverbanden re
hte lijnen zijn, blijft dan ook ongewijzigd.Opgave 3: In Stanford, Californie, staat een lineaire deeltjesversneller genaamd SLAC (StanfordLinear A

elator Center) Two-mile A

elator. Dit is een instrument van ongeveer 2 mijl langwaarin een 
onstant elektris
h veld E is aangebra
ht, dat sterk genoeg is om elektronen vanuitrust te doen versnellen tot zij een energie E hebben van 40 GeV (zoals gemeten in het ruststelselvan het apparaat). We nemen aan dat het ruimtelijk deel van de relativistis
he impuls ~p voldoetaan de volgende bewegingsvergelijking:

d~p

dt
= e ~E , (741)waarin t de tijd is zoals gemeten in het ruststelsel van de pijp, en e de elektris
he lading van hetelektron (hierdoor is e ~E niets anders dan de kra
ht ~F op het elektron).(a) Neem aan dat het elektron start vanuit rust aan een kant van het apparaat, en dat hetelektris
h veld langs de x-as is. Gebruik de bewegingsvergelijking om uit te rekenen wat de



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 249positie x is van het elektron als fun
tie van de tijd t. Hint: bereken eerst v(t); wanneer dezegevonden is, integreer deze om x(t) te vinden. U houdt een integratie
onstante over; kies dezezodanig dat geldt dat het elektron een positie x = 0 heeft op tijdstip t = 0.Antwoord: De snelheid v(t) ten opzi
hte van de pijp kunnen we uitrekenen met behulp van degegeven bewegingsvergelijking. De relativistis
he impuls ~p is gelijk aan γmv (waarbij γ geen
onstante is, omdat de snelheid van het deeltje toeneemt in de tijd), en de bewegingsvergelijkingwordt dan
γ(v)mv = eE tDe linkerkant van de vergelijking bevat v, en we kunnen deze uit de vergelijking oplossen. Watsimpele algebra levert op

v = ± eE ct√
m2c2 + e2E 2t2(plusmin-teken komt voort uit het nemen van een wortel; het de�nieert hier niets anders dan deri
hting waarin het deeltje beweegt. We kiezen vanaf nu de plus-ri
hting). Nu de fun
tie v(t) isgevonden, kan deze worden geintegreerd om de positie x(t) te vinden. Dit is niet zo moeilijk alshet lijkt: de afgeleide van een wortel is 1 gedeeld door die wortel, en zo kunnen we al vermoedendat de integraal van deze uitdrukking ongeveer de wortel van de noemer zal opleveren. Er geldtdan ook in het algemeen

∫
θ√

A+ θ2
dθ =

√

A+ θ2 +Bwaarin A en B twee willekeurige 
onstanten zijn. Als we dit gebruiken om de fun
tie v(t) teintegreren, vinden we voor de positie x(t):
x(t) =

1

eE

√

m2c4 + e2E 2c2t2 +BDe 
onstante B kiezen we zo, dat op tijdstip t = 0 het elektron op positie x = 0 is. Vul hiertoede waarde t = 0 in, eis dat x = 0, en gevonden wordt dat dit alleen waar kan zijn als de 
onstantede volgende waarde heeft:
B = −mc

2

eE(b) Laat zien dat de elektronen, ten opzi
hte van het apparaat, niet sneller kunnen gaan dan hetli
ht. (Opmerking: via opgave 4b, volgt hieruit dat de elektronen niet sneller kunnen gaan danhet li
ht ten opzi
hte van elke waarnemer.)Antwoord: Het elektris
h veld geeft het elektron een (
onstante) versnelling, en dus zou hetelektron zijn maximale snelheid bereiken na oneindig veel tijd. Als we de limiet nemen t → ∞in de uitdrukking voor de snelheid v(t), vinden we een maximale snelheid van c:
lim
t→∞

eE ct√
m2c2 + e2E 2t2

= c.Sneller dan het li
ht is blijkbaar niet mogelijk, en de li
htsnelheid zelf wordt pas bereikt naoneindig lang versnellen.(
) De elektronen versnellen door de aanwezigheid van het elektris
h veld E , en winnen daardooraan energie, zoals gezien vanuit het apparaat. S
hrijf de uitdrukking op voor deze energie alsfun
tie van de tijd t. S
hrijf ook de energie op gezien vanuit het elektron.
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he energie van een deeltje wordt gegeven door E2 = ~p2c2 +m2c4, waar
~p het ruimtelijke deel is van de relativistis
he impuls. Een uitdrukking voor de laatste, zoalsgemeten in het stelsel van de pijp, kunnen we dire
t vinden uit de gegeven bewegingsvergelijking:
d~p
dt = eE geeft ~p(t) = eE t (merk op dat dit geldt omdat het elektris
h veld 
onstant is). Derelativistis
he energie is dan

E =
√

e2E 2c2t2 +m2c4Deze energie neemt toe in de tijd; dit is, uiteraard, omdat het elektris
h veld het elektron eensteeds hogere snelheid geeft; hierdoor neemt de kinetis
he energie van het elektron toe. De ener-gie gezien vanuit het elektron is simpelweg E = mc2, omdat het elektron zi
h altijd in zijn eigenruststelsel bevindt. Merk op dat het niet toegestaan is om de Lorentz-transformaties tussenenergie en impuls te gebruiken om deze energie te vinden omdat het elektron zi
h niet in eeninertiaalstelsel bevindt (het versnelt!): de Lorentz-transformaties gelden voor 
oordinaattrans-formaties tussen inertiaalstelsels!(d) De lengte van de versneller is twee mijl. Gebruik uw antwoorden uit (a) en (
) om te bepalenhoe groot het elektris
h veld moet zijn opdat de elektronen een energie (ten opzi
hte van hetapparaat) van E = 40 GeV hebben wanneer zij aan de andere kant van de versneller uitkomen(opmerking: de wetten van de elektrodynami
a di
teren dat de elektronen een beetje energieverliezen ten gevolge van hun versnelling; dit e�e
t mag u verwaarlozen).Antwoord: Wanneer we de gevonden uitdrukkingen bekijken voor de positie x(t) en de energie
E(t) van het elektron gezien vanuit de pijp, is te zien dat zij beide dezelfde wortel bevatten. Ditis handig, want dat betekent dat we x en E in elkaar kunnen uitdrukken:

x =
1

eE
E − mc2

eEHet elektris
h veld E benodigd om te zorgen dat het elektron een energie E heeft op positie x,wordt dan gegeven door
E =

1

ex
(E −mc2) ≈ E

ex(waar in de laatste stap de rustenergie mc2 van het elektron is verwaarloosd: deze is namelijkongeveer 0.5 MeV, wat veel kleiner is dan de energie E). We vullen de volgende getallen in:
E = 40 GeV = 6.4 · 10−9 J, e = 1.6 · 10−19 C, x = 2 mijl = 3 km, en zo wordt een elektris
h veldgevonden van E = 1.3 · 107 N/C.(e) Welke snelheid, ten opzi
hte van het apparaat, hebben de elektronen, wanneer zij de versnelleruitkomen?Antwoord: Het verband tussen snelheid en energie wordt gegeven door de uitdrukking E = γmc2.Deze kan worden omges
hreven tot

v = c

√

1 − m2c4

E2
. (742)Invullen van de getallen E = 40 GeV (energie van het elektron op het eind van de pijp) en

mc2 = 0.5 MeV geeft een snelheid van nagenoeg de li
htsnelheid: v = 0.999999999922c.Opgave 4: In het 
ollege is de regel voor het optellen van snelheden afgeleid: wanneer tweewaarnemers in lorentzstelsels bewegen ten opzi
hte van elkaar met snelheid v in de x−ri
hting en



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 251beiden kijken naar de snelheid van een voorbijvliegend deeltje, dan gelden de volgende relatiestussen de snelheden ~u en ~u′ van het deeltje, zoals gemeten door de twee waarnemers:
u′x =

ux + v

1 + uxv
c2
,

u′y =
1

γ

uy

1 + vux

c2
,

u′z =
1

γ

uz

1 + vux
c2
,waarin

γ =
1

√

1 −
(

v
c

)2
.(a) Bewijs deze formules met behulp van de lorentztransformaties.Antwoord: De lorentztransformaties tussen twee waarnemers die een onderlingen snelheid hebbenvan v in x-ri
hting, worden gegeven voor dt′ = γ(dt+ v

c2
dx), dx′ = γ(dx+vdt), dy′ = dy, dz′ = dz.Wanneer de waarnemer (zonder a

entje) kijkt naar een deeltje dat beweegt in zijn stelsel metsnelheid ux = dx

dt in x-ri
hting, volgt voor de snelheid u′x = dx′
dt′ van het deeltje zoals gemeten doorde andere waarnemer (met a

entje):

u′x =
dx′

dt′

=
γ(dx+ vdt)

γ(dt + v
c2
dx)waar de lorentztransformaties zijn ingevuld om dx′ en dt′ te vervangen door dx en dt. Door nuteller en noemer te delen door γdt volgt

=
dx
dt + v

1 + v
c2

dx
dt

=
ux + v

1 + uxv
c2Dit bewijst de eerste van de gegeven vergelijkingen. De twee anderen zijn op dezelfde manierte vinden: s
hrijf de snelheden u′y = dy′

dt′ , u′z = dz′
dt′ op van het deeltje zoals gemeten door dewaarnemer met a

entje, vervang dy′, dz′ door dy, dz en dt′ door dt met behulp van de lorentz-transformaties, en werk uit. Het resultaat zijn de twee overgebleven vergelijkingen, die danbewezen zijn.(b) Laat zien dat als een van de twee waarnemers (zeg: de waarnemer die we aanduiden zondera

entje) het deeltje ziet bewegen met een snelheid ~u lager dan de li
htsnelheid c, elke anderewaarnemer (met a

entje) ook een snelheid ~u′ zal meten kleiner dan c. Neem hierbij niet zon-dermeer aan dat het deeltje in x−ri
hting beweegt.Antwoord: We bes
houwen nu een deeltje dat in willekeurige ri
hting beweegt ten opzi
hte vande waarnemers, en dit doet ten opzi
hte van de waarnemer zonder a

entje, met een snelheid ~ulager dan die van het li
ht. We nemen dus aan

~u2 < c2



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 252We dienen nu aan te tonen dat dan voor de snelheid ~u′, zoals gemeten door de waarnemer meta

entje, eveneens geldt dat ~u′2 < c2. Hiertoe s
hrijven we deze snelheid op en werken hem uitmet behulp van de transformatieregels gevonden in (a).
~u

′2 = u′2x + u′2y + u′2z

=

(
ux + v

1 + uxv
c2

)2

+

(
1

γ

uy

1 + vux
c2

)2

+

(
1

γ

uz

1 + vux
c2

)2Het is nu een kwestie van algebra geworden. Een aantal stappen staat hieronder
=

1
(
1 + uxv

c2

)2

(

u2
x + v2 + 2uxv +

(

1 − v2

c2

)

(u2
y + u2

z)

)

=
1

(
1 + uxv

c2

)2

(

~u2 + v2 + 2uxv −
v2

c2
u2

y −
v2

c2
u2

z

)(waar is gebruikt dat ~u2 = u2
x + u2

y + u2
z.) We dienen nu aan te tonen dat dit kleiner is dan c2,oftewel: aangetoond moet worden

1
(
1 + uxv

c2

)2

(

~u2 + v2 + 2uxv −
v2

c2
u2

y −
v2

c2
u2

z

)

< c2Dat dit waar is kunnen we aantonen door beide kanten te vermenigvuldigen met (1 + uxv
c2

)2 enwederom wat algebra te doen. Het resultaat is dat we moeten laten zien dat
~u2 + v2 − v2

c2
~u2 − c2 < 0Linkerkant kunnen we s
hrijven als (~u2 − c2)(1 − v2

c2 ). De tweede fa
tor hierin is positief (omdat
v altijd kleiner is dan c); de eerste fa
tor hierin is negatief, omdat we hadden aangenomen datde eerste waarnemer het deeltje een snelheid u ziet hebben kleiner dan c. De linkerkant van onslaatste resultaat is dus inderdaad kleiner dan nul, en hiermee is het gestelde aangetoond: als
~u2 < c2, dan geldt eveneens ~u′2 < c2.(
) Dezelfde opgave als (b), maar deze keer voor snelheden ~u groter dan c, oftewel: laat zien datals voor een waarnemer geldt ~u > c, dan voor elke andere waarnemer eveneens geldt ~u′ > 0.Antwoord: Deze opgave gaat helemaal hetzelfde als de vorige, alleen is de aanname nu dat
~u2 > c2 en moet worden aangetoond (na pre
ies dezelfde algebra als bij (b)) dat er geldt:

~u2 + v2 − v2

c2
~u2 − c2 > 0Dat dit waar is, volgt door op te merken dat de linkerkant ges
hreven kan worden als (~u2−c2)(1−

v2

c2 ), en in te zien dat de tweede fa
tor positief is omdat v > c, en de eerste fa
tor eveneens positiefis vanwege de aanname ~u2 > c2. Hiermee is het gestelde aangetoond: als ~u2 > c2, dan geldteveneens ~u′2 > c2.Opgave 5: Deze opgave gaat over een van de beroemde paradoxen uit de spe
iale relativiteit-stheorie. Doel is aan te tonen dat, wanneer netjes en 
onsequent gewerkt wordt, er geen tegen-strijdigheden blijken te bestaan.We bes
houwen in deze opgave een boer die een ladder die hij graag wil opbergen, maar op hetprobleem stuit dat zijn ladder langer is dan zijn s
huur. De boer besluit heel hard te gaan rennen



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 253met zijn ladder, omdat hij uit de relativiteitstheorie heeft begrepen dat dan, voor zijn vrouwgezien die stilstaat naast de s
huur, de ladder verkort zal lijken. Als hij maar hard genoeg rent,beredeneert hij, ondervindt de ladder een lorentz
ontra
tie en zal de ladder wel degelijk netjesin de s
huur passen. E
hter, onder het rennen bemerkt hij dat voor hem, juist de s
huur korteris geworden: de ladder past er nu al helemaal niet meer in! De paradox is dan ook de volgende:de boerin 
laimt dat de ladder wel degelijk in de s
huur past, en tegelijkertijd 
laimt de boer datde ladder niet past. Kunnen ze beiden gelijk hebben, of is er sprake van een tegenstrijdigheid?We stellen ons voor dat de ladder lampjes heeft op de voor en a
hterkant, en bes
houwen devolgende puntgebeurtenissen: de lampjes geven beide een �its af op hetzelfde moment zoalsgezien door de boerin. Het lorentzframe van de boerin zullen we aanduiden met 
oordinatenzonder a

entje, en het lorentzframe van de boer zullen we aanduiden met 
oordinaten meta

entje.(a) S
hrijf de vierve
toren dxµ respe
tievelijk dx′ µ op die het vers
hil in tijd en afstand aangeventussen de twee puntgebeurtenissen, zoals gezien door boerin respe
tievelijk boer. Noem hierbijde lengte van de ladder L respe
tievelijk L′. Neem hierbij aan dat beiden hun assenstelselszo hebben gekozen, dat de boer in de x-ri
hting aan het rennen is. Let op: met de gegeveninformatie kan nog niet elke 
omponent van de vierve
toren een waarde toegekend worden. Laatdeze 
omponenten onbepaald.Antwoord: In het stelsel van de boerin geldt dat de twee lampjes op hetzelfde moment �itsen:
cdt = 0; de afstand tussen deze twee gebeurtenissen is voor haar pre
ies de lengte L van deladder: dx = L; in y en z-ri
htingen vinden de gebeurtenissen plaats op dezelfde plek dy = 0,
dz = 0. Voor de boer geldt dat de tijdsduur tussen het �itsen van de lampjes niet gelijk is aannul (wat de waarde wel is, kunnen we op basis van de gegeven informatie niet vaststellen); deafstand tussen de posities van de twee gebeurtenissen is voor hem pre
ies de lengte L′ van deladder (de lampjes bevinden zi
h immers op de twee uiteinden van de ladder): dx′ = L′; in y′ en
z′-ri
htingen vinden de gebeurtenissen plaats op dezelfde plek dy′ = 0, dz′ = 0.(b) S
hrijf de lorentztransformaties op tussen de twee vierve
toren. Neem hierbij aan dat de boerrent met 
onstante snelheid v in x−ri
hting. Hoe zijn de lengtes L en L′ aan elkaar gerelateerd?Antwoord: Omdat de twee waarnemers beide in lorentzstelsels bevinden, zijn hun gemeten af-standen en tijdsduren aan elkaar gerelateerd via de lorentztransformaties.

dt′ = γ(dt +
v

c2
dx)

dx′ = γ(dx+ vdt)Met de antwoorden uit (a) ingevuld, nemen deze de volgende vorm aan
dt′ = γ

v

c2
L

L′ = γL (743)De tweede hiervan geeft de relatie aan tussen de lengte van de ladder zoals gezien door boer ( L′) en boerin ( L ); omdat γ > 1, volgt hieruit dat de ladder korter lijkt voor de boerin dan voorde boer. Dit is, natuurlijk, pre
ies lorentz
ontra
tie.(
) Bepaal uit de lorentztransformaties eveneens het tijdsvers
hil tussen de twee gebeurtenissen.Laat zien dat deze niet gelijk is aan nul voor de boer, ook al is deze het wel voor de boerin.Het feit dat de boer een tijdsvers
hil ongelijk nul ziet tussen de twee puntgebeurtenissen, is dekern van de oplossing van de paradox. Het betekent fysis
h het volgende: vanuit zijn stelsel
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hterkant van de ladder niet op hetzelfde moment gereg-istreerd, en is, aldus de boer, haar ruimtelijke afstand tussen de twee puntgebeurtenissen niet dejuiste lengte van de ladder. Immers, zo beredeneert hij, in de tijd (door u uitgerekend in (
)) diezij te lang heeft gewa
ht tussen registratie van voor en a
hterkant van de ladder, was hij al eenstukje verder gerend met snelheid v: uiteraard komt daar dan een lengte van de ladder uit diete kort is! Hij oppert daarom dat zij moet 
orrigeren voor het feit dat ze te lang gewa
ht heeftom de voor en a
hterkant te registeren.Antwoord: De eerste van de twee vergelijkingen gevonden bij (
) geeft aan dat de twee gebeurtenis-sen niet op hetzelfde moment plaatsvinden, zoals gezien door de boer: dt′ 6= 0.(d) Wat is de afstand die de boer oppert dat zijn vrouw zou moeten optellen bij haar gevondenlengte?Antwoord: De boer denkt dat zijn vrouw een tijd γ v
c2
L te lang gewa
ht heeft tussen meten vanvoor en a
hterkant van de ladder, en zij om die reden een te korte ladder gemeten heeft: in detussentijd is de ladder immers een stukje verder gevlogen met snelheid v. De boer oppert daaromdat daarvoor ge
ompenseerd moet worden met een afstand gelijk aan deze snelheid maal de tijddie zij, voor hem gezien, te lang heeft gewa
ht. Dit geeft dan γ v2

c2L.(e) Wat is de lengte van de ladder, zoals de boer denkt dat hij zijn vrouw heeft zien meten?(denk goed over deze vraag na, en overtuig uzelf dat u deze niet al heeft beantwoord in opgave(b)!).Antwoord: De boerin heeft een lengte L gemeten, wat korter is dan de boer zelf meet als lengte
L van zijn ladder. De vraag is hier wat de lengte is die de boer ziet dat zijn vrouw gemetenheeft. Dit is niet hetzelfde als de vraag wat de boerin gemeten heeft! Stelt u zi
h voor datde boerin haar gemeten lengte van de ladder, L (een lorentz
ontra
tie kleiner dan wat de boergemeten heeft als lengte van zijn ladder), weergeeft door twee streepjes te zetten op de vloervan de s
huur. De boer, die nog altijd voorbij rent met snelheid v, bekijkt nu op zijn beurt deafstand tussen de twee streepjes en ziet deze afstand lorentzge
ontraheerd. De boer denkt dusdat zijn vrouw een lengte 1

γL gemeten heeft.(f) Het is bij de lengte uit opgave (e) dat de boer denkt dat zijn vrouw de 
orre
tie van opgave(d) zou moeten optellen. Doe deze 
orre
tie, en beargumenteer dat de paradox nu is opgelost.Antwoord: Het is bij de lengte van (e) dat de boer denkt dat zijn vrouw de 
orre
tie van (d)moet optellen: pas dan, zo beredeneert de boer in zijn stelsel, heeft zij ge
ompenseerd voor hetfeit dat ze de voor en a
hterkant van de ladder niet tegelijkertijd gemeten heeft. Als we deze
orre
tie doen vinden we
1

γ
L+ γ

v2

c2
L (744)Of, alles uitgedrukt in de lengte L′ van de ladder zoals de boer hem zelf meet in zijn stelsel (via

L = γ−1L′ ) is dit
=

1

γ2
L′ +

v2

c2
L′

=

(

1 − v2

c2
+
v2

c2

)

= L′ (745)Dit is pre
ies de lengte van de ladder zoals gemeten door de boer! Hieruit volgt, dat de verwarringover de 'werkelijke' lengte van de ladder, puur veroorzaakt is door het feit dat boer en boerin van
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hillen over of de voor en a
hterkant van de ladder wel netjes op hetzelfde momentgemeten zijn. Beide waarnemers hebben gelijk in hun eigen stelsel: in dat van de boerin heeftzij wel degelijk voor en a
hterkant van ladder op hetzelfde moment gemeten en is haar gevondenlengte dus 
orre
t; ook in het stelsel van de boer is de lengte 
orre
t gemeten. Het vers
hil inantwoord komt er uit voort dat gelijktijdigheid voor de boerin niet hetzelfde is als voor de boer,maar dat euvel wordt netjes opgelost door het vers
hil in gelijktijdigheid te 
ompenseren zoalswe nu hebben gedaan in de stappen d) t/m f). Geen paradox!



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 256OPGAVEN WEEK 7 - Oplossingen Naam:Opgave 1: Stel voor dat we leven op het oppervlak van een bol. We introdu
eren de gebruike-lijke sferis
he 
oördinaten (r, θ, φ) en laten (êr, êθ, êφ) de gebruikelijke set orthonormale sferis
hebasisve
toren zijn. Het lijnelement in sferis
he 
oördinaten wordt dan gegeven door
d~s = dr êr + rdθ êθ + r sin θdφ êφ. (746)We beperken ons nu tot het oppervlak van de bol en leggen de 
onditie r = constant op. Wekiezen de 
oördinaten (x1, x2) = (θ, φ) op het boloppervlak. Het lijnelement op het oppervlakvan de bol kan in termen van de natuurlijke basisve
toren ges
hreven worden als

d~s = dθ~eθ + dφ~eφ, met ~eθ = rêθ, ~eφ = r sin θ êφ. (747)Met deze de�nitie wordt het kwadratis
he lijnelement gegeven door
ds2 = (rdθ)2 + (r sin θdφ)2. (748)(a) In termen van sferis
he 
oördinaten (r, θ, φ) kunnen we de positieve
tor s
hrijven als

~r = r sin θ cosφ~i+ r sin θ sinφ~j + r cos θ~k. (749)De drie natuurlijke basisve
toren worden gegeven door ~er = ∂~r/∂r, ~eθ = ∂~r/∂θ en ~eφ = ∂~r/∂φ.Bepaal deze ve
toren en geef de lengte van elke ve
tor. Merk op dat in het volgende alleen debasisve
toren op het oppervlak, ~eθ en ~eφ, relevant zijn.Antwoord: We vinden de drie natuurlijke basisve
toren door afgeleiden te nemen van vergelijking(749). Dit geeft
~er = ∂~r/∂r = sin θ cosφ~i+ sin θ sinφ~j + cos θ~k,

~eθ = ∂~r/∂θ = r cos θ cosφ~i+ r cos θ sinφ~j − r sin θ~k,

~eφ = ∂~r/∂φ = −r sin θ sinφ~i+ r sin θ cosφ~j.

(750)De lengte van deze ve
toren zijn |~er| = 1, |~eθ| = r en |~eφ| = r sin θ. De ve
toren voldoen aan
~er · ~eθ = ~eθ · ~eφ = ~eφ · ~er = 0, en de 
oördinaten zijn orthogonaal.(b) Bepaal de metris
he tensor en haar inverse.Antwoord: In een spe
i�eke basis {~eα} heeft de metris
he tensor 
omponenten die gegeven zijndoor

gαβ = g(~eα, ~eβ) = ~eα · ~eβ. (751)Hiermee vinden we
gαβ =

(
gθθ gθφ

gφθ gφφ

)

=

(
~eθ · ~eθ ~eθ · ~eφ
~eφ · ~eθ ~eφ · ~eφ

)

=

(
r2 0
0 r2 sin2 θ

)

. (752)Voor de inverse metriek geldt
gαβ =

(
1/r2 0

0 1/r2 sin2 θ

)

. (753)(
) Bereken alle Christo�elsymbolen Γk
ij waarbij de indi
es lopen over de verzameling (θ, φ).
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taat geeft de uitdrukking voor de 
hristo�elsymbolen intermen van de partiële afgeleiden van de 
omponenten van g. Er geldt dus
Γγ

βµ =
1

2
gαγ(gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α), (754)waarbij de indi
es lopen over de verzameling {θ, φ}; de komma stelt een partiële afgeleide voor.Merk op dat de metris
he tensor en haar inverse diagonaal zijn, en dat de enige fun
tioneleafhankelijkheid in de metriek gegeven wordt door gφφ(θ). Dit betekent dat de 
hristo�elsymbolentwee φ's en één θ dienen te hebben om een resultaat te krijgen dat van nul vers
hilt. Er geldtbijvoorbeeld

Γθ
θθ = Γφ

φφ = 0

Γθ
φθ = Γθ

θφ = 1
2g

θθ
(

∂gθφ

∂θ + ∂gθθ
∂φ − ∂gφθ

∂θ

)

= 0

Γφ
θθ = 1

2g
φφ
(

∂gφθ

∂θ +
∂gφθ

∂θ − ∂gθθ
∂φ

)

= 0

(755)De van nul vers
hillende elementen worden berekend als
Γθ

φφ = 1
2g

θθ
(

∂gθφ

∂φ +
∂gθφ

∂φ − ∂gφφ

∂θ

)

= − 1
2r2

∂
∂θ

(
r2 sin2 θ

)

Γφ
θφ = Γφ

φθ = 1
2g

φφ
(

∂gφθ

∂φ +
∂gφφ

∂θ − ∂gθφ

∂φ

)

= 1
2r2 sin2 θ

∂
∂θ

(
r2 sin2 θ

) (756)De enige 
hristo�elsymbolen op het oppervlak van de bol die niet gelijk zijn aan nul, wordengegeven door
Γθ

φφ = − sin θ cos θ

Γφ
θφ = Γφ

φθ = cos θ
sin θ

(757)(d) Hoeveel onafhankelijke 
omponenten heeft de Riemanntensor? Gebruik hierbij de symmetrie-eigens
happen van dit obje
t.Antwoord: Omdat de Riemantensor antisymmetris
h is in zowel het eerste als het tweede paarindi
es, moeten deze indi
es vers
hillen om een resultaat te krijgen dat ongelijk aan nul is (bij-voorbeeld R11kl = −R11kl = 0). Het enige element van de Riemanntensor dat van nul vers
hiltis hiermee Rθφθφ (en ook de elementen die met de symmetrie eigens
happen hieraan verbondenzijn).(e) Bereken de 
omponenten van de Riemanntensor.Antwoord: Voor de Riemanntensor geldt de de�nitie (340) uit het di
taat,
Rβ

αµν =

(

∂Γβ
αν

∂xµ
− ∂Γβ

αµ

∂xν
+ Γγ

ανΓ
β
γµ − Γγ

αµΓβ
γν

)

. (758)We halen de eerste index naar beneden met behulp van de metriek en er geldt
Rθφθφ = gθθR

θ
φθφ = r2

[(
∂
∂θΓθ

φφ + Γθ
αθΓ

α
φφ

)

−
(

∂
∂φΓθ

φθ + Γθ
αφΓα

φθ

)]

= r2
[
−1

2
∂
∂θ sin 2θ − (− sin θ cos θ) cos θ

sinθ

]
= r2

[
− cos 2θ + cos2 θ

]

= r2 sin2 θ.

(759)We vinden dus
Rθφθφ = r2 sin2 θ = Rφθφθ (760)
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es weer naar boven halen met de metriek en ergeldt
Rθ

φθφ = gθθRθφθφ = 1
r2 r

2 sin2 θ sin2 θ

Rφ
θφθ = gφφRφθφθ = 1

r2 sin2 θ
r2 sin2 θ = 1

(761)(f) Bereken de 
omponenten van de Ri

itensor.Antwoord: De van nul vers
hillende elementen van de Ri

itensor volgen uit bovenstaande ver-gelijkingen as
Rij = Rk

ikj

Rφφ = Rθ
φθφ = sin2 θ

Rθθ = Rφ
θφθ = 1

(762)op het oppervlak van een bol.We kunnen indi
es weer naar boven halen met behulp van de metriek en vinden
Rφ

φ = gφφRφφ =
1

r2
en Rθ

θ = gθθRθθ =
1

r2
. (763)(g) Bereken de s
alaire kromming (Ri

ikromming).Antwoord: De Ri

ikromming wordt gegeven door de som van deze twee termen. We vinden

R = Ri
i =

2

r2
(764)voor het oppervlak van een bol. Het oppervlak van een bol is een ruimte met 
onstante kromming,en de kromming gaat naar nul als de straal van de bol naar oneindig gaat.(h) Bereken de 
omponenten van de Einsteintensor op het oppervlak van de bol.Antwoord: De Einsteintensor is gelijk aan nul op het oppervlak van een bol. Er geldt

Gθ
θ = Rθ

θ − 1
2R = 0

Gφ
φ = Rφ

φ − 1
2R = 0

(765)op het oppervlak van een bol.Opgave 2: In deze opgave testen we onze kennis van het berekenen van 
ovariante afgeleiden.We gebruiken de geometrie van het oppervlak van een twee-dimensionale bol,
ds2 = a2(dθ2 + sin2 θdφ2), (766)en een ve
tor ~V met 
omponenten V A = (0, 1). Bereken de vier 
omponenten van ∇Av

B enbereken dan de twee grootheden ∇θ∇φv
θ en ∇φ∇θv

θ en onderzoek of deze 
ovariante afgeleiden
ommuteren.Antwoord: We hebben allereerst de 
hristo�elsymbolen nodig. De enige die niet gelijk zijn aannul, zijn Γθ
φφ = − sin θ cos θ en Γθ

θφ = Γθ
φθ = cot θ. De van nul vers
hillende afgeleiden van ~Vzijn ∇φV

θ = − sin θ cos θ en ∇θV
φ = cos θ. De gevraagde tweede afgeleiden zijn ∇φ∇θV

θ = 0en ∇θ∇φV
θ = sin2 θ. We zien dat 
ovariante afgeleiden niet 
ommuteren.Opgave 3: Bereken de 
omponenten van de divergentie voor sferis
he 
oördinaten in de drie-dimensionale eu
lidis
he ruimte. Hint: voor de 
ovariante divergentie van ve
tor ~V geldt ∇ · ~Ven voor de 
omponenten ervan V i

;i. Zie bladzijde 111 van het di
taat voor een voorbeeld.
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;i. Er geldt

V i
;i =

∂V i

∂xi
+ Γi

jiV
j =

∂V r

∂r
+
∂V θ

∂θ
+
∂V φ

∂φ
+ Γi

jiV
j . (767)De laatste term kunnen we uits
hrijven en vinden

Γi
jiV

j = Γi
riV

r + Γi
θiV

θ + Γi
φiV

φ. (768)Er geldt
Γi

riV
r = (Γr

rr + Γθ
rθ + Γφ

rφ)V r

Γi
θiV

θ = (Γr
θr + Γθ

θθ + Γφ
θφ)V θ

Γi
φiV

φ = (Γr
φr + Γθ

φθ + Γφ
φφ)V φ

(769)De 
hristo�elsymbolen die gelijk zijn aan nul worden aangeduid met een streep eronder. Wedienen de volgende 
hristo�elsymbolen te berekenen: Γθ
rθ, Γφ

rφ en Γφ
θφ. De laatste hebben wereeds berekend (zie vergelijking (757)) en er geldt Γφ

θφ = cos θ
sin θ . Verder volgt uit vergelijking (750)dat geldt

∂~er
∂θ

= cos θ cosφ~i+ cos θ sinφ~j − sin θ~k =
~eθ
r

→ Γθ
rθ =

1

r
. (770)Evenzo vinden we

∂~er
∂φ

= − sin θ sinφ~i+ sin θ cosφ~j =
~eφ
r

→ Γφ
rφ =

1

r
. (771)Invullen in vergelijking (767) levert

V i
;i =

∂V i

∂xi
+ Γi

jiV
j =

∂V r

∂r
+
∂V θ

∂θ
+
∂V φ

∂φ
+

2

r
V r + cot θV θ. (772)Het zal de oplettende lezer opvallen dat dit niet lijkt op de `gebruikelijke' uitdrukking voor dedivergentie in sferis
he 
oördinaten. De reden is dat we de 
omponenten V i van het ve
torveld

~V uitgedrukt hebben in een natuurlijke basis, terwijl men de `gebruikelijke' uitdrukking geeftin een orthonormale basis. Het verband wordt gegeven door vergelijking (747). Merk op dat
~er = êr. Onze 
ontravariante ve
tor heeft 
omponenten

V r =
V r̂

1
, V θ =

V θ̂

r
, en V φ =

V φ̂

r sin θ
. (773)Invullen in vergelijking (772) levert

V i
;i = divV = ∂V r̂

∂r + ∂
∂θ

(
V θ̂

r

)

+ ∂
∂φ

(
V φ̂

r sin θ

)

+ 2
rV

r̂ + cot θ V θ̂

r

= ∂V r̂

∂r + 1
r

∂V θ̂

∂θ + 1
r sin θ

∂V φ̂

∂φ + 2
rV

r̂ + cot θ
r V θ̂

= 1
r2

∂
∂r

(
r2V r̂

)
+ 1

r sin θ
∂
∂θ

(

sin θ V θ̂
)

+ 1
r sin θ

∂V φ̂

∂φ .

(774)Overigens kunnen we hiermee nu ook de uitdrukking voor de Lapla
e operator ∇2φ = ∇ ·∇φ =
div (∇φ) vinden door in vergelijking (772) voor de 
ontravariante ve
tor V i de gradiënt van eens
alaire fun
tie ∇φ te gebruiken. Let er dan wel op dat de gradiënt een 1-vorm is, terwijl we deve
tor-uitdrukking nodig hebben. Voor de overgang gebruiken we dan weer de metris
he tensor.Verder moeten we de uitdrukking daarna in de orthonormale basis s
hrijven.



E APPENDIX - OEFENOPGAVEN 260Opgave 4: Geef een a�eiding van onderstaande uitdrukking voor de 
hristo�elsymbolen intermen van de partiële afgeleiden van de 
omponenten van metris
he tensor g,
Γγ

βµ =
1

2
gαγ(gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α). (775)Geef alle ontbrekende stappen tussen vergelijkingen (299) en (303) van het di
taat.Antwoord: Er geldt

gαβ;µ = gαβ,µ − Γν
αµgνβ − Γν

βµgαν , (776)waarbij de indi
es algemene 
oördinaten voorstellen. We hebben ook laten zien dat gαβ;µ = 0 inelk 
oördinatenstelsel en ook in gekromde ruimtetijd. We vinden dus
gαβ,µ = Γν

αµgνβ + Γν
βµgαν . (777)Verder geldt in elk 
oördinatenstelsel

Γµ
αβ ≡ Γµ

βα, (778)en we gebruiken dit om vergelijking (776) te inverteren. We s
hrijven vergelijking (777) in driepermutaties van de indi
es,
gαβ,µ = Γν

αµgνβ + Γν
βµgαν ,

gαµ,β = Γν
αβgνµ + Γν

µβgαν ,

−gβµ,α = −Γν
βαgνµ − Γν

µαgβν .

(779)We tellen deze op, groeperen termen, gebruiken de symmetrie gβν = gνβ en vinden
gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α = (Γν

αµ − Γν
µα)gνβ + (Γν

αβ − Γν
βα)gνµ + (Γν

βµ + Γν
µβ)gαν . (780)In deze vergelijking vallen de eerste twee termen re
hts weg vanwege de symmetrie van Γ envinden we

gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α = 2gανΓν
βµ. (781)Delen door 2, vermenigvuldigen met gαγ (en sommeren over α), en gebruik maken van gαγgαν ≡

δγ
ν levert

Γγ
βµ =

1

2
gαγ(gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α). (782)Opgave 5: Bewijs vergelijkiging (359) in het di
taat,

∇~U∇~U
~ξ = −R(_, ~U, ~ξ, ~U), (783)met R de krommingstensor van Riemann en ~U de viersnelheid, door uit te gaan van de de�nitievan de Riemanntensor gegeven in vergelijking (338),

Aα;µν −Aα;νµ = [∇µ,∇ν ]Aα ≡ Rβ
αµνAβ , (784)met Aα de 
omponenten van een willekeurige 1-vorm. (Dit is een uitdagende opgave.)Antwoord: Vergelijking (783) bes
hrijft de geodetis
he afwijking en relateert de versnelling vande separatieve
tor ~ξ tussen twee naburige geodeten met de Riemann kromming. De separatie
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tor ~ξ(τ) verbindt een punt xα(τ) op een geodeet A met een punt xα(τ) + ξα(τ) op eennaburige geodeet B op dezelfde eigentijd τ . Omdat er geen unieke manier is om de eigentijdop een geodeet te relateren aan de eigentijd op een andere geodeet, zijn er veel vers
hillendeseparatieve
toren. De pre
ieze keuze is niet belangrijk, zolang het vers
hil tussen de nabijgelegengeodeten klein is en dus ~ξ klein is.De separatie versnelling vormt de linkerkant van de vergelijking voor de geodetis
he afwijking enwordt gegeven door
~w ≡ ∇~U∇~U

~ξ = ∇~U~v, (785)met ~U de viersnelheid van geodeet A en ~v de snelheid van separatie ~v ≡ ∇~U
~ξ. De 
omponentenvan ~w en ~v in de 
oördinatenbasis kunnen we berekenen en we vinden

vα ≡
(

∇~U
~ξ
)α

= Uβ∇βξ
α =

dξα

dτ
+ Γα

βγU
βξγ , (786)

wα ≡
(
∇~U~v

)α
= Uβ∇βv

α =
dvα

dτ
+ Γα

δǫU
δvǫ. (787)Merk op dat we uitdrukkingen als Uβ

(
∂ξα/∂xβ

) ges
hreven hebben als dξα/dτ , omdat voor elkefun
tie f geldt
df

dτ
=
df(xα(τ))

dτ
=

∂f

∂xα

dxα

dτ
= Uα ∂f

∂xα
. (788)De a�eiding bestaat uit het berekenen van wα door vergelijking (786) in vergelijking (787) tesubstitueren en vervolgens gebruik te maken van de geodetis
he vergelijking voor geodeten A en

B. Invullen levert
wα = d2ξα

dτ2 + d
dτ

(

Γα
βγU

βξγ
)

+ Γα
δǫU

δ
(

dξǫ

dτ + Γǫ
βγU

βξγ
)

= d2ξα

dτ2 + 2Γα
βγU

β dξγ

dτ +
∂Γα

βγ

∂xδ U
δUβξγ + Γα

βγ
dUβ

dτ ξ
γ + Γα

δǫΓ
ǫ
βγU

βU δξγ .
(789)We hebben hierbij ook vergelijking (788) gebruikt, alsmede de vrijheid om dummy indi
es teherlabelen om gelijke termen te groeperen, bijvoorbeeld

Γα
βγU

β dξ
γ

dτ
= Γα

δǫU
δ dξ

ǫ

dτ
. (790)Om vergelijking (789) uit te rekenen, merken we op dat xα(τ) + ξα(τ) aan de geodetis
he verge-lijking, d2xα

dτ2 = −Γα
βγ

dxβ

dτ
dxγ

dτ , voldoet. Er geldt dus
d2(xα + ξα)

dτ2
+ Γα

βγ(xδ + ξδ)
d(xβ + ξβ)

dτ

d(xγ + ξγ)

dτ
= 0. (791)Als ξ naar nul gaat, dan gaat bovenstaande vergelijking over in de geodetenvergelijking voorgeodeet A. Omdat ξ klein is, hoeven we enkel de eerste-orde term van vergelijking (791) tebewaren in een expansie in ξα. We gebruiken Uα = dxα/dτ , vergelijking (788) en de symmetrie-eigens
hap Γα

βγ = Γα
γβ en vinden

d2ξα

dτ2
+ 2Γα

βγU
β dξ

γ

dτ
+
∂Γα

βγ

∂xδ
UβUγξδ = 0. (792)We hebben weer de vrijheid genomen om dummy indi
es te herlabelen en gelijke termen bijelkaar geplaatst.
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wα te elimineren. We gebruiken de geodetenvergelijking om de afgeleide van Uβ te elimineren.Het resultaat is

wα = −
∂Γα

βγ

∂xδ
UβUγξδ +

∂Γα
βγ

∂xδ
UβU δξγ − Γα

βγΓβ
δǫU

δU ǫξγ + Γα
δǫΓ

ǫ
βγU

βU δξγ . (793)Alle termen met dξα/dτ vallen tegen elkaar weg. We gebruiken weer de vrijheid om dummyindi
es te herlabelen en we vinden een gemeens
happelijke fa
tor UβξγU δ voor elke term. Hetresultaat is
wα = −

(
∂Γα

βδ

∂xγ
−
∂Γα

βγ

∂xδ
+ Γα

γǫΓ
ǫ
βδ − Γα

δǫΓ
ǫ
βγ

)

UβξγU δ ≡ −Rα
βγδU

βξγU δ. (794)
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tor) ruimte: Een verzameling L heet een lineaire ruimte als1. Optelling van elementen van L gede�nieerd is: als ~a en ~b elementen van L zijn, dan is ~a+~book element van L.2. Vermenigvuldiging van elementen van L met (reële) getallen gede�nieerd is: als ~a elementvan L is, dan is voor elke reëel getal λ, de ve
tor λ~a ook element van L.3. L bevat 0, en dat is zo gede�nieerd dat ~a+ 0 = ~a voor elke ~a in L.4. Alle gebruikelijke regels uit de algebra gelden: ~a+~b = ~b+ ~a, λ(~a+~b) = λ~a+ λ~b, etc.De lineaire ruimte L is n-dimensionaal als het een verzameling n van nul vers
hillende ve
toren
~e1, ..., ~en bevat, zodat elke ve
tor in L uitgedrukt kan worden als lineaire 
ombinatie van ~ei's als

~A =

n∑

i=1

Ai~ei. (795)Hierbij zijn de Ai reële getallen, en we noemen deze de 
omponenten van de ve
tor ~A. Met`lineair onafhankelijk' wordt bedoeld dat geen enkele van de ~ei's kan worden uitgedrukt alslineaire 
ombinatie van de anderen. We noemen de ve
toren {~ei} een basis. Het is 
onventie datwe de 
omponenten van een ve
tor Ai met een bovenindex aangeven, en basisve
toren ~ei meteen benedenindex.De sommatie
onventie van Einstein: Dit is een handige en beknopte s
hrijfwijze die weveelvuldig zullen gebruiken tijdens de 
ursus. Deze 
onventie stelt dat wanneer twee indi
esaangegeven met dezelfde letter in een wiskundige uitdrukking voorkomen, één als bovenindexen één beneden, we er van uit gaan dat over deze indi
es gesommeerd wordt, zonder dat weuitdrukkelijk het ∑ teken hoeven op te s
hrijven. Bijvoorbeeld, met deze 
onve
tie kunnen wede ve
tor ~A in vergelijking (795) s
hrijven als
~A = Ai~ei. (796)We noemen dergelijke herhaalde indi
es `dummy indi
es'. Vanaf nu zullen we altijd de som-matie
onventie gebruiken.Veranderen van basis: Een lineaire ruimte heeft oneindig veel bases. Als ~ei een basis vormenin L, dan vormen de ve
toren ~ej′ ook een basis in L. Er geldt

~ej′ = Λi
j′~ei, (797)met Λ een matrix waarvan de determinant ongelijk aan nul is. Merk op dat we de sommatie
on-ventie gebruiken voor index i. We noemen Λi

j′ het element van Λ voor rij i en kolom j. Denotatie is subtiel, maar u kunt Λa
b zó lezen dat de basisve
toren getransformeerd worden vansysteem a naar b.We kunnen vergelijking (797) inverteren,

~ei = Λj′

i~ej′ , (798)waarbij de matrix Λj′

i de inverse is van Λi
j′ . Omdat Λj′

i =
(

Λi
j′

)−1 en dus Λ−1Λ = ΛΛ−1 = 1,s
hrijven we in indexnotatie
Λj′

iΛ
k
j′ = δk

i, (799)
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ker δj
j gelijk is aan 1 als i = j en anders 0.De ve
tor ~A is een geometris
h obje
t en verandert niet als we een andere basis kiezen. De
omponenten Ai veranderen wel. In de nieuwe basis worden ze gegeven door

Ai′ = Λi′
jA

j. (800)De notatie is weer subtiel, maar als u het bovenstaande met uitdrukking (797) vergelijkt, zietu dat het transformatiegedrag van basisve
toren en ve
tor
omponenten tegengesteld (
ontra)is. In de algemene relativiteitstheorie (ART) worden ve
toren ook wel `
ontravariante ve
toren'genoemd om dit gedrag uit te drukken.1-vormen en duale ruimten: De ART werkt met geometris
he (dat zijn basisonafhankelijke)obje
ten. Een ve
tor is hiervan een voorbeeld. Een ander voorbeeld is een reëelwaardige fun
tie
p̃(~a) op een lineaire ruimte, dat is een afbeelding van de lineaire ruimte naar de reële getallen.Dat is ingewikkelde taal, maar u kunt zi
h een 1-vorm voorstellen als een apparaat met één sleuf,waarin u een ve
tor kunt stoppen. Nadat de ve
tor in de sleuf geplaatst is, rolt er een reëel getaluit het apparaat.Bes
houw nu alle mogelijke 1-vormen op een lineaire ruimte L. Het blijkt dan dat de verzamelingvan deze 1-vormen ook weer gezien kan worden als een lineaire ruimte. Met L∗ duiden we delineaire ruimte van alle 1-vormen op L aan. Deze staat bekend als de duale of ge
onjugeerderuimte aan L. L∗ heeft niet minder status dan L. Dit kan al afgeleid worden uit het opmerkelijkefeit dat als L n-dimensionaal is, dan is L∗ ook n-dimensionaal. Als p̃ een willekeurige 1-vorm isen ~V een ve
tor dan geldt

p̃(~V ) = p̃(V i~ei) = p̃(~ei)V
i. (801)We zien dat p̃ volledig bepaald wordt door n getallen, {p̃(~ei)}, en dat zijn de 
omponenten pivan de 1-vorm. Dus L∗ is n-dimensionaal.Basis in een duale ruimte: Gegeven een basis {~ei} in L, is het handig om een verzameling

{ω̃i} 1-vormen te de�niëren met de relatiẽ
ωi(~ej) = δi

j. (802)Deze 1-vormen leveren een basis in L∗ die we de duale basis noemen, omdat er n van deze ω̃ilineair onafhankelijk zijn. Dus kunnen we elke 1-vorm p̃ s
hrijven als
p̃ = piω̃

i, (803)met pi reële getallen. Verder geldt
p̃(~V ) = piV

i. (804)Wiskundig is p̃(~V ) analoog aan het inprodu
t van twee ve
toren, p̃ en ~V , behalve dat p̃ en ~V invers
hillende ruimten leven, namelijk p̃ in L∗, en ~V in L. We komen hier later op terug als weover inprodu
ten spreken.Als de basis in L verandert volgens vergelijking (797), verandert de duale basis ook
ω̃i′ = Λi′

jω̃
j. (805)Merk op dat dit identiek is aan hoe 
omponenten van een ve
tor in L veranderen (zie vergelijking(800). De 
omponenten van 1-vormen veranderen net als (
ovariant aan) de basisve
toren in L

pi′ = Λj
i′pj. (806)
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ovariante ve
toren of als rang-1 
ovariante tensoren.Als we de notatie nog eens samenvatten, dan zien we dat basisve
toren ~ei en 
omponenten van1-vormen pi aangeven worden met een benedenindex, terwijl we ve
tor
omponenten ai en basis1-vormen ω̃i aangeven met een bovenindex. J.A. S
houten heeft deze indexnotatie beda
ht:obje
ten met een benedenindex transformeren met Λj
i′ , terwijl obje
ten met een bovenindextransformeren met de inverse Λi′

j.De duale van de duale: We hebben 1-vormen gede�nieerd als lineaire reëelwaardige fun
tiesop een lineaire ruimte L. Maar we kunnen ook ve
toren voorstellen als lineaire reëelwaardigefun
ties in L∗. Stel dat ~a een ve
tor is in L. Deze genereert een afbeelding van L∗ naar de reëlegetallen. Deze afbeelding is lineair en als je in L∗ leeft, zie je ve
toren in L als 1-vormen. Vooreindig-dimensionale ruimten is het eenvoudig te bewijzen dat L de duale ruimte van L∗ is, dusdat geldt L∗∗ = L.Tensoren: Tot nu toe hebben we twee geometris
he obje
ten gede�nieerd: de 1-vorm, die eenlineaire fun
tie op L is, en de ve
toren die gezien kunnen worden als lineaire fun
ties op L∗.Waarom bes
houwen we geen lineaire fun
ties van vers
hillende variabelen? Dergelijke fun
tiesworden tensoren genoemd. Om alles algemeen te houden, staan we toe dat sommige variabelenbij L horen, terwijl andere bij L∗ horen. We kunnen ons een tensor voorstellen als een apparaatmet n sleuven waar we ve
toren (obje
ten uit L) in kunnen stoppen en m sleuven waar we 1-vormen (obje
ten uit L∗) in kunnen plaatsen. Als we alle n+m sleuven van ve
toren en 1-vormenvoorzien hebben, rolt er een reëel getal uit het apparaat.We demonstreren het bovenstaande aan de hand van een (1, 1) tensor. Laat T een (1, 1) tensorzijn. U kunt zi
h dit weer voorstellen als
T = T (_,_) = T (”plaats voor een vector”, ”plaats voor een 1 − vorm”). (807)Door de ve
tor ~x en 1-vorm ỹ als argumenten te geven, krijgen we het reële getal

T = T (~x, ỹ). (808)De ve
tor ~x leeft in ruimte L en we expanderen haar in de basis ~ej die in L gede�nieerd is.Hetzelfde doen we voor ỹ die leeft in L∗. We vinden
~x = xj~ej en ỹ = piω̃

i. (809)Invullen in vergelijking (808) levert
T = T (~x, ỹ) = T (xj~ej , piω̃

i) = T i
j x

jyi met T i
j = T (~ej , ω̃

i). (810)Merk op dat de tensor volledig bepaald wordt door de verzameling getallen T i
j . Deze getallenworden de 
omponenten van de tensor T genoemd. De 
omponenten van een tensor zijn reëlegetallen en we vinden 
omponent T i

j door de sleuven van de tensor te vullen met basisve
tor ~ejen basis 1-vorm ω̃i. Door alle permutaties van basisve
toren en basis 1-vormen in de sleuven teplaatsen vinden we alle mogelijke 
omponenten van de tensor T voor deze bases. Als we van basisveranderen, blijft de tensor hetzelfde omdat deze op een basis-onafhankelijke manier gede�nieerdis, maar haar 
omponenten veranderen. In de nieuwe basis worden deze gegeven door
T i′

j′ =
(
Λi

i′
)−1

Λj
j′T

i
j = Λi′

iΛ
j
j′T

i
j. (811)De behandeling van tensoren van het algemene type (n,m) gaat analoog: dat zijn een reëel-waardige multilineaire fun
ties van n +m variabelen, waarvan n variabelen in L leven en m in
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L∗. Er zijn vers
hillende interessante en nuttige wiskundige bewerkingen die uitgevoerd kun-nen worden om met tensoren nieuwe tensoren te maken, zoals 
ontra
tie en tensorprodu
t. Webespreken dat waar we het nodig hebben.Inprodu
t en metris
he tensor: We kennen allemaal het inprodu
t: neem twee ve
toren ~aen ~b en produ
eer het reële getal ~a ·~b. De metris
he tensor g bepaalt het inprodu
t. Er geldt

g(~a,~b) = ~a ·~b. (812)Het zal duidelijk zijn dat het inprodu
t een rang-2 
ovariante tensor is, want we stoppen 2ve
toren in de twee sleuven van g, en er rolt een reëel getal uit: het inprodu
t van deze ve
toren.De metris
he tensor is symmetris
h, g(~a,~b) = g(~b,~a). De 
omponenten van de metris
he tensorworden aangegeven met gij , en we vinden deze door de basisve
toren in g te stoppen,
gij = g(~ei, ~ej). (813)Omdat gij een symmetris
he matrix is, kunnen we een basis vinden waarin hij diagonaal is (dusenkel gii termen heeft die ongelijk zijn aan nul). Dit is de vertrouwde orthogonale basis.De metris
he tensor introdu
eert een natuurlijke 
orrespondentie tussen ve
toren in L en 1-vormen in L∗. Stel dat ~a een ve
tor in L is. Het is gebruikelijk om de 
omponenten van de1-vorm die op deze wijze verbonden is met de ve
tor ~a aan te duiden met ai. Er geldt
ai = gija

j. (814)We noemen dit `het naar beneden halen van een index'. Het is een erg handige notatie. Bijvoor-beeld
~a ·~b = gija

ibj = ajb
j = aibi. (815)Als de matrix gij niet singulier is (en dus een inverse heeft), dan zien we met bovenstaandevergelijking dat de door de metriek geïndu
eerde 
orrespondentie tussen ve
toren en 1-vormenéén-op-één is. Voor de metriek in de duale ruimte geldt

gij = g(ω̃i, ω̃j), (816)en we kunnen laten zien dat de matrix gij de inverse is van de matrix gij . In indexnotaties
hrijven we dat als
gijgjk = δi

k. (817)Dus geldt
ai = gijaj . (818)De reden dat we in de 3D eu
lidis
he ruimte nooit een vers
hil hebben gemaakt tussen ve
torenen 1-vormen, komt doordat de metris
he tensor voor 
artesis
he 
oördinaten gegeven wordt doorde eenheidsmatrix, I. De relatie tussen de 
omponenten van een ve
tor en zijn bijbehorende1-vorm wordt dan aj = gij = ai → aj = δija

i = aj . We zien dat er in de 3D eu
lidis
he ruimtegeen vers
hil is tussen ve
tor
omponenten en 1-vorm
omponenten in 
artesis
he 
oördinaten.Naar boven en beneden halen van indi
es: We hebben gezien hoe de door de metriek-geïndu
eerde 
orrespondentie tussen L en L∗ ons in staat stelt om over te gaan tussen ve
torenen 1-vormen. In het algemeen stelt deze 
orrespondentie ons in staat om een type (n,m) tensorte veranderen in een (n− 1,m+ 1) tensor of in een (n+ 1,m− 1) tensor.


