
4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 574 Wiskunde I - Di�erentiaaltopologieIn een ruimte zijn een punt, s
alair en een ve
tor voorbeelden van topologis
he obje
ten. Als des
alair of ve
tor kan variëren van punt tot punt, spreken we over een s
alairveld, respe
tievelijkeen ve
torveld. In. Fig. 26 geven we een voorbeeld van een s
alairveld en een ve
torveld opde aarde. Een tensor is een obje
t dat de begrippen getal, ve
tor, 1-vorm en matrix generali-

Figuur 26: Links: voorbeeld van een s
alairveld, het vers
hil tussen de temperatuurverdelinggemeten op aarde in 2008 ten opzi
hte van het gemiddelde van de jaren 1951 - 1980; re
hts:windverdeling aan het oppervlak van de aarde als voorbeeld van een ve
torveld.seert. Tensoren kunnen gezien worden als zelfstandige geometris
he grootheden, die los staanvan eventuele referentiesystemen. Het is onze doelstelling om alle fundamentele wetten van denatuur uit te drukken in dergelijke topologis
he of geometris
he obje
ten. Dat is de essentie vanhet relativiteitsprin
ipe: de fundamentele wetten van de natuurkunde zijn onafhankelijk van dekeuze van het referentiesysteem. Door gebruik te maken van tensoren verkrijgen we een dergelijkereferentiesysteem onafhankelijke bes
hrijving.In de relativiteitstheorie bes
houwen we tensorvelden in ruimtetijd. Allereerst bespreken wehoe ruimtetijd in kaart gebra
ht kan worden. We zullen aannemelijk maken dat ruimtetijd eendi�erentieerbare variëteit is. Vervolgens bespreken we de vers
hillende topologis
he obje
tendie in ruimtetijd betekenis hebben: s
alair veld, ve
tor, 1-vorm, tensoren. We zullen zien dathet mogelijk is om het begrip inprodu
t te de�niëren in ruimtetijd en voeren de zogenaamdemetris
he tensor in.4.1 PuntgebeurtenisWe voeren in deze paragraaf een 
entraal begrip van de algemene relativiteitstheorie in, namelijkhet begrip puntgebeurtenis33. Dit is een zogeheten primitief begrip, dit wil zeggen een begripdat wordt gede�nieerd in termen van andere begrippen. Wat dit betreft is het vergelijkbaar methet begrip `punt' uit de eu
lidis
he meetkunde. Primitieve begrippen worden niet gede�nieerd,omdat in hun de�nities weer andere begrippen optreden, die weer gede�nieerd zouden moetenworden, enz. Aan deze oneindige regressie wordt een einde gemaakt in de axiomatis
he methode.De daarin optredende axioma's zijn te bes
houwen als impli
iete de�nities van de in de theorievoorkomende primitieve begrippen. We volgen derhalve een axiomatis
he opbouw van de al-gemene relativiteitstheorie. Hier introdu
eren we het begrip puntgebeurtenis met voorbeelden.33In het Engels spreken van een event.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 58In de materiële werkelijkheid om ons heen vinden allerlei gebeurtenissen plaats: de zon gaatop, twee auto's botsen op elkaar, ... Dat zijn allemaal gebeurtenissen en karakteristiek voorgebeurtenissen is dat ze zi
h in een zeker gebied van de ruimte afspelen en dat ze in een zekertijdinterval gebeuren. Gebeurtenissen zijn vaak zeer 
omplex en we ontleden ze dan ook verder.Een gebeurtenis kan worden bes
houwd als te zijn opgebouwd uit zeer vele gebeurtenissen, die opeen kleiner gebied en een kleiner tijdinterval betrekking hebben. Het geïdealiseerde limietgevalvan een gebeurtenis, die op een oneindig klein gebied plaats heeft en oneindig kort duurt noemenwe een puntgebeurtenis. Een puntgebeurtenis is een gebeurtenis met een s
herp bepaalde plaatsen een s
herp bepaald tijdstip. Een voorbeeld van een puntgebeurtenis is de explosie van eenoneindig klein rotje met een oneindig kort durende knal. Een ander voorbeeld is de botsing vantwee massapunten, immers als de twee massapunten elkaar raken is er sprake van een s
herpbepaalde plaats en een s
herp bepaald tijdstip.Het begrip puntgebeurtenis houdt een extrapolatie van onze ervaring in, omdat er een eindigeondergrens is voor het s
heidend vermogen voor afstanden en tijdsduren. Ieder fysis
h pro
esis te bes
houwen als een 
olle
tie van puntgebeurtenissen. De verzameling van alle mogelijkepuntgebeurtenissen noemen we ruimtetijd. Ruimtetijd is niet sle
hts een verzameling, ruimtetijdheeft meer mathematis
he stru
tuur. Het fundamentele begrip in de di�erentiaalmeetkunde isdat van een di�erentieerbare ruimte (di�erentieerbare variëteit). We zullen tra
hten dit plausibelte maken en daarna postuleren dat ruimtetijd een di�erentieerbare variëteit is.4.2 Di�erentieerbare variëteitHet oppervlak van de aarde vormt een twee-dimensionaal gekromd oppervlak. Dit oppervlakkan worden ingebed in de drie-dimensionale eu
lidis
he wereld. Een belangwekkende vraag is

Figuur 27: Het aardoppervlak kan in kaart worden gebra
ht met een voldoend aantal elkaargedeeltelijk overlappende kaarten (n ≥ 2 kaarten).nu: kan men over dergelijke twee-dimensionale oppervlakken spreken zonder het hulpmiddel vande drie-dimensionale eu
lidis
he ruimte? In de algemene relativiteitstheorie is ruimtetijd een



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 59gekromde vier-dimensionale ruimte; deze willen we graag bes
hrijven zonder haar in te beddenin een hoger dimensionale eu
lidis
he ruimte. Het antwoord is bevestigend, zoals blijkt uit hetvolgende voorbeeld: in de geogra�e bes
hrijft men het aardoppervlak, een oppervlak dat ongelijkis aan de twee-dimensionale ruimte E
2, met behulp van een atlas, bestaande uit twee-dimensionalekaarten, waarbij de drie-dimensionale ruimte niet nodig is. Een kaart bes
hrijft een stukje vanhet aardoppervlak met behulp van een stukje R

2.Het gehele aardoppervlak (zie Fig. 27) kan in kaart worden gebra
ht met een voldoend aantalelkaar gedeeltelijk overlappende kaarten. Teneinde ook de polen 
orre
t te kunnen afbeelden zijner minstens 2 kaarten nodig. Voor het realiseren van een kaart zijn vers
hillende afbeeldingen f , g,
... mogelijk. Hier passen we 
ilinderproje
tie toe (de polen worden hierbij niet 
orre
t afgebeeld.Mer
atorproje
tie is een 
ilinderproje
tie, waarna een breedtegraad-afhankelijke s
haal
orre
tiewordt toegepast, hetgeen leidt tot hoekgelijkheid. Merk op dat wanneer we een klein gebied rondeen bepaald punt steeds verder uitvergroten, we de topologis
he stru
tuur van de eu
lidis
heruimte meer en meer benaderen.

S


Figuur 28: De omgeving U en V in S overlappen (het gear
eerde gebied). De bijbehorende
n−kaarten naar R

n, (U, f) en (V, g), geven twee vers
hillende afbeeldingen (en dus twee 
oör-dinatenstelsels) in het overlapgebied. De relatie tussen deze 
oördinaten karakteriseert de di�e-rentieerbaarheidsklasse van de variëteit.Wiskundig gebruiken we de volgende de�nities. Stel dat S een verzameling is. Een n-kaartvan een punt P van S is een paar (U, κ), waarbij U ⊂ S een deelverzameling is die P bevat,en κ een bije
tieve afbeelding κ : U 7−→ O ⊂ R
n met O een open deelverzameling van R

n.Een kaart (U, κ) voegt aan ieder punt P ∈ U ⊂ S 
oördinaten (x1, x2, ..., xn) toe gede�nieerddoor (x1, x2, ..., xn) ≡ κ(P) ∈ R
n. We noteren ook wel korter (xi) ≡ (x1, x2, ..., xn), waarbijstilzwijgend i = 1, 2, ..., n. De asso
iatie van punten met de waarden van hun parameters kanmen zien als een afbeelding van punten van een variëteit naar punten van de eu
lidis
he ruimtemet de juiste dimensie. Een variëteit lijkt lokaal op een eu
lidis
he ruimte: hij is `glad' en heefteen bepaald aantal dimensies.Via de afbeelding κ krijgt de oorspronkelijke deelverzameling U van S eveneens sommige van destru
turen die de open deelverzameling O ⊂ R

n heeft. Een kaart geeft een 
oördinatisering van
U ; een kaart wordt ook wel een 
oördinatenstelsel van U genoemd. De 
oördinatenlijnen in Oworden met κ−1 teruggebra
ht naar U . Een kaart moet een bije
tieve, bi
ontinue afbeelding zijn



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 60van het aardoppervlak naar R
2. Een bije
tieve afbeelding κ heet bi
ontinu als κ en κ−1 
ontinuzijn. Een bi
ontinue bije
tie heet een homeomor�sme. We tonen alles nog eens in Fig. 29.

S


P


g


Figuur 29: Een vergroting van Fig. 28 toont hoe het overlappende gebied een afbeelding maaktvan R
n naar R

n, die gegeven wordt door f−1 gevolgd door g (dit wordt g ◦ f−1 genoemd).Een n-atlas op S is een 
olle
tie kaarten {(Uα, κα)} zo dat {Uα} een overdekking van S is, dit wilzeggen S = ∪αUα. Door een atlas wordt ieder punt van S minstens één keer in kaart gebra
ht.Door de atlas op verzameling S wordt het mogelijk analyse te bedrijven en kan men bijvoorbeeldover di�erentieerbaarheid gaan praten.

Figuur 30: Een kaart geeft een afbeelding van het aardoppervlak naar de 2D eu
lidis
he ruimte.Op de kaart lijkt de afstand tussen Montreal en Parijs op die tussen Bogota en Lagos.Samenvattend kunnen we het volgende zeggen. Het begin is een stru
tuurloze verzameling S.Deze wordt verdeeld in elkaar gedeeltelijk overlappende deelverzamelingen, en deze deelverza-melingen worden stuk voor stuk in kaart gebra
ht, met andere woorden deze deelverzamelingen



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 61worden ge
oördinatiseerd. Als S helemaal is overdekt door zulke gebiedjes, en als de overgangentussen de vers
hillende 
oördinatenstelsels voldoende vaak di�erentieerbaar zijn, dan heet S eendi�erentieerbare variëteit. Het hebben van een kaart is een goede eerste stap in de bes
hrijvingvan het aardoppervlak. E
hter voor het berekenen van afstanden is er meer informatie nodig,want we dienen te weten hoe afstanden op de kaart overeenkomen met afstanden op het aard-oppervlak. Deze informatie wordt gegeven door de metriek. De di�erentieerbare variëteit dieruimtetijd bes
hrijft heeft deze extra stru
tuur. De metris
he tensor volgt uit de Einsteinverge-lijkingen en wordt bepaald door de energie-, massa- en impulsverdelingen, samengevat door deenergie-impuls tensor.4.3 Ruimtetijd van de ARTWe zullen nu plausibel proberen te maken dat ruimtetijd een di�erentieerbare variëteit is. Daar-toe wordt een geïdealiseerde waarnemer ingevoerd, dat is een waarnemer met verwaarloosbareafmetingen ten opzi
hte van de bes
houwde s
haal. Hierbij moet men denken aan een massapuntmet daarop een glad lopende klok. Deze klok hoeft voorlopig helemaal niet eenparig (uniform)te lopen, als hij maar niet stilstaat. Bij iedere puntgebeurtenis op de plaats van deze waarnemer(dus op de plaats van het massapunt) hoort nu een eenduidig bepaald tijdstip, namelijk de tijd
t die de klok aanwijst als de puntgebeurtenis P = P(t) plaatsvindt. Voor een zeker tijdinterval
I is er dus een bije
tie

γ : t ∈ I ⊂ R 7−→ γ(t) = P(t) ∈ S. (86)Dit is een kromme in S, de wereldlijn van de waarnemer. Er zijn talloze voorbeelden vanwereldlijnen te geven. Eén zo'n voorbeeld is de wereldlijn van een punttrein, dat is een treinmet verwaarloosbare afmetingen ten opzi
hte van de bes
houwde s
haal (zie Fig. 31). Hierin is
x de afstand van de punttrein tot het station O en t is de verlopen tijd sinds het vertrek uit
O. Li
htsignalen zijn van groot belang voor het bes
hrijven van de stru
tuur van ruimtetijd.

Figuur 31: Wereldlijn van een punttrein. De vertikale delen van de wereldlijn komen overeenmet gebeurtenissen waarbij de trein stilstaat.Bij li
htsignalen moet men denken aan golfpakketjes van radarsignalen, li
htpulsen of γ-quanta,waarvan de ruimtelijke afmetingen en de tijdsduur weer verwaarloosbaar zijn ten opzi
hte vande bes
houwde s
haal. Het is gebruikelijk do
h niet geheel juist dergelijke golfpakketjes 
olle
tiefmet de term foton aan te duiden. Het belang van fotonen met betrekking tot de stru
tuur vanruimtetijd is het gevolg van de empiris
h vastgestelde universaliteit van de voorplanting vanelektromagnetis
he golven in va
uüm, dat wil zeggen de voortplantingssnelheid in va
uüm isonafhankelijk van de bewegingstoestand van de bron en van de gol�engte, de intensiteit en depolarisatie van de elektromagnetis
he golven.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 62Bes
houw nu een radarstation P , dat een puntgebeurtenis e waarneemt. Het radarstation isklein genoeg om dit met een wereldlijn in S te bes
hrijven. Bij de puntgebeurtenis e kan mendenken aan een vliegtuig waaraan op een zeker tijdstip en op een zekere plaats het radarsignaalwordt gere�e
teerd. De tijd tV van vertrek van het radarsignaal en de tijd tO van ontvangst vanhet gere�e
teerde radarsignaal worden door het radarstation P geregistreerd. In de newtonseme
hani
a wordt een puntgebeurtenis vastgelegd door vier 
oördinaten, (t, x, y, z) ∈ R
4. Daaromintrodu
eren we een tweede radarstation P ′, dat een andere wereldlijn bes
hrijft en tijden t′Ven t′O registreert voor dezelfde puntgebeurtenis e met de klok op P ′. Men veronderstelt nudat er een deelverzameling U van S bestaat, zodanig dat voor iedere puntgebeurtenis uit Ude vier reële getallen (tV , tO, t

′
V , t

′
O) een 
oördinatenstelsel vormen. De kaart (U, κ) met U ⊂

S en κ(e) = (tV , tO, t
′
V , t

′
O) heet een radar
oördinatenstelsel. Er is hier ondersteld dat eenradarstation door sle
hts één uitgaande en één terugkomende radarpuls met e verbonden is.Als het heelal gesloten is zou puntgebeurtenis e door meer dan twee radarsignalen met eenradarstation verbonden kunnen zijn. We beperken daarom in bovenstaande 
onstru
tie allewereldlijnen tot een deelverzameling V van S, zodat e en P , respe
tievelijk e en P ′ door sle
htstwee radarpulsen worden verbonden. Dit wordt s
hematis
h weergegeven in Fig. 32. Door nu

Figuur 32: Twee waarnemers brengen een gebeurtenis in kaart door er radarpulsen aan tere�e
teren. Radar
oördinaten van een puntgebeurtenis e worden gevormd door tijden van vertreken ontvangst van deze radarpulsen.ruimtetijd S lapjesgewijs helemaal in kaart te brengen op bovenstaande wijze komt men tot deuitspraak: ruimtetijd is een vierdimensionale di�erentieerbare variëteit.Er zijn naast genoemde manier nog andere manieren om ruimtetijd van 
oördinaten te voorzien.We noemen er twee.1. Breng in ruimtetijd een voldoend di
hte zwerm willekeurig bewegende deeltjes aan (mas-sapunten), en voorzie ieder van deze deeltjes van een klok die weer niet noodzakelijkerwijseenparig hoeft te lopen, als hij maar niet stilstaat. Kenmerk verder ieder deeltje door driereële getallen (x, y, z) om ze van elkaar te onders
heiden. Aan een puntgebeurtenis wordennu vier reële getallen toegevoegd, namelijk het drietal plaats
oördinaten (x, y, z) van hetmassapunt P waar de puntgebeurtenis e plaatsvindt en het tijdstip t dat de klok van Paanwijst op het moment dat de puntgebeurtenis e wordt waargenomen. We krijgen zo eenkaart e 7−→ (t, x, y, z). Het 
oördinatenstelsel wordt zo ge
onstrueerd dat voor naburigepuntgebeurtenissen bijbehorende (t, x, y, z) weinig vers
hillen.2. Neem vier waarnemers met ieder een lopende klok, die willekeurig bewegen. Laat dezewaarnemers de aankomsttijden tµ (µ = 0, 1, 2, 3) van een li
htsignaal registreren dat door



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 63een puntgebeurtenis e is uitgezonden. Men krijgt voor de puntgebeurtenis e dan vier
oördinaten (tµ).De belangrijkste begrippen met betrekking tot de stru
tuur van ruimtetijd zijn dus puntgebeurte-nis, massapunt, foton en klok.4.4 CoördinatentransformatiesAls we kijken naar Fig. 29, zien we dat om een punt P van de variëteit te labelen, we een systeemvan n 
oördinaten gebruiken, maar waarbij de keuze van de 
oördinaten arbitrair is. Het ideehiera
hter is dat niet de `labels', maar de punten zelf, en de topologis
he en geometris
he relatiesertussen van belang zijn. We mogen punten herlabelen door 
oördinatentransformaties uit tevoeren, xα → xα′ , uitgedrukt door n vergelijkingen
xα′

= xα′

(x0, x1, ..., xn−1) met α = 0, 1, 2, ..., n − 1, (87)waarbij we de nieuwe 
oördinaten geven als fun
tie van de oude 
oördinaten. Merk op datwe het a

ent aan de index hangen om de nieuwe 
oördinaten aan te geven. We kunnen een
oördinatentransformatie dus passief bes
houwen als het toekennen van nieuwe (gea

entueerde)
oördinaten (x0′ , x1′ , ..., x(n−1)′ ) aan een punt van de variëteit, waarvan de oude 
oördinatengegeven worden door (x0, x1, ..., xn−1).We zullen aannemen dat de fun
ties gegeven in vergelijking (87) eenwaardig, 
ontinu en di�e-rentieerbaar zijn over het valide bereik van hun argumenten. Door elke vergelijking in (87) tedi�erentiëren naar de oude 
oördinaten xβ , krijgen we de n × n partiële afgeleiden ∂xα′

/∂xβ.Deze kunnen we samennemen in de n× n transformatiematrix Λα′

β

Λα′

β =
∂xα′

∂xβ
=













∂x0′

∂x0
∂x0′

∂x1 ... ∂x0′

∂xn−1

∂x1′

∂x0
∂x1′

∂x1 ... ∂x1′

∂xn−1

... ... ... ...
∂x(n−1)′

∂x0
∂x(n−1)′

∂x1 ... ∂x(n−1)′

∂xn−1













, (88)zodat rijen worden gelabeld met een index in de teller van de partiële afgeleide en kolommendoor een index in de noemer. De elementen van de transformatiematrix zijn fun
ties van de
oördinaten, en daarom zijn de numerieke waarden van de matrixelementen in het algemeenvers
hillend als ze worden uitgerekend op vers
hillende punten P van de variëteit. De determi-nant van de transformatiematrix wordt de ja
obiaan van de transformatie genoemd en wordtaangeduid met
J = det

(

∂xα′

∂xβ

)

. (89)Het is duidelijk dat de numerieke waarde van J van punt tot punt in de variëteit verandert.Stel dat J 6= 0 voor een bepaald bereik van de 
oördinaten xβ, dan betekent dit dat we (inprin
ipe) vergelijkingen (87) kunnen oplossen naar de oude 
oördinaten xβ. We krijgen op dezewijze de inverse transformatievergelijkingen
xα = xα(x0′ , x1′ , ..., x(n−1)′ ) met α = 0, 1, ..., n − 1. (90)Op dezelfde manier als hierboven kunnen we de inverse transformatiematrix Λα

β′ = ∂xα/∂xβ′ ende Ja
obiaan van de inverse transformatie J ′ = det(∂xα/∂xβ′

) bepalen.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 64Als we de kettingregel gebruiken, dan kunnen we eenvoudig laten zien dat de inverse transfor-matiematrix de inverse is van de transformatiematrix, omdat
n−1
∑

β=0

Λα′

βΛβ
γ′ =

n−1
∑

β=0

∂xα′

∂xβ

∂xβ

∂xγ′
=
∂xα′

∂xγ′
= δα

γ =

{

1 als α = γ,
0 als α 6= γ,

} (91)waar we de Krone
ker delta δα
γ gebruiken, alsmede het feit dat

∂xα′

∂xγ′
=
∂xα

∂xγ
= 0 als α 6= γ, (92)omdat de 
oördinaten in zowel het gea

entueerde als in het niet-gea

entueerde systeem on-afhankelijk zijn. Omdat de twee transformatiematri
es elkaars inverse zijn, volgt J ′ = 1/J .We bes
houwen twee naburige punten P en Q in de variëteit, met respe
tievelijk 
oördinaten xαen xα + dxα. In het nieuwe systeem wordt de in�nitesimale 
oördinatenafstand tussen P en Qgegeven door de totale di�erentiaal

dxα′

=
∂xα′

∂x0
dx0 +

∂xα′

∂x1
dx1 + ...+

∂xα′

∂xn−1
dxn−1, (93)waar we bedoelen dat de partiële afgeleiden aan de re
hterzijde van de vergelijking wordenuitgerekend op punt P. We kunnen dit e
onomis
her s
hrijven als

dxα′

=
n−1
∑

β=0

∂xα′

∂xβ
dxβ =

∂xα′

∂xβ
dxβ, (94)waar we in de laatste stap de sommatie
onventie van Einstein hebben ingevoerd. Dit betekent datals er in de uitdrukking dezelfde index boven als beneden voorkomt, we automatis
h sommerenover alle waarden die die index kan aannemen.4.5 Geometris
he obje
tenIn het bovenstaande hebben we gepostuleerd dat ruimtetijd een di�erentieerbare variëteit is. Webespreken nu de vers
hillende topologis
he obje
ten die in ruimtetijd betekenis hebben: s
alairveld, ve
tor, 1-vorm, tensoren. Merk op dat de metris
he tensor en het 
on
ept inprodu
t paslater aan de orde komen.4.5.1 PuntgebeurtenisHet begrip puntgebeurtenis hebben we reeds eerder besproken. Ruimtetijd is de verzameling vanalle mogelijke puntgebeurtenissen.4.5.2 CurveHet is gebruikelijk om bij een 
urve te denken aan een reeks verbonden punten in ruimtetijd.Dit noemen we een pad en we reserveren het woord 
urve voor een geparametriseerd pad. Wede�niëren een 
urve als een afbeelding van een interval van de reële lijn naar een pad in ruimtetijd.Dit betekent dat een 
urve een pad is, waarbij met elke puntgebeurtenis een reëel getal geas-so
ieerd is. Dit getal noemen we de parameter. Een 
urve P(λ) is te identi�
eren als eenverzameling puntgebeurtenissen die gerelateerd zijn via een parameter λ. Elke puntgebeurtenisheeft 
oördinaten die uitgedrukt kunnen worden als een fun
tie van λ. Er geldt

Curve : {x0 = f(λ), x1 = g(λ), x2 = h(λ), x3 = k(λ), a ≤ λ ≤ b}. (95)



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 65Als we de parameter vervangen (maar niet de puntgebeurtenissen) door λ′ = λ′(λ), vinden we
{x0 = f ′(λ′), x1 = g′(λ′), x2 = h′(λ′), x3 = k′(λ′), a′ ≤ λ′ ≤ b′}, (96)waarbij f ′, g′, h′ en k′ nieuwe fun
ties zijn en waar geldt a′ = λ′(a) en b′ = λ′(b). Wiskundignoemen we dit een nieuwe 
urve, terwijl de afbeelding (het pad dat in ruimtetijd gevolgd wordt)hetzelfde blijft. Een oneindig aantal krommen kunnen dus hetzelfde pad hebben.Voor de parameter wordt typis
h de tijd op de klok van een meereizende waarnemer gebruikt.Als een metriek ontbreekt kunnen we e
hter niet spreken over lengte langs een 
urve.4.5.3 S
alairveldWe bes
houwen alleen di�erentieerbare variëteiten en dat zijn ruimten die 
ontinu en di�erentieer-baar zijn. Dit betekent dat we op elk punt van de variëteit een s
alairveld Φ kunnen de�niërenen dat deze fun
tie overal kan worden gedi�erentieerd. Stel we hebben een gladde fun
tie Φ

Figuur 33: Gra�s
he voorstelling van een di�erentieerbare variëteit S. Binnen een lokaal gebiedkan een kaart met gladde (reële getallen) 
oördinaten (x, y) de punten in de variëteit labelen.Om de hele variëteit te bestrijken dienen we vers
hillende kaarten samen te `lijmen'.gede�nieerd op S, denk bijvoorbeeld aan de temperatuur op het aardoppervlak. In modernewiskundige taal is Φ dan een gladde afbeelding van S naar de ruimte van reële getallen R, omdat
Φ aan ieder punt van S een reëel getal toekent, dit wil zeggen Φ maakt een afbeelding van S naarde reële getallen. Een dergelijke fun
tie wordt vaak een s
alairveld op S genoemd. Binnen eenbepaald lokaal gebied heeft Φ een 
oördinatenvergelijking Φ = f(x, y) op de bijbehorende kaart.De gladheid van het s
alairveld Φ komt dan tot uitdrukking in de di�erentieerbaarheid van defun
tie f(x, y). Het zal de lezer opgevallen zijn dat onders
heid wordt gemaakt tussen Φ en f .De reden is dat Φ gede�nieerd is op het oppervlak, maar uitgedrukt kan worden in vers
hillende
oördinatensystemen. De wiskundige uitdrukking voor f(x, y) kan vers
hillen voor vers
hillendekaarten, terwijl de grootheid Φ op elk spe
i�ek punt van het oppervlak bestreken door dezekaarten niet verandert. Voor een andere kaart in Fig. 33 geldt bijvoorbeeld Φ = F (X,Y ). Alsde kaarten overlappen geldt f(x, y) = F (X,Y ). De spe
i�eke uitdrukking voor F , in termenvan X en Y , zal in het algemeen vers
hillen van de uitdrukking voor f in termen van x en
y. In het algemeen is X een ge
ompli
eerde fun
tie van x en y in het overlap gebied, en datgeldt ook voor Y . Met deze fun
ties dienen we rekening te houden als we van f naar F gaan.Dergelijke fun
ties, die de 
oördinaten van één systeem bes
hrijven in termen van die van hetandere systeem,

X = X(x, y) en Y = Y (x, y), (97)
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x = x(X,Y ) en y = y(X,Y ), (98)noemen we overgangsfun
ties.Teneinde het bovenstaande 
on
reet te maken, stelt U zi
h de volgende situatie voor. Eenwaarnemer die we voorzien van het label O besluit om de temperatuur van een bepaald gebiedjevan het aardoppervlak in kaart te brengen. Hiertoe maakt hij een kaart van het gebied engebruikt hij 
oördinaten x en y. Een bepaald punt P van het aardoppervlak komt overeen meteen bepaald punt (x, y) op zijn kaart. Een tweede waarnemer (die we labelen met O′) komtop hetzelfde idee. Hij maakt ook een kaart, e
hter met volledig andere 
oördinaten (x′, y′).Na verloop van tijd besluiten beide waarnemers om hun analyse te vergelijken en leggen ze dekaarten naast elkaar. Het blijkt mogelijk om een wiskundige transformatie34 te vinden tussenplaatsve
toren x = (x, y) op de kaart van waarnemer O en x′ = (x′, y′) van O′. De transformatie
orrespondeert met de volgende set lineaire vergelijkingen,

x′ = 5x− 2y
y′ = 3x+ 2y

→

(

x′

y′

)

=

(

∂x′

∂x
∂x′

∂y
∂y′

∂x
∂y′

∂y

)

(

x
y

)(

5 −2
3 2

)(

x
y

)

→ x′ = Ax.(99)Deze vergelijkingen de�niëren een lineaire transformatie35 (of lineaire afbeelding) van een punt
(x, y) naar een 
orresponderend beeld (x′, y′). In matrixvorm mogen we dit s
hrijven als x′ = Ax,en indien de afbeelding bije
tief (een-op-een afbeelding) is, geldt detA 6= 0. Er is altijd sprake vaneen alias-alibi aspe
t bij dergelijke transformaties: als (x′, y′) wordt bes
houwd als het de�niërenvan nieuwe 
oördinaten (een nieuwe naam) voor (x, y), dan hebben we te maken met het aliasaspe
t; als (x′, y′) bes
houwd wordt als een nieuwe positie (plaats) voor (x, y), dan komt hetalibi aspe
t te voors
hijn. In tensorrekening zijn we in het algemeen meer geïnteresseerd in hetalias aspe
t. We noemen de twee 
oördinatenstelsels gerelateerd door x′ = Ax respe
tievelijkhet systeem O′ en O. Stel dat het punt P van de variëteit in het systeem O gegeven wordt doorde 
oördinaten (x, y) = (0,−1). Met vergelijking (99) vinden we voor het punt (x, y) = (0,−1)het beeldpunt (x′, y′) = (2,−2) in systeem O′. Het origineel in O en het beeldpunt in O′ hebbenvers
hillende 
oördinaten, maar stellen hetzelfde punt P in de variëteit voor.Stel dat waarnemer O de temperatuur T in zijn 
oördinatenstelsel kan bes
hrijven met uit-drukking T : T (x, y) = 30 + 8x − y (dit is een s
alairveld T dat vers
hillende waarden kanaannemen op vers
hillende punten). Op punt (x, y) = (0,−1) wordt de temperatuur dan gegevendoor T = 30+8×0−(−1) = 31◦C. Om de 
orresponderende uitdrukking voor de andere waarne-mer, die in 
oördinatenstelsel O′, te vinden, dienen we eerst de inverse transformatie gegevendoor vergelijking (99) af te leiden. Hiertoe inverteren we de bijbehorende matrix en vinden

A =

(

5 −2
3 +2

)

→ A−1 =
1

16

(

2 2
−3 5

)

. (100)Er geldt dan x = 1
16 (2x′+2y′) en y = 1

16 (−3x′+5y′) en we krijgen een andere uitdrukking voor detemperatuur. We vinden T : T (x′, y′) = 30+ 8
16 (2x′+2y′)− 1

16(−3x′+5y′) = 30+ 19
16x

′+ 11
16y

′. Alswe nu weer naar de temperatuur op hetzelfde punt (beeldpunt (x′, y′) = (2,−2)) kijken, vindenwe weer T (x′, y′) = T (2,−2) = 30 + 19×2
16 + 11×(−2)

16 = 30 + 2, 375 − 1, 375 = 31◦C, zoals hethoort, want de temperatuur is een s
alairveld dat zi
h niets aantrekt van het 
oördinatenstelseldat we kiezen. Beide waarnemers zijn het eens: in de variëteit (het stukje aardoppervlak waarde kaarten overlappen in dit geval) is de temperatuur op punt P gelijk aan 31◦C.34Voor tensorrekening is basiskennis van transformatietheorie onontbeerlijk. Dit voorbeeld is een eerste kennis-making.35De transformaties die een rol spelen in de ART zijn over het algemeen niet lineair.
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torveldHet begrip ve
tor is ontstaan in de fysi
a en wel door begrippen als snelheid en versnelling. Dezeobje
ten hebben een grootte en een ri
hting en ze kunnen worden opgeteld en met een reëel getalvermenigvuldigd. Veel verwarring komt voort uit het feit dat de naam `ve
tor' refereert naartwee vers
hillende 
on
epten: enerzijds een zuiver numeriek obje
t (een rij of kolom getallen) enanderzijds een obje
t met geometris
he of topologis
he eigens
happen. In deze laatste betekenisis de ve
tor onafhankelijk van het referentiesysteem en heeft daarom geen unieke de
ompositie innumerieke elementen. We benadrukken het om een ve
tor (of meer algemeen een tensor) te zienals een `geometris
h obje
t', iets dat men zi
h kan voorstellen zonder te moeten refereren naareen spe
i�ek referentiesysteem. Fig. 34 geeft een voorstelling van een ve
torveld, bijvoorbeeld

Figuur 34: Gra�s
he voorstelling van een ve
torveld als een `verdeling van pijltjes over devariëteit' getekend op S. De ve
toren zijn gebonden aan hun plaats.de horizontale windsnelheid op het oppervlak van de aarde.Een topologis
he ve
tor is een obje
t ~V dat leeft in een bepaalde ruimte, in ons voorbeeld vanhet aardoppervlak is dat een niet-eu
lidis
he twee-dimensionale ruimte met 
onstante positievekromming36. De ve
tor heeft een bepaalde betekenis in die ruimte en stelt in ons voorbeeld dehorizontale windsnelheid op het oppervlak van de aarde voor. We kunnen ve
toren tekenen alspijltjes, zonder te refereren naar een bepaalde basis, en dat hebben we gedaan in Fig. 34.Er is geen unieke manier om een topologis
he ve
tor te expanderen in termen van 
omponenten.Zonder verdere informatie is een bewering als
~V =

(

a
b

) (101)zonder enige betekenis, omdat we niet weten welke basis we dienen te gebruiken. Wat we dienente doen, is iets te s
hrijven als
~V −→

O

(

a
b

) (102)36Andere voorbeelden zijn de Hilbertruimte met 
omplexe gol�un
ties van de quantumme
hani
a, of deMinkowskiruimte van de spe
iale relativiteitstheorie.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 68waarmee we met het pijltje −→
O

bedoelen dat de ve
tor ~V 
omponenten a en b heeft, die gegevenzijn in het referentiesysteem van waarnemer O (bijvoorbeeld het (x, y) systeem). De ve
tor ~V iseen pijl met als 
omponenten een verzameling van 
oördinatenstelsel afhankelijke getallen. Wekunnen ook s
hrijven
~V = a~ex(O) + b~ey(O), (103)waarbij ~ex(O) en ~ey(O) de basisve
toren in het referentiesysteem van waarnemer O zijn. Wehadden net zo goed een andere waarnemer kunnen kiezen, bijvoorbeeld O′, en dan geldt

~V −→
O′

(

p
q

)

, (104)waarbij
~V = p~eX(O′) + q~eY (O′), (105)met ~eX(O′) en ~eY (O′) de basisve
toren in het referentiesysteem van waarnemer O′ (bijvoorbeeldhet (X,Y ) systeem). Merk op dat vergelijkingen (102) - (105) alle geldige bes
hrijvingen zijnvan dezelfde topologis
he ve
tor ~V .Het is verleidelijk om te denken dat het symbool ~ex de x-
omponent van de ~e-ve
tor voorstelt.We bedoelen e
hter met ~ex een volledige ve
tor, waarbij het subs
ript x onderdeel is van de naamvan de ve
tor en aangeeft welke van de basisve
toren we bedoelen (namelijk de basisve
tor inde x-ri
hting). De ve
tor ~ex heeft zelf 
omponenten, waarvan de x-
omponent ges
hreven kanworden als (~ex)x. De volledige basis37 geven we in dit geval aan met {~ex, ~ey}.Elke 
omplete set ve
toren kan gebruikt worden als basis. In Fig. 33 zijn de referentiesystemenvan drie waarnemers weergegeven. Een topologis
he ve
tor wordt voorgesteld door de pijl (zieFig. 34) en hoort niet bij een of ander referentiesysteem. Het is een topologis
h obje
t metzelfstandig bestaansre
ht. De waarnemers bekijken het e
hter vanuit hun eigen gezi
htspunt(referentiesysteem). Cru
iaal is te begrijpen dat de ve
tor niet verandert als we van het ene naarhet andere referentiesysteem gaan. Er geldt
(

a
b

)

O

=

(

p
q

)

O′

. (106)Natuurlijk zijn de 
omponenten a en b niet gelijk aan p en q en dienen we een voors
hrift te vindenhoe we deze kunnen berekenen als we van basis veranderen. We gaan als volgt te werk: kies eersteen puntgebeurtenis P. Op deze puntgebeurtenis kiezen we dan een 
omplete set onafhankelijkeve
toren (hierbij is elke redelijke keuze geoorloofd). We noemen deze ve
toren ~ei en gebruikendeze als basis om andere ve
toren op punt P in te expanderen: ~u =
∑

uα~eα en ~v =
∑

vα~eα.Fig. 35 toont dat deze basis een tangentenruimte TP de�nieert op punt P. Alle ve
torenworden lokaal op dit punt bes
hreven38. De ri
htingsafgeleiden ∂α ≡ ∂~eα
langs deze 
oördinatenspannen de tangentenruimte (de raakruimte in punt P) op. In Fig. 35 hebben we als 
oördinaten

χ(P) en ψ(P) gebruikt. De basisve
toren worden gegeven door de ri
htingsafgeleiden langs de
oördinaatlijnen en zijn ∂/∂χ en ∂/∂ψ. We kunnen een ve
tor dus zien als een ri
htingsafgeleide.We zien dat deze ve
toren niet in de variëteit liggen, maar een eigen ve
torruimte opspannen.37Er worden vaak andere symbolen gebruikt voor de basisve
toren, zoals i, j en k. Ook is het mogelijk om ~ete zien als een obje
t met hogere rang, bijvoorbeeld een ve
tor van ve
toren. Dat is niet fout, maar in ons gevalook niet nuttig.38We stappen dus af van het begrip vrije ve
tor. In de algemene relativiteitstheorie kunnen we een ve
tor nieteenvoudig vrij verplaatsen!
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Figuur 35: De basisve
toren die door een 
oördinatensysteem worden geïndu
eerd, vormen eentangentenruimte op elke gebeurtenis van de variëteit.Alhoewel Fig. 35 een inzi
htelijke voorstelling geeft, dienen we ons te realiseren, dat een abstra
tevariëteit bes
houwd dient te worden als een zelfstandige entiteit: er is geen hogere-dimensioneleruimte waarin de variëteit en zijn tangentenruimten zijn ingebed. We geven een toeli
hting aande hand van een voorbeeld dat de gang van zaken in de vertrouwde drie-dimensionale eu
lidis
heruimte bes
hrijft.Voorbeeld: 
oördinatensysteem in eu
lidis
he ruimteWe bes
houwen de eu
lidis
he ruimte met 
artesis
he 
oördinaten (x, y, z) en de bijbehorende basis van eenheids-ve
toren {~i,~j,~k}. We gebruiken dit systeem als algemene referentie om andere, niet 
artesis
he 
oördinaten in tebes
hrijven. We hebben een tweede 
oördinatensysteem (u, v, w) dat niet 
artesis
h is, bijvoorbeeld de sferis
he
oördinaten (r, θ, φ). Er geldt
x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w), (107)en we kunnen dit inverteren om u, v, w te s
hrijven in termen van x, y, z. We kunnen bovenstaande vergelijkings
hrijven als

~r = x(u, v, w)~i + y(u, v, w)~j + z(u, v, w)~k, (108)Indien we w gelijk zetten aan de 
onstante w0, terwijl u, v mogen variëren, krijgen we
~r = x(u, v, w0)~i + y(u, v, w0)~j + z(u, v, w0)~k. (109)hetgeen een parametris
he vergelijking is voor het 
oördinatenoppervlak w = w0, waarbij de 
oördinaten u, vde rol van parameters spelen. We kunnen de parametris
he vergelijkingen voor de twee andere oppervlakken opidentieke wijze verkrijgen. Als we in bovenstaande vergelijking v = v0 en w = w0 stellen, maar u laten variëren,krijgen we

~r = x(u, v0, w0)~i + y(u, v0, w0)~j + z(u, v0, w0)~k, (110)krijgen we een parametris
he vergelijking voor de 
oördinaten
urve gegeven door de snijlijn van vlakken v = v0en w = w0, waarbij u de rol van parameter langs de 
urve speelt. We kunnen de parametris
he vergelijkingenvoor de twee andere 
urven op identieke wijze verkrijgen. Door elk punt P met 
oördinaten (u0, v0, w0) gaan drie
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Figuur 36: De 
oördinaatoppervlakken (bol, kegel en halfruimte) en 
oördinaat
urven voorsferis
he 
oördinaten.
oördinaatvlakken gegeven door u = u0, v = v0 en w = w0. De vlakken snijden elkaar in 
oördinaat
urven. Voorsferis
he 
oördinaten hebben we
x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sin φ, z = r cos θ. (111)waarbij de 
oördinaten het volgende bereik hebben: r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π en 0 ≤ φ < 2π. Fig. 36 toont dat het
oördinaatvlak r = r0 een bol is met straal r0, het 
oördinaatvlak θ = θ0 is een oneindige kegel met de apex inde oorsprong en de as verti
aal, en het 
oördinaatvlak φ = φ0 is een half-oneindig vlak met de z-as als rand.De oppervlakken θ = θ0 en φ = φ0 snijden elkaar en dat resulteert in de 
oördinaat
urve die een deellijn is dievanaf O vertrekt door P gaat; de oppervlakken φ = φ0 en r = r0 snijden elkaar in de 
urve die een halve 
irkelis met eindpunten op de z-as en die door P gaat; en de oppervlakken r = r0 en θ = θ0 snijden elkaar in dehorizontale 
irkel door P met het middelpunt op de z-as.Als we vergelijking (110) di�erentiëren naar de parameter u, krijgen we een tangentenve
tor aan de 
oördi-naat
urve. Omdat we tijdens di�erentiëren v en w 
onstant houden (want op deze wijze was de 
urve gede�nieerd),hebben we in feite de partiële afgeleide naar u genomen van vergelijking (107). Als we op dezelfde manier verge-lijking (107) partieel a�eiden naar v en w, krijgen we de tangentenve
toren van de andere twee 
oördinaat
urven.De drie partiële afgeleiden

~eu ≡
∂~r

∂u
, ~ev ≡

∂~r

∂v
, ~ew ≡

∂~r

∂w
, (112)berekend op punt (u0, v0, w0) geven tangentenve
toren aan de drie 
oördinaat
urven die door P gaan. Op dezewijze verkrijgen we de natuurlijke basis {~eu, ~ev, ~ew} op punt P . In het algemeen is deze basis niet orthogonaal enzijn de ve
toren geen eenheidsve
toren.Gegeven een ve
torveld ~λ, kunnen we in elk punt P de ve
tor ~λ refereren aan basis {~eu, ~ev, ~ew},

~λ = λu~eu + λv~ev + λw~ew. (113)We gebruiken ui (i = 1, 2, 3) in plaats van (u, v, w) voor de 
oördinaten, en {~ei} (i = 1, 2, 3) in plaats van
{~eu, ~ev, ~ew} voor de natuurlijke basis. Voor een ve
tor ~λ duiden we de 
omponenten in de basis {~ei} aan met λi

(i = 1, 2, 3). We kunnen vergelijking (113) nu uitdrukken als
~λ = λ1~e1 + λ2~e2 + λ3~e3 =

3
∑

i=1

λi~ei. (114)



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 71We spreken nu af dat een index uit het midden van het alfabet (i, j, k, ...) altijd loopt over de waarden 1,2en 3. Verder sommeren we automatis
h als dezelfde index voorkomt als supers
ript en subs
ript (dit heet desommatie
onventie van Einstein). We kunnen vergelijking (114) nu s
hrijven als ~λ = λi~ei. Merk op dat de tweeindi
es die we op deze wijze gebruiken, dummie indi
es genoemd worden. We mogen deze vervangen door andereletters (die nog niet in gebruik zijn).In het volgende bestuderen we ve
toren in ruimtetijd. Omdat ruimtetijd uit drie ruimtelijkeen één tijddimensie bestaat, vormt het een vier-dimensionale stru
tuur. De ve
toren die inruimtetijd leven, worden dan ook vierve
toren genoemd. Als we een 
oördinatenstelsel aan-brengen, hebben deze ve
toren vier 
omponenten. Een typis
he ve
tor is de verplaatsingsve
tor
∆~x −→

O

(∆t,∆x,∆y,∆z), die twee gebeurtenissen P en Q verbindt. Een andere notatie is
∆~x −→

O

{∆xα}. Als we willen weten wat de 
omponenten van deze ve
tor zijn in een ander 
oör-dinatenstelsel, bijvoorbeeld het systeem O′, dan s
hrijven we ∆~x −→
O′

{

∆xα′

}. We gebruikenhet a

ent boven de index om de nieuwe 
oördinaten aan te geven. De ve
tor ∆~x is hetzelfdeen daarvoor hebben we geen nieuwe notatie nodig als we van referentiesysteem veranderen. Wekunnen de nieuwe 
omponenten ∆xα′ vinden met behulp van de transformatiematrix van hetene naar het andere systeem (zie vergelijking (88)) en we s
hrijven
∆xα′

=
3
∑

β=0

Λα′

β∆xβ = Λα′

β∆xβ (115)voor willekeurige α′. De verzameling Λα′

β bestaat uit 16 getallen die de transformatiematrix verte-genwoordigen. De notatie maakt weer gebruik van Einsteins sommatie
onventie en vergelijking(115) stelt eigenlijk vier vers
hillende vergelijkingen voor (α′ = 0, 1, 2, 3).Een algemene ve
tor (wij zijn geïnteresseerd in vierve
toren) is gede�nieerd als een verzamelinggetallen (de 
omponenten van de ve
tor ten opzi
hte van een bepaalde basis, O) als ~V −→
O

(V 0, V 1, V 2, V 3) = {V α} en door de regel dat zijn 
omponenten in een systeem O′ gegevenworden door
V α′

= Λα′

βV
β. (116)Dus de 
omponenten van een ve
tor (vergelijking (116)) transformeren op dezelfde manier als de
oördinaten (vergelijking (115)).De 
omponenten V α van een ve
tor ~V ten opzi
hte van de natuurlijke basis {~eα} worden de
ontravariante 
omponenten genoemd. Een obje
t waarvan de 
omponenten 
ontravariant trans-formeren, een ve
tor, noemen we een (

0
2

) tensor. Stel dat we twee systemen met 
urvelineaire
oördinaten hebben in ruimtetijd, aangegeven met O en O′. We vragen ons af hoe de 
ontravari-ante 
omponenten van een ve
tor veranderen als we van het ene naar het andere systeem gaan.We noemen {~eα} de basis in het systeem van waarnemer O en {~eα′} de basis in het systeem vanwaarnemer O′. Er geldt
~V = V α~eα = V α′

~eα′ . (117)We kunnen bovenstaande relatie gebruiken om de transformatiewet voor de basisve
toren te vin-den, dit wil zeggen de relatie tussen {~eα} en {~eα′}. Met vergelijking (116) kunnen we vergelijking(117) s
hrijven als
Λα′

βV
β~eα′ = V α~eα → V βΛα′

β~eα′ = V α~eα → V αΛβ′

α~eβ′ = V α~eα → V α(Λβ′

α~eβ′ − ~eα) = 0.(118)



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 72In de eerste stap maken we gebruik van het feit dat Λβ′

α en V β gewoon getallen zijn, en dat hunvolgorde in een eindige som niet uitmaakt. In de tweede stap gebruiken we het feit dat β en α′dummie indi
es zijn: we veranderen β in α en α′ in β′. De laatste vergelijking moet waar zijnvoor elke verzameling {V α} omdat ~V een willekeurige ve
tor is. We vinden
~eα = Λβ′

α~eβ′ (119)en dit is de transformatiewet voor basisve
toren. Het is geen transformatie van 
omponenten,maar geeft de basis {~eα} van O als een lineaire som van de basis {~eα′} van O′. Als we dit vergelij-ken met relatie (116) dan zien we dat het transformatiegedrag vers
hilt. Omdat de 
omponentenmet de inverse transformatiematrix van die van de basisve
toren transformeert, noemen we de
omponenten van een ve
tor 
ontravariant.We kunnen de inverse transformaties vinden door ons te realiseren dat de systemen O en O′ opgelijke voet staan. We kunnen derhalve de indi
es met en zonder a

enten verwisselen en vindenvoor de inverse transformatie van basis en 
omponenten
~eβ′ = Λα

β′~eα, en V α = Λα
β′V β′

. (120)Dit volgt ook uit het feit dat eerst heen en vervolgens terug transformeren niets mag veranderen.Dit leidt tot de identiteit
Λν

β′Λβ′

α = δν
α. (121)Merk op dat we bovenstaand verband al hadden gevonden in vergelijking (91).We eindigen de dis
ussie over ve
toren met een voorbeeld in R

2. Stel dat V i met i = 1, 2 de
ontravariante 
omponenten zijn van een ve
tor, en dat V i = (x2, x1) in het 
oördinatenstelsel
x = {xi}. We willen nu de 
omponenten van deze ve
tor, V i′ , berekenen in het systeem x′ = {xi′}met transformatie

x1′ = (x2)2 6= 0

x2′ = x1x2.
(122)Volgens de de�nitie van 
ovariantie, vergelijking (116), geldt

V i′ = V rΛi′

r = V 1 ∂x
i′

∂x1
+ V 2∂x

i′

∂x2
, (123)waarbij we vergelijking (88) gebruikt hebben om Λi′

r uit te werken. We zien dat we de transfor-matiematrix nodig hebben voor geval i = 1 en i = 2. We vinden
(

∂x1′

∂x1
∂x1′

∂x2

∂x2′

∂x1
∂x2′

∂x2

)

=

(

0 2x2

x2 x1

)

. (124)Dit geeft
V 1′ = V 1(0) + V 2(2x2) = 2x1x2 V 2′ = V 1(x2) + V 2(x1) = (x2)2 + (x1)2 (125)en in termen van de gea

entueerde 
oördinaten wordt dit

V 1′ = 2x2′ V 2′ = x1′ +
(x2′)2

x1′
. (126)
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tionaal, 1-vorm of 
ove
torveldEen tensor van het type (

0
1

) wordt een 
ove
tor, een 
ovariante ve
tor, een lineaire fun
tio-naal39 of een 1-vorm genoemd. De lineaire fun
tionaal40 p̃ heeft een ve
tor als argument en beeldtaf op de reële getallen: p̃(~V ) is een reëel getal41. De fun
tionalen voldoen aan de axioma's vooreen ve
torruimte. Deze ruimte wordt de duale ve
torruimte genoemd om het te onders
heidenvan de ruimte van alle ve
toren ~V . De 
omponenten van p̃ worden pα genoemd en er geldt
pα ≡ p̃(~eα). (127)Elke 
omponent met één enkel subs
ript is per 
onventie de 
omponent van een 1-vorm; eensupers
ript geeft een 
omponent van een ve
tor aan. In termen van 
omponenten wordt p̃(~V )gegeven door

p̃(~V ) = p̃(V α~eα) = V αp̃(~eα) = V αpα. (128)Merk op dat we in bovenstaande a�eiding gebruik maken van de lineariteit van de fun
tionaal.Voor ruimtetijd (n = 4) is het getal p̃(~V ) gelijk aan V 0p0 +V 1p1 +V 2p2 +V 3p3 en de bewerkingwordt 
ontra
tie van ~V en p̃ genoemd.De 
omponenten van p̃ op een andere basis {~eα′} zijn
pα′ ≡ p̃(~eα′) = p̃(Λβ

α′~eβ) = Λβ
α′ p̃(~eβ) = Λβ

α′pβ. (129)Als we dit vergelijken met uitdrukking (120) dan zien we dat de 
omponenten van 1-vormenop pre
ies dezelfde wijze transformeren als basisve
toren en tegengesteld aan de 
omponentenvan ve
toren. Met tegengesteld bedoelen we met de inverse transformatie (zie weer vergelijking(120)). Dit gebruik van de inverse garandeert dat het V αpα systeem onafhankelijk is voor iedereve
tor ~V en 1-vorm p̃. De inverse transformatie geeft aanleiding tot het woord duaal in dualeve
torruimte. De eigens
hap van transformeren met basisve
toren geeft aanleiding tot de 
o in
ovariante ve
tor. Omdat 
omponenten van gewone ve
toren tegengesteld transformeren aan debasisve
toren, worden ze 
ontravariant genoemd.Omdat de 1-vormen een ve
torruimte opbouwen, kunnen we een verzameling van onafhankelijke1-vormen als basis kiezen. We hebben de basis {~eα} reeds gebruikt om de 
omponenten van de1-vorm te de�niëren. We kunnen nu de geasso
ieerde 1-vorm basis ω̃α, α = 0, ..., 3 de�niëren diewe duaal aan {~eα} noemen. Dat wil zeggen dat we de verzameling {ω̃} zó kiezen, dat
p̃ = pαω̃

α. (130)We vinden op deze manier spe
ieke 1-vormen als basis. Merk op dat we de notatie weer zodanigkiezen, dat we gebruik kunnen maken van de sommatie
onventie. Als we vergelijking (130)gebruiken, vinden we
p̃(~V ) = pαω̃

α(~V ) = pαω̃
α(V β~eβ) = pαV

βω̃α(~eβ). (131)Het bovenstaande dient gelijk te zijn aan pαV
α en daaruit volgt

ω̃α(~eβ) = δα
β. (132)Bovenstaande relatie de�nieert de 1-vorm basis: de ve
tor basis indu
eert een unieke en bruikbare1-vorm basis42.39Terwijl een fun
tie een getal als argument neemt en een getal als resultaat oplevert, neemt een fun
tionaaleen fun
tie als argument en levert een getal als resultaat. Een voorbeeld is de totale massa die hoort bij een
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Figuur 37: Links: de waarde p̃(~V ) is gelijk aan 2,5. Re
hts: een topologis
he kaart demonstreertde gradiënt 1-vorm (lokale 
ontouren van 
onstante hoogte). De verandering van hoogte vooreen reis (pijl) is het aantal 
ontouren dat door de pijl doorboord wordt. Deze is het grootst voorreis (2).Bij ve
toren denken we meestal aan een pijl als we een beeld nodig hebben. Het kan handig zijnom ook een voorstelling van een 1-vorm te hebben. Dit beeld moet het feit uitdrukken dat een1-vorm een afbeelding is van een ve
tor naar een reëel getal. In de drie-dimensionale ruimte kanmen zi
h een 1-vorm p̃ op punt P voorstellen als een aantal parallelle vlakken. De 
ontra
tiemet een ve
tor ~V is dan het aantal vlakken dat door de ve
tor `doorboord' wordt. Hoe di
hterde oppervlakken bij elkaar staan, hoe groter p̃(~V ).Het dualisme is overigens 
ompleet, omdat we ve
toren ook kunnen bes
houwen als fun
ties die1-vormen afbeelden op de reële getallen. Gegeven ve
tor ~V krijgen we een reëel getal als we deve
tor voorzien van een 1-vorm,
~V (p̃) ≡ p̃(~V ) ≡ pαV

α. (133)Ve
toren hebben dus geen spe
iale positie als obje
ten die als input dienen voor tensoren. Wekunnen een ve
tor ook als tensor zien: een lineaire fun
tie van een 1-vorm naar een reëel getal.Ve
toren en 1-vormen hebben hiermee een gelijke en symmetris
he status.Voordat we de bes
hrijving van 1-vormen afsluiten zullen we nog een spe
iale 1-vorm bespreken,de gradiënt. We bes
houwen in Fig. 38 een s
alair veld φ(~x) = φ(t, x, y, z). De wereldlijn vaneen waarnemer meet een waarde voor φ voor elke gebeurtenis die hij meemaakt en deze waardeverandert voortdurend. We parametriseren de wereldlijn met de eigentijd τ van de waarnemer endit staat ons toe om de 
oördinaten van gebeurtenissen op de wereldlijn uit te drukken als fun
tiesvan τ . Er geldt [t = t(τ), x = x(τ), y = y(τ), z = z(τ)]. De viersnelheid heeft 
omponenten
~U →

(

dt
dτ
, dx

dτ
, dy

dτ
, dz

dτ

) en is duidelijk een vierve
tor, want het is de verplaatsingsve
tor gedeelddoor een getal (de eigentijd). Omdat φ een fun
tie is van t, x, y en z, is φ op de wereldlijnimpli
iet een fun
tie van τ , φ(τ) = φ[t(τ), x(τ), y(τ), z(τ)]. De mate van verandering van φ opdi
htheidsverdeling, waarbij m =
∫

ρ(x, y, z)dxdydz.40Net zoals we ve
toren aangeven door een pijltje (~V ) boven het symbool te plaatsen, geven we een lineairefun
tionaal aan door er een tilde (p̃) boven te plaatsen.41Je kunt de 1-vorm zien als een apparaat met een sleuf. Als in deze sleuf een ve
tor geplaatst wordt, dan rolter een getal uit het apparaat.42Dit is niet de enig mogelijke basis voor 1-vormen. Men kan eenvoudig laten zien dat andere basis 1-vormenvoldoen aan ω̃′ = Uα′

β ω̃β.
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Figuur 38: Het pad in ruimtetijd wordt geparametriseerd door de eigentijd τ van een deeltje.Op tijd τ1 heeft het s
alaire veld φ de waarde φ(τ1) en op tijd τ2 de waarde φ(τ2). De viersnelheid
~U is de raakve
tor aan de wereldlijn.de wereldlijn, dat is de afgeleide, bedraagt
dφ

dτ
=
∂φ

∂t

dt

dτ
+
∂φ

∂x

dx

dτ
+
∂φ

∂y

dy

dτ
+
∂φ

∂z

dz

dτ
=
∂φ

∂t
U t +

∂φ

∂x
Ux +

∂φ

∂y
Uy +

∂φ

∂z
U z = d̃φ(~U ). (134)Het is duidelijk dat we in bovenstaande vergelijking erin geslaagd zijn om met de ve
tor ~U hetgetal dφ/dτ te produ
eren, dat de mate van verandering van φ is langs de wereldlijn waaraan

~U een tangent ve
tor is. Dit getal dφ/dτ wordt verkregen met een uitdrukking die duidelijkeen lineaire fun
tie van ~U is en hiermee hebben we dus een 1-vorm gede�nieerd. Vergelijkenmet uitdrukking (128) toont dat deze 1-vorm de 
omponenten ∂φ
∂t
, ∂φ

∂x
, ∂φ

∂y
, ∂φ

∂z
heeft. Deze 1-vormwordt de gradiënt van φ genoemd en aangeduid met d̃φ. Er geldt

d̃φ −→
O

(

∂φ

∂t
,
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y
,
∂φ

∂z

)

of ook d̃φ = ∇φ met ∇αφ =
∂φ

∂xα
. (135)Merk op dat ondanks de notatie, d̃φ niet klein hoeft te zijn. We zien dus verder dat de gradiënteen 1-vorm is, terwijl we in de ve
toranalyse geleerd hebben dat het een ve
torgrootheid is. Dereden hiervoor is dat er een metriek nodig is om 1-vormen aan ve
toren te relateren. Op ditmoment hebben we deze extra mathematis
he stru
tuur nog niet aan onze variëteit opgelegd.We kunnen vergelijking (135) nog 
ontroleren op haar 
onsistentie door te bestuderen hoe de
omponenten transformeren. Voor een 1-vorm moet gelden (d̃φ)α′ = Λβ

α′(d̃φ)β . We weten hoepartiële afgeleiden transformeren, namelijk
∂φ

∂xα′
=

∂φ

∂xβ

∂xβ

∂xα′
, (136)hetgeen betekent dat (d̃φ)α′ = Λβ

α′(d̃φ)β , want gegeven dat xβ = Λβ
α′xα′ geldt

∂φ

∂xβ

∂xβ

∂xα′
= Λβ

α′

∂φ

∂xβ
. (137)De 
omponenten van de gradiënt transformeren met de inverse van de 
omponenten van ve
toren.De gradiënt is dus een 1-vorm.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 76Van nu af aan zullen we partiële afgeleiden aanduiden met de komma-notatie. Er geldt dede�nitie
∂φ

∂x
≡ φ,x of algemeen

∂φ

∂xα
≡ φ,α. (138)Merk op dat de index α aan de linkerkant als een boven-index optreedt en aan de re
hterkantals een beneden-index.4.5.6 Algemene tensorveldenDe (

0
2

) tensoren zijn tensoren die twee ve
torargumenten hebben. Een voorbeeld is demetris
he tensor, maar een eenvoudiger voorbeeld is het produ
t van twee 1-vormen. We ge-bruiken hierbij de volgende regel: als p̃ en q̃ beide 1-vormen zijn, dan is p̃ ⊗ q̃ de (

0
2

) tensordie, als hij de ve
toren ~A en ~B als argumenten krijgt, het getal p̃( ~A) ⊗ q̃( ~B) produ
eert. Het isdus het produ
t van de getallen geprodu
eerd door de (

0
1

) tensoren. Het symbool ⊗ wordthet tensorprodu
t genoemd en geeft de formele notatie hoe we een (

0
2

) tensor moeten samen-stellen uit 1-vormen. Overigens is ⊗ niet 
ommutatief: p̃⊗ q̃ 6= q̃⊗ p̃ zijn vers
hillende tensoren.De eerste geeft de waarde p̃( ~A)q̃( ~B) en de tweede q̃( ~A)p̃( ~B).De meest algemene (

0
2

) tensor is geen eenvoudig tensorprodu
t van twee 1-vormen, maar kanwel altijd voorgesteld worden als een som van dergelijke tensoren. Hiertoe bes
houwen we de
omponenten van een willekeurige (

0
2

) tensor f . Er geldt fαβ ≡ f(~eα, ~eβ), waarbij elke indexvier waarden kan aannemen voor ruimtetijd. In totaal heeft f dus 16 
omponenten. De waardevan f voor willekeurige ve
toren is
f( ~A, ~B) = f(Aα~eα, B

β~eβ) = AαBβf(~eα, ~eβ) = AαBβfαβ. (139)De vraag is of we een basis kunnen vormen voor deze tensoren43. Kunnen we een verzamelingbestaande uit 16 vers
hillende (

0
2

) tensoren ω̃αβ de�niëren, zodat geldt f = fαβω̃
αβ? Als datzo is, dan dient te gelden

fµν = f(~eµ, ~eν) = fαβ ω̃
αβ(~eµ, ~eν) (140)en dat betekent, dat moet gelden

ω̃αβ(~eµ, ~eν) = δα
µδ

β
ν . (141)Volgens vergelijking (132) is δα

µ de waarde van ω̃α voor ~eµ en hetzelfde geldt voor δβ
ν . Daaromis ω̃αβ een tensor, waarvan de waarde het produ
t is van de waarden van de twee basis 1-vormen.We 
on
luderen derhalve

ω̃αβ = ω̃α ⊗ ω̃β. (142)De tensoren ω̃α ⊗ ω̃β vormen een basis voor alle (

0
2

) tensoren, en we mogen s
hrijven
f = fαβ ω̃

α ⊗ ω̃β. (143)Op deze wijze is een algemene (

0
2

) tensor een som over eenvoudige tensorprodu
t tensoren.43Vergelijk dit eens met wat we gedaan hebben in vergelijking (130).
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M

N

) is een afbeelding (fun
tie) van M 1-vormen en N ve
toren naarreële getallen, die lineair is in elk van zijn M + N argumenten44. Merk op dat deze de�nitievan een tensor niet spreekt over de 
omponenten van de 1-vormen en ve
toren. De tensor dienthetzelfde reële getal als uitkomst te geven, onafhankelijk van het gebruikte 
oördinatensysteem.Net als een 1-vorm en ve
tor heeft ook een tensor 
omponenten. De de�nitie is als volgt: de
omponenten in een referentiesysteem O van een tensor van het type (

M

N

) zijn de waardenvan de fun
tie als men voor de argumenten de basis 1-vormen {~eα} en basisve
toren {~eα} vanhet systeem O gebruikt. De 
omponenten van een tensor zijn dus afhankelijk van het referen-tiesysteem van de waarnemer, omdat de basis immers per systeem vers
hilt. De tensor zelf kangezien worden als een topologis
h obje
t dat zelfstandig bestaat in ruimtetijd en onafhankelijkgezien kan worden van 
oördinatenstelsels.4.6 Metris
he tensorTot nu toe hebben we alleen variëteiten bes
houwd die een relatief eenvoudige vorm hebben.De variëteit is 
ontinu en di�erentieerbaar, waardoor we 1-vormen, ve
toren en andere tensorenkunnen de�niëren. Verder betreft het een amorfe verzameling punten (of puntgebeurtenissen).Er is nog geen meetkunde gede�nieerd. Zo kunnen we twee ve
toren (of 1-vormen) niet afbeeldenop een reëel getal. Er is dan ook nog geen 
on
ept van inprodu
t.Als volgende stap kiezen we nu een (

0
2

) tensor g (van gravitatie) die dienst gaat doen alsde metriek van de variëteit. Een dergelijke variëteit noemen we een riemannse variëteit. Demetris
he tensor maakt het mogelijk om de (kwadratis
he) lengte van een ve
tor te berekenen,of het s
alaire produ
t (inprodu
t) van twee ve
toren te bepalen. Ook zullen we zien dat demetriek een één op één 
orrespondentie levert tussen ve
toren en 1-vormen. We de�niëren
g( ~A, ~B) ≡ ~A · ~B, (144)en hieruit volgt dire
t dat de metris
he tensor symmetris
h is, g( ~A, ~B) = g( ~B, ~A). We bes
houwen

g( , ) als een fun
tie met twee argumenten en die lineair is in deze argumenten, bijvoorbeeld
g(α ~A + β ~B, ~C) = αg( ~A, ~C) + βg( ~B, ~C). (145)Merk op dat deze de�nitie van metriek geen gebruik maakt van de 
omponenten van de ve
toren.De metriek kan weer gezien worden als een topologis
h obje
t in ruimtetijd. In een spe
i�ekebasis {~eα} heeft de metris
he tensor 
omponenten die gegeven zijn door

g(~eα, ~eβ) = ~eα · ~eβ = gαβ . (146)De fundamentele rol van de metriek is om te zorgen voor een afbeelding tussen ve
toren en1-vormen. Om te begrijpen hoe dit werkt, bes
houwen we g en een enkele ve
tor ~V . Omdat gtwee ve
tor argumenten nodig heeft, kunnen we de uitdrukking g(~V , ), waar nog een argumentontbreekt, bes
houwen als een fun
tie van ve
toren. Als men aan g(~V , ) nog een ve
tor toekent,dan krijgen we een reëel getal. Een dergelijke lineaire fun
tie van ve
toren die een reëel getalprodu
eert, noemen we een 1-vorm. We noemen het Ṽ . Er geldt
g(~V , ) ≡ Ṽ ( ), (147)44Men kan een dergelijke tensor opvatten als een apparaat met M gaten waar men 1-vormen en N gaten waarmen ve
toren in kan stoppen. Nadat men die M 1-vormen en N ve
toren erin gestopt heeft, rolt er een reëel getaluit het apparaat. De uitkomst is lineair in elk van de ve
toren en 1-vormen die als input gebruikt zijn.
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tor argument moeten aanleveren. Dan geldt dat Ṽ de 1-vormis, die voor de ve
tor ~A de waarde ~V · ~A heeft. Er geldt
Ṽ ( ~A) ≡ g(~V , ~A) = ~V · ~A = V αAα = VαA

α. (148)Omdat g symmetris
h is, kunnen we ook s
hrijven g( , ~V ) ≡ Ṽ ( ). De 
omponenten van Ṽ vindenwe als volgt,
Vα ≡ Ṽ (~eα) = ~V · ~eα = ~eα · ~V = ~eα · (V β~eβ) = (~eα · ~eβ)V β = gαβV

β. (149)Hiermee hebben we de relatie tussen ve
toren en 1-vormen gevonden,
Vα = gαβV

β. (150)We onders
heiden de 
omponenten V α van de ve
tor ~V van de 
omponenten Vα van de 1-vorm Ṽalleen door de positie van de index α. De inverse van de metriek bestaat ook en wordt aangeduidmet gαβ . Hiermee vinden we
V α = gαβVβ. (151)Een ve
tor is een (

1
0

) tensor en een 1-vorm is een (

0
1

) tensor. We gebruiken de metris
hetensor als afbeelding tussen beide. Op dezelfde manier kunnen we een (

M

N

) tensor afbeeldenop een (

N − 1
M + 1

) tensor, of door gebruik te maken van de inverse metriek op een (

N + 1
M − 1

)tensor. Het is gebruikelijk om voor deze geasso
ieerde tensoren hetzelfde symbool te gebruiken,maar we dienen ons ervan bewust te zijn dat we te maken hebben met vers
hillende tensoren.Stel Tαβ
γ zijn de 
omponenten van een (

2
1

) tensor. Dan zijn
Tα

βγ ≡ gβµT
αµ

γ (152)de 
omponenten van een (

1
2

) tensor, omdat we het tweede 1-vorm argument veranderd hebbenin een ve
tor. We noemen dergelijke manipulaties het naar boven brengen en naar beneden halenvan indi
es en gebruiken hierbij de metriek als afbeelding.We kunnen dit ook doen met de metriek zelf en vinden
gα

β ≡ gαµgµβ = δα
β. (153)De laatste stap volgt uit het feit dat gαβ en gαβ elkaars inverse afbeelding zijn.Een di�erentieerbare variëteit is een riemannse variëteit als de kwadratis
he booglengte langseen 
urve voldoet aan

ds2 = gijdx
idxj, (154)waarbij de 
omponenten van de metris
he tensor, gij = gij(x

1, x2, ..., xn), 
ontinue fun
ties zijnvan de 
oördinaten en vers
hillen van 
onstanten. In het spe
iale geval dat gij = δij , redu
eertde riemannse ruimte tot de eu
lidis
he ruimte E
n. De ruimte is vlak als het mogelijk is om een
oördinatentransformatie te vinden, waarvoor ds2 = ǫi(dx

i)2, waarbij iedere ǫi gelijk is aan +1of −1. Een ruimte die niet vlak is, wordt gekromd genoemd.We vatten het voorgaande samen en illustreren dit aan de hand van een voorbeeld uit de 3Deu
lidis
he ruimte.
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lidis
he ruimteWe bes
houwen de eu
lidis
he ruimte met 
artesis
he 
oördinaten (x, y, z) en de bijbehorende basis van eenheids-ve
toren {~i,~j,~k}. We gebruiken dit systeem weer als algemene referentie om een ander, niet 
artesis
h systeem,
(u, v, w), te bes
hrijven. We kunnen de gradiënt van een s
alaire fun
tie bes
houwen als een 1-vorm. Teneindedat duidelijk te maken gaan we weer even terug naar onze bes
hrijving in de drie-dimensionale eu
lidis
he ruimte.Vergelijking (112) geeft de natuurlijke basis {~eu, ~ev, ~ew} op punt P , waarbij we de 
oördinaten (u, v, w) gebruikenom punten te labelen. Er is een andere manier om het 
oördinatensysteem (u, v, w) te gebruiken om een basis te
onstrueren op punt P . Allereerst inverteren we vergelijkingen (107) om u, v en w te krijgen in termen van x, yen z,

u = u(x, y, z), v = v(x, y, z), w = w(x, y, z). (155)Dit stelt ons in staat om elke 
oördinaat als een s
alair veld te bes
houwen en de bijbehorende gradiënten teberekenen.
∇u = ∂u

∂x
~i + ∂u

∂y
~j + ∂u

∂z
~k,

∇v = ∂v
∂x

~i + ∂v
∂y

~j + ∂v
∂z

~k,

∇w = ∂w
∂x

~i + ∂w
∂y

~j + ∂w
∂z

~k.

(156)Op elk punt P staan deze gradiëntve
toren loodre
ht op de 
orresponderende 
oördinaatoppervlakken door P ,die overeenkomen met de oppervlakken u = u0, v = v0 en w = w0. We hebben daarom met {∇u,∇v,∇w}een alternatieve basis op P . Deze basis is de duale van de basis van tangentenve
toren. Teneinde deze basis teonders
heiden van de natuurlijke basis, gebruiken we de indi
es als supers
ipten45.
~eu ≡ ∇u, ~ev ≡ ∇v, ~ew ≡ ∇w. (157)Laten we nu een 
on
reet voorbeeld bes
houwen. Er geldt

x = u + v, y = u − v, z = 2uv + w, (158)waarbij −∞ < u < ∞,−∞ < v < ∞,−∞ < w < ∞. Inverteren van deze vergelijkingen geeft
u =

1

2
(x + y), v =

1

2
(x − y), w = z −

1

2
(x2 − y2), (159)waaraan we kunnen zien dat de 
oördinaatvlakken u = u0 een familie vlakken vormen, net zoals v = v0, terwijlde 
oördinaatvlakken w = w0 een familie hyperbolis
he paraboloïden vormen.De positieve
tor ~r wordt gegeven door

~r = (u + v)~i + (u − v)~j + (2uv + w)~k, (160)waarmee we voor de ve
toren van de natuurlijke basis
~eu = ∂~r/∂u =~i +~j + 2v~k,

~ev = ∂~r/∂v =~i −~j + 2u~k,

~ew = ∂~r/∂w = ~k

(161)vinden. Alleen de laatste ve
tor is een eenheidsve
tor. Geen van de inprodu
ten ~eu · ~ev = 4uv, ~ev · ~ew = 2u en
~ew · ~eu = 2v is in het algemeen gelijk aan nul. Het systeem is dus niet orthogonaal.We vinden voor de 1-vormen van de duale basis

~eu = ∇u = 1
2
~i + 1

2
~j,

~ev = ∇v = 1
2
~i − 1

2
~j,

~ew = ∇w = −x~i + y~j + ~k = −(u + v)~i + (u − v)~j + ~k.

(162)We zien dat in het algemeen ~eu niet parallel is met ~eu, ~ev niet met ~ev, en ~ew niet met ~ew.Gegeven een ve
torveld ~λ dan kunnen we op elk punt P de ve
tor ~λ bes
hrijven ten opzi
hte van de natuurlijkebasis {~eu, ~ev, ~ew} of de duale basis {~eu, ~ev, ~ew}. We s
hrijven
~λ = λi~ei = λi~e

i. (163)45Door de indi
es als supers
ripten te plaatsen kunnen we weer gebruik maken van de elegante en 
ompa
teindexnotatie.



4 WISKUNDE I - DIFFERENTIAALTOPOLOGIE 80De ruimtetijd van Minkowski is een van de belangrijkste di�erentieerbare variëteiten, het is deruimtetijd die bes
hreven wordt door de spe
iale relativiteitstheorie. Eenvoudige behandelingenvan SRT introdu
eren de bijbehorende minkowskimetriek zelfs niet expli
iet, maar geven onswel alle ingrediënten die we nodig hebben om deze af te leiden. In het bijzonder weten wedat er voorkeurstelsels zijn voor de 
oördinaten, de zogenaamde Lorentzframes, en dat als tweegebeurtenissen ges
heiden zijn door 
oördinaatafstanden (∆t,∆x,∆y,∆z) in een dergelijk frame,dan is het getal
∆s2 = −c2(∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 (164)onafhankelijk van het Lorentzframe. Als we onze 
oördinaten herde�niëren door x0 = ct, x1 =

x, x2 = y, x3 = z en griekse letters gebruiken als ruimtetijd indi
es, dan vinden we
∆s2 = −(∆x0)2 + (∆x1)2 + (∆x2)2 + (∆x3)2 = ηαβ∆xα∆xβ, (165)waarbij ηαβ = diag(−1, 1, 1, 1). We zien dat ~V · ~W = ηαβV

αW β en ηαβ is in feite de metris
hetensor en het Lorentzframe vormt de geasso
ieerde orthonormale basis. We zien dire
t de asso-
iatie tussen de 
omponenten van een ve
tor en zijn geasso
ieerde 1-vorm. In een Lorentzframegeldt
U0 = η0αU

α = −U0, en Ux = Ux, Uy = Uy, Uz = U z. (166)Een variëteit met metriek g wordt enkel een minkowski ruimtetijd genoemd als er één enkel
oördinatenstelsel bestaat dat de gehele variëteit bedekt en waarin g de 
omponenten ηαβ heeft.


