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Levensduur

Bijna alle elementaire deeltjes vervallen! d.w.z.

C.m. systeem
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Werkzame doorsnede
Telsnelheid A+ B > C+ D

Invallende Verstrooide
i bundel Trefplaat bundel
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Voorbeeld: verstrooiing aan een harde bol

Verstrooiing aan een massieve bol:
Berekening werkzame doorsnede
Geometrie
b = Rsinaen 2a0+60 =7
sine = sin(%* 9) cos
b = Rcos—
do = 2mbdb = 2w R cos 2d(R cos %)
Berekening werkzame doorsnede: — WR; cos § sin 50
(vgl. Rutherford verstrooiing) = ™gin 9d9 — ™ dcosl
do dcr  R?
dQ) = dcos 9(1@5 dQ = dcos Odp 4
Totale werkzame doorsnede do 2
€, c= | —=d)=7R
oppervlak zoals de bundel die ziet: dQ




Voorbeeld: Rutherford verstrooiing
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Rutherford verstrooiing coulomb potentiaal

Banen van a-deelijes a-baan (klassiek)
\ _‘. B _’____f-.‘ ";,;T,{' e
& g
= —i: =" ~t"'¢
j;_;-'. _—Iinimum varn

- dichiste nadering
- ———_‘7 —;'?*
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a~deelfje =7\
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Klassieke mechanica T, =T+ ZyZiahe(b)™! behoud van energie,
ppby, = pb behoud wvan impulsmoment.
tang = ZpZohc(2b, 1)1 bewegingsvergelijking.

Werkzame doorsnede

do = 2mbydby, = 27( Zy Zyahie)? (sz mtE st 5 -
2 0

7 7 3 N\ 2
d() = 27 sin 8df = 47 sin 5 €08 Edﬂ (dg ) (@) sin 4 4
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Rutherford verstrooiing
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Rutherford verstrooiing
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Gouden regel van Fermi

In deeltjesfysica werken we voornamelijk met interacties
tussen deeltjes en verval van deeltjes: overgangen tussen
toestanden

Overgangswaarschijnlijkheid volgt uit Fermi’'s Golden Rule

2{ im |2 X (phase space)

transition rate =

Amplitude

bevat alle dynamische informatie en Faseruimte

berekenen we met de Feynman regels. bevat alle kinematische informatie en hangt
Dit bevat de fundamentele fysica. af van massa’s, energieén en impulsen

Voor de afleiding: zie dictaat quantummechanica.
\erder eisen wij een Lorentzinvariante beschrijving.



Faseruimte — Klassiek

Faseruimte in 1D:

Px A (x, p\) Py A r_ T
Klassiek neemt elke toestand w’j | TT
een punt met (x, p,) in o : |
In QM hebben we rekening te ° ° | i
houden met AXAp, = 7 o : h j:l
° ® ° |<_____L____‘

Volume van elke toestand is h

Y
Y

Faseruimte met volume Lp
bevat N cellen, N = P
27h

(a) Klassiek r (b) Quantummechanisch

Celvolume in 3D is h® = (27h)°

Aantal toestanden in volume d°xd°pis  dN d>xd®p

~ @rh)
dN  d’p
n= =
d°x  (27h)’

Aantal toestanden per volume eenheid

dn
Toestandsdichtheid ~ p(E)=—

dE



Delta functie van Dirac

In de berekeningen maken we veelvuldig gebruik van de
Dirac 6 functie: ‘een oneindig smalle piek met integraal 1’

Elke functie met bovenstaande eigenschappen kan

&X) representeren, bijvoorbeeld 1 (2
o(x) = lim e (262)
c—0+/21TC

In relativistische quantummechanica zijn delta functies nuttig voor
integralen over de faseruimte, bijvoorbeeld in het verval a —» 1 + 2.
Ze drukken dan energie en impulsbehoud uit.

J6(Ea—E\—E2) [ (Pa—P1—P2)



Delta functie van een functie

We zoeken een uitdrukking voor & f(x) )

Stel dat f(x) een enkel nulpunt heeft voor x = X,

Dan geldt

2 1 < X <
5(y)dy:{ o, s
Y1
Schrijft y = f(x)
||‘/ Sf(x {(1) X1 < X0 < X3
Er geldt dan _{ 1
xg A 0
Omeschrijven levert /ng(f( ))dx 1
X
X1 ‘df/dx|x0 X1

-

X <xp<xp

5(x Xp)dx



Voorbeeld: Delta functie van een functie

Meerdere nulpunten: n

o =
(g (X)) ,'=2[ | g;( -x:')l

o(x — x;)

Opgave: Vereenvoudig de uitdrukking 6(x* + x — 2)
Oplossing: Ergeldt g(x) = x*+x—2 = (x— 1 }x + 2)

Nulpunten voor x; =1 en X, = -2
Afgeleide  g'(x) =2x+ 1 Sx24+x—2)=148(x— 1)+ $6(x + 2)
Dus g'(x1) = 3 en g'(x;) = —3



Voorbeeld: Delta functie van een functie

Deeltjesvervala —» 1 + 2 in CM systeem /
Bereken | = ‘5(ma_El_E2)dpl \91
. 2 2 2 2 a @ ;-
Iz.é‘(ma_\/pl +Mm, _\/pl +m2)dp1 P, =P,
~ Y - Y
dit is je functie f(x) dit is x
‘pl‘ _ ‘pl‘ __pl_pl E +E,

Er geldt af =—

- B pE
dp" pem ptem BB EE

is de waarde van de impuls waarvoor f(p,)=0

*

Stel P

Dan




Gouden regel van Fermi - revisited

Gouden regel van Fermi: niet-relativistisch

. 2 ¢
transition rate = y |M|* X (phase space)

Faseruimte is dichtheid van de eindtoestanden ,O(Ef)
dn dn

We schrijven (met E, = E)) p(E;)= P =J‘d—E5(E— E.)dE
2 - ) Integreer over alle mogelijke
De gouden regel luidt nu [, = 7_H|\/| ﬁ‘ S(E—E)dn :;nzfiagsggtmet elke eréesrg|e,
P
n=
Met impulsbehoud en a — 1 + 2 (27h)?

d’p, d°p,
(27h)° (27h)°

_(272')4 2 e L
Ffi_THMfi‘ é(Ea_El_EZBé;(pa_pl_pzj)

Y Y

energiebehoud  impulsbehoud toestandsdichtheid



Lorentzinvariante faseruimite

In niet-relativistische QM normeren we op 1 deeltje / volume eenheid jl//*l//dV =1

Relativistische contraheert volume met  y=E/ mc®

| .| =

Deeltjesdichtheid neemt toe met = E/mc? a a
a aly
Conventie: ‘ Normeer op 2E deeltjes / volume eenheid I jW*IW'dV — 2_Eh3
C
: \ 2ER°
Gebruik W= - 174

Lorentzinvariant matrixelement

1
2E7° 2E,n°  2E.R° jz
e M.
C C C

M:‘_il :<W'1'W'2'"| |:| |"'W'n1";”'n>:(




Lorentzinvariante vervalsnelheid

Beschouw hetvervall - 2+3+4+ ... +n

loas) (G
27)2ExJ\(27)*2E; (27)32E,

—P2— D3 " — DPp)

Deeltje i heeft vierimpuls p; = (E/c, p)) tijddilatatie
Energie E, is een functie van p, vanwege E7 — pic? = mic*
We gaan er van uit dat deeltje 1 in rust is, dus p, = (m,c, 0)

S is het product van statistische factoren: 1/j! voor elke
groep van j identieke deeltjes in de eindtoestand

Formule geeft de differentiéle vervalsnelheid, waarbij de impuls
van deeltje 2 in het gebied d3p, rond de waarde p, ligt, etc. In het
algemeen integreren we over de impulsen in de eindtoestand.
Bijvoorbeeld voor1 — 2 + 3 5

S ( c ) 1 |#f

" am \ax) 2J) EE;

r 6%(py — P2 — p3)d’py d’ps




Voorbeeld: n° — y+ ¥

Bereken vervalsnelheid voor 1 — 2 + 3 met m; = m, = 0; amplitude M(p, p,)

E, E
Herschrijf delta functie  6%(p, — p, — p3) = 5(mc - ?2 — 73)53(—1:2 — P3)

Ergeldt m, = m3 = 0 endus E; = |palc, E3 = |pslc

S (c\'1 [ |MmP
'=—1{— _ 64 — — 3 3
hm, (4w) 2 J E,F, (P — D2 —p3)d'prd’ps ||-

LS (VL[ L e
= hm (4%’) 2 sz“D3| "- 2(47r)2hm |p2|2 5(mc _ 2|])2|)d3p2
X 0(mc — |pa] — |D3|)5>é3)d3pz+ﬂ3

Sferische coordinaten  d3p, = |p.)* dlp,isin § df d¢p  Hoekintegratie
fsinﬂdﬁdc;b = 4x

We vinden T = S f |M|? 6(mc — 2|p.)dlp,)
Brhm Jo S )
I'= 16mhm d
mc
Ergeldt  me = 21pa) =5 1ol - )

S=%voorn’ —>vy+y



Tweedeeltljesverval

Bereken vervalsnelheid voor 1 — 2 + 3

Er geldt E;, = cVm3c® + p3, E; = cVmic? + p} . Integreer over p,

S (¢ 2lf|./n|2
r=—1—} - 4 p — pa — 3 3
Py (4,”) 2 ) EE S pmpdm dns | I

I S f M2 d(mic — Vmie? + p3 — Vmic? + p) d’p
24wy hm, Vmiéc? + p2 Vmidc? + p3

2

Sferische codrdinaten en hoekintegratie. Met p = | p, | vinden we
S f“’ M |2 (mc — Vmie? + p* — Vmic? + p?) o2 dp
8whm, Jo Viide? + p? Vmic? + p°

r

We moeten nu nog over de delta functie integreren
Dat kan in principe met

2 1
= — 5 — X;
&(g(x) El P (x — x;)

We doen het nu echter met een andere methode



Tweedeeltljesverval

S < | M2 8(m,c — Vmic? + p* — Vmic? + p?
We hebben I‘=—f M oy = pz — p)pzdp
whm, Jo V2 + p?2 Vmie? + p

Verander van variabele  E = c(Vm3c? + p? + Vmic?® + p?)
- dE - i dr
Vm§c2 + p? Vm§c2 + p?

2 Lo 7 o =)
I = ML sl mc— = |dE
ll- 87rhm1 (ma+ma)c? l | E e C

SI«M |2PO
8rhmic

Ergeldt (mic — E/c) = ¢d(E — mic?) I T =

Mits m; > m, + mg, anders niet in het integratie intervall

Merk op dat p,de waarde van p (= | p,| ) is waarvoor E = m,c?

. c
Jevindt po = =— Vm?t + mi + mi — 2mimi — 2mim3 — 2mimi

2m1

Bij meer dan 2 deeltjes moet je
integreren over het matrixelement

Uiteindelijk




Gouden regel voor verstrooiing

Beschouw de botsing1+2 —» 3+4+ ... +n

do = |MP h'S (e ) e ) ()]
Vo~ ey Lem2e\em2e) \@onE,

X Q) 8% pr+Ppr—Ps—Ds s — D)

Formule geeft de differentiéle werkzame doorsnede, waarbij de
impuls van deeltje 3 in het gebied d3p, rond de waarde p; ligt,
etc. In het algemeen integreren we over de impulsen in de
eindtoestand en zijn we bijvoorbeeld geinteresseerd in enkel de
hoekverdeling van deeltje 3.

Uitdrukking volgt uit Telsnelheid =n,(v, +Vv,)n, 0 > o=1;/(; +V,)

Vervolgens wordt de fluxfactor Lorentzinvariant geschreven

F=2EE,(v,+V,)

2
In LAB -y F - 4\/ (PR, )" —(Mm,C, )’




Elastische verstrooiing in het CM systeem

Beschouw de botsing 1 + 2 - 3 + 4 in CM systeem /3, o
Dangeldt p,lp,=E[E,/c*+ p; le > < o2
iy J(pCp,) - (mme,)’ =(E +E,)|p|/c ®, P2 = P,

do = |MP h'S (e ) e ) ()]
Vo~ ey Lem2e\em2e) \@onE,

X Q) 8% pr+Ppr—Ps—Ds s — D)

heN: Smie  dPps d?
Dus d0'=( ) L LE p454(p1+pz—p3—p4)

(Ey + E)lpl  E;E,

Herschrijf de delta functie
0py + p2— p3 — pa) = 5(
Integreer over impuls delta functie: P, = — P,

Gebruik  E, =cymc? + p?

Ei+E,— E;— E
BB,

C




Elastische verstrooiing in het CM systeem

) )2 S| |2c

We vinden do = (
8w) (E, + E))lpi|

o ME, + Eyfc) — Vmic? + p2 — Vmic? + pd) 7
Vmic? + p3 Vmic? + pi

P3

Het matrixelement hangt in principe van alle impulsen af. Echter P, = —p,
en P, = —P;, dus geldt M(P,, p;). Omdat P, vastligt, geldt M é P,|, ).

Gebruik ‘d3p3 = p? dp dQ I\ |dﬂ = gin § db dqb!l

We vinden @:(ﬁ_)z Sc¢ f“ M2
dQ \8x/ (E;+ Elpil Jo

o E + Efc) — Vi + p? — Vmic? + p?) 2 do
Vmie? + p* Vmic? + p?

do hc\? S| |2 |Pf|
- | %o (81:-) (E: + E2) Ipi




Lorentzinvariante werkzame doorsnede

| ) I I'e- e 7
Voor elastische verstrooiing geldt ‘pi ‘ = ‘ Ps ‘

hec 2 *
Dan geldt Gelastisch = 6472'25 jS ‘M fi‘ dQ 5 , .
Dit geldt ook in de limiet E, [ m 2 n 4

Merk op dat de differentiéle werkzame doorsnede NIET Lorentinvariant is

do ( hc i S‘Mfi‘z ‘q‘ hC ‘pf‘
dQ_(Sﬂj (E+E,) || - do- S[Maf do

De hoeken refereren naar het CM systeem! dQ" =d(cosd )dg

Voor een algemeen geldige vergelijking: druk d£2 uit in viervectoren

_ H H _
e P P3 e Vierimpuls overdracht

g = pt = pt t=q’=(p,— Py)°



Lorentzinvariante werkzame doorsnede

Druk dQ uit in termen van de Lorentzinvariant dt

t=(p,—P,)° =P/ +p5—2p,Ip; =m’ +m; —2p,[p,

x 4 3 In CM frame:
) /ﬁs(' 7 o =(E;,0,0,|py))
A /: 4 —p22 >z p,” :(E;,‘ﬁ;‘sinﬁ*,O,‘f);‘COSH*)
g P’ Py, = E/Es | By B3| cos "
t=mf +m; —2E/E; +2|p;|| p;|cos 6"

Dit geeft  dt =2|P;||p5|cos6” mmmp dQ =d(cos6")dg" = dﬁtd¢#

7202 ‘p;‘ , h202 zz‘plup?"
endus  do=——1—5|M;| dQ" = -S|M | dgdt

647°s | By 2-647%s| ;|
Integratie over d¢™ geeft do = e’ S‘Mﬁ‘z Lorentzinvariant

dt 64zs|p,

‘2




Fluxfactor voorA +B —...

Flux = \/(pl - p2)? — mim3

c.m. stelsel:
pope = 1By +p?
= Flux® = ([, | p*)? —m?m3
—»> _ 2\2 2 2 2 2
P.=(E, + = (BWEy +p?)* — (B —p*)(&5 — D)
Plngll_f%) = 2B Epp? + (BT + EY)p® = (B + E)°p
2\ = Flux = (B + By)p=pEL + pk,
= || ErEo + v Ex By
= |’171 — U§|E1E2
lab stelsel:
Y4l 'pg = BEmy
e = Flux®* — (Em2)* —mim3 — (E* —mi)m3 — p*m3
Pl_(E’ pl — FlU.X — pmo — |17|Em2
P,=(m,,0) ~ |TEE;

note:

<
Il

m|o



Toy-model: ABC theorie

Drie deeltjes: A,Ben C

leder deeltje is zijn eigen antideeltje
Spin van de deeltjes is O

My > Mg + Me



Feynman regels

Berekening van de amplitude -iM:
Hiervoor is de dynamica van wisselwerking nodig. In het vervolg zullen we de amplitudes
berekenen voor elektromagnetische, sterke en zwakke wisselwerkingen.
Om een idee te krijgen eerst de amplitude voor een hypothetisch model, ¢3 toy-model:

Feynman regels ABC theorie:

1. Label alle externe lijnen: p;, p2, ps, ...
Label alle interne lijnen: q, @3, ¢s, ...

2. Vertex faktor: —ig

3. Propagator faktor: =

J J

4. 4-vektor behoud: (2m)*6(X k;)

5. Integratie loop impulsen: (2# [ d*q

6. Laat (2m)*6(> p;) weg



Levensduur (o3 toy-model)

Het matrixelement . .
s [g]=[GeV] [-IM =—ig I A .

De vervalsbreedte wordt

met Fermi’s regel:

En de levensduur
van deeltje A is dus

De impuls van B (of C) kan bepaald worden, in c.m. systeem:

pl=

\/mfil +my +mé — 2mim3 — 2mEmE — 2mim3

QmA




Verstrooiing A+A — B+B (¢° toy-model)

D> A)_—-p, Tweede diagram!

_ i
o f d'q(—ig)* 5——(2m)"6(q + ps — p1)(2m)"6(q + p2 — pa)
(A) : N2 / e

' = (~19) iz 2m) (L + P2 — ps — 1) =

—iMs = (_ig)2(P1—P31)2—m?: = Ma = 5 ¢

(pl _p3)2 _mc

?

(27:1L')4 /d4Q(_i9)2q2 2 (2m)*6(q + ps — p1)(2m)*6(q + p2 — p3)
. C

(B): = (=19 Gz 2m) 0(p1 + P2 — ps — pa) =

—iMy = (_?;g)z(pl—mi)z—m% = Mp = ;

2
(pl _p4)2 _mc

2 2
) i g

B (Pl —p3)2 — mzc (p1 — P4)2 — ’m%v

(A+B): | M




Verstrooiing A+A — B+B (¢° toy-model)

B
A 6 A
In het c.m. stelsel
Veronderstel my,=mg=m en m-=0 B c.m. frame
(p1 —p3)? = m*+m?* —2E* + 2p* cos
= —2p% | 2p*cosf = —2p*(1 —cos0) =t
(pr —pa)? = m?+m? — 2L + 2p* cos(m — 6)
= —2p® —2p*cosf = —2p*(1 | cosf) =u
M = 2p2(l;q(2:os 6) 2 sz(lfzosﬁ) do ! g* 1 % 1
g% (14-cos8)+(1—cos §) dy  — 64w? pisint 0 (B1+E»)?
- 2p2 1—cos2 0 - 1 94
= — fjﬂ : 2562 E2 ptsin? 6

Twee identieke deeltjes in eindtoestand
(dus een extra factor 2!1="-) do 1 94

Werkzame doorsnede: 70 ? 51272 E2 p sin® 0




Verstrooiing A+B — A+B (¢° toy-model)

A A B _
D> A ., | Twee diagrammen
C g dragen bij!
5> A
2 fd4 —ig)* m2, (2m)*6(q + ps — p1)(2m)*0(q + P2 — pa)
(A): = (9’ (27T) 5(291 +p2—ps—pu) =
—iMa = (~ig)" (p1 p;)ng = Ma = (pl—pg;—m%
@ f d*q( Z'9)2 im% (2m)*0(q — p1 — p2)(27)*6(q — ps — pa)
(B) = (=i Q)Z(p1+p2)z_m% (2’”)45(191 + P2 —P3 —Pa) =
—iMy = ( g)z(plﬂoz)g m2, = My = (P1+p§)22m
2 2
g g
A+B): M = +
( ) (p1 — p3)? — m% (p1 +p2)? — Mg




Verstrooiing A+B — A+B (¢° toy-model)

In het c.m. stelsel
Veronderstel my,=mg=m en m-=0

0

B
B

c.m. frame

(p1 —p3)? = m*+m?—2E* 4 2p*cosd
= —2p® + 2p*cos = —2p*(1 — cosf) =t
(p1 +p2)? = (QE)? —4F? — 5
2 2
—4 g
M = -
2p*(1 —cosf)) AR*?

Werkzame doorsnede:

do

dS2

1

1
256 272 ( 2p2(1—cos )

g

2

2 2
—9g g° \2 1
647T2(2p2(1—COS 69 + 4E’2) X IE?
—9

i)’




