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11. Wisselstromen, vectorvoorstelling en complexe notatie

Wiskundig zijn wisselspanningen (en -stromen) te beschrijven als spanningen met een sinus- of cosinusvormige afhankelijkheid van de tijd.

Vectorvoorstelling

Voor schakelingen, waarop een wisselspanning wordt aangesloten, is het vaak handig de spanningen over de verschillende componenten voor te stellen door vectoren in een rechthoekig coördinatenstelsel X-Y. De amplitudes van de spanningen worden dan voorgesteld door de lengten van de vectoren. Faseverschillen tussen de spanningen worden weergegeven als hoeken tussen de vectoren. De sinusvormige variatie van de spanningen komt tot uitdrukking door de vectoren met constante hoeksnelheid linksom te laten ronddraaien. De projecties op de X-as of op de Y-as (het maakt niet uit welke as je kiest, maar wees wel consequent) zijn dan de momen​tane, fysisch meetbare spanningen. De projectie op de X-as komt overeen met een beschrijving met een cosinusfunctie, terwijl de projectie op de Y-as een beschrijving met sinussen toelaat. We zijn in dit kader alleen geïnteresseerd in de ‘steady state’ toestanden, zodat de sinusbeschrijvingen even goed zijn als de cosinusbeschrijvingen. Het zijn immers dezelfde soort functies; er treedt alleen een faseverschuiving op. 
In figuur 28 is een vector weergegeven met een lengte u0 die met een hoeksnelheid ω ronddraait. Wanneer de projectie op de Y-as beschouwd wordt levert dit de functie
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Wordt gekozen voor projectie op de X-as, dan wordt de beschrijving (½π in fasehoek verschoven):
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Op tijdstip t = 0 is de waarde u(0)  = u0sin φ in de eerste beschrijving of u(0)  = u0cos φ in de laatste beschrijving.
Neem als voorbeeld de condensator waar een wisselstroom I = I0 sin ωt door loopt, waarbij we zonder echte reden kiezen voor een beschrijving in sinussen. Uit de relatie 
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zien we dat de spanning ½π in fasehoek achter loopt op de stroom. (In slordig spraakgebruik wordt vaak geen onderscheid gemaakt tussen ‘fasehoek’ en ‘fase’ zodat men ook wel spreekt over ‘½π in fase achterlopen’).   
In een vectordiagram worden de stroom en de spanning door vectoren voorgesteld met verschillende lengte, die onderling een hoek van ½π hebben, zie figuur 29. In deze figuur zijn de vectoren afgebeeld op twee verschillende tijdstippen: op t = 0, als de stroom een momentane waarde nul heeft (in de sinus voorstelling), en op het tijdstip dat ωt = ⅓π. De momentane spanningen in de scha​keling corresponderen nu met de projecties van de vectoren op de Y-as. Op t = 0 loopt er dus geen stroom, maar staat er wel een maximale negatieve spanning over de condensator!
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De stroom en de spanning zijn in figuur 30 weergege​ven als functie van de tijd. Duidelijk is te zien dat de spanning over de condensator zijn maxima steeds een kwart periode later bereikt als de stroom. Op vergelijkbare wijze kunnen stroom en spanning bij een spoel worden weergegeven, met dit ver​schil dat de spanning dan vóór loopt in fase.
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Weerstand en condensator

Bij een weerstand lopen de spanning en de stroom altijd in fase. Men noemt dit wel ‘Ohms gedrag’ en een elektrische component die hieraan voldoet, heet een zuiver ‘Ohmse weerstand’.

Neem nu een weerstand en een condensator in serie, waar een wisselspanning op wordt aangesloten, volgens figuur 31. De spanning over de condensator is ½π in fase achter bij de stroom, en dus ook bij de spanning over de weerstand. De hoek tussen de vectoren die vR en vC voorstellen, is dus ½π. De momentane spanningen in de schakeling corresponderen met de projecties van de vectoren op de Y-as (zie figuren 32 en 33).
Op elk moment is de som van de fysi​sche spanningen over de weerstand en de condensator, dat wil zeggen: de som van de projec​ties op de Y-as gelijk aan de mo​mentane opgelegde spanning. In het vectordiagram is deze som gelijk aan de projectie van de somvector. De lengte van deze somvector is gelijk aan de amplitude van de opgelegde spanning (zie figuur 33).
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Complexe schrijfwijze

Stel dat z een element is uit de verzameling van complexe getallen, dan is z op verschillende manie​ren te schrijven:

z
= (a,b) 


= a + j b

= r(cos α + j sin α) 

met r = √ (a2 + b2) en α = arctan(b/a)
(81)


= r ejα 


met r = √ (a2 + b2) en α = arctan(b/a)


= Re(z)   + j Im(z)

met Re (z) = a en Im(z) = b
α wordt het argument van z genoemd, r heet de modulus van z .
N.B.:      In de wiskunde wordt in plaats van j meestal i geschreven. Het gebruik van i zou in de elektriciteitsleer verwarring opleveren met het symbool voor de stroom.

Het getal z is voor te stellen als een vector in het complexe vlak, opgespannen door twee orthogonale assen die de ‘reële as’ en de ‘imaginaire as’ genoemd worden.

Om de vector z in het complexe vlak te laten ronddraaien met een hoekfrequentie ω, is het voldoende α in bovenstaande formules te veranderen in ωt .

Sinusvormige grootheid

Stel dat een bepaalde fysische grootheid sinusvormig in de tijd verandert. Dan wordt deze grootheid in de complexe schrijfwijze geschreven als
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N.B.: Complexe spanningen en stromen worden in deze handleiding aangeduid door onderstreping.
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In figuur 34 kan de projectie van de ronddraaiende vector op de imaginaire as (= de verticale as) beschouwd worden als de werkelijke fysische grootheid, overeenkomend met de beschrijving met sinussen. In de complexe voorstelling komt dit overeen met het imaginaire deel Im (u(t)).

Kiest men consequent voor het reële deel Re (u(t)) als meetbare grootheid, dan is dit de projectie op de reële as. 

De termen ‘reëel’ en ‘imaginair’ hebben dus geen betrekking op de realiteit van een meetbare grootheid, maar zijn wiskundig gebruikelijke benamingen.

Als men aan complex rekenen gewend is, blijkt dit veel eenvoudiger te zijn dan rekenen met de goniometrische functies.

12. Complexe notatie voor in- uitgangsrelaties bij weerstand, spoel en condensator 
Bovenstaande berekening in paragraaf 10 levert weliswaar recht-toe-recht-aan het gewenste resultaat op, maar het is door het optredende faseverschil tamelijk lang. Hoewel dit op het eerste gezicht niet zo lijkt, is de berekening toch veel eenvoudiger door de sinussen en cosinussen als complexe e‑machten te schrijven. Het faseverschil kan dan heel simpel als ejφ in de berekening worden meegenomen. Dit zullen we hieronder demonstreren. 

Een sinusvormige stroom kan in complexe vorm geschreven worden als I0ejωt (om verwarring met de stroom i te voorkomen, wordt nu √(–1) = j geschreven). De tijd t is hierbij gemakshalve dan zo gekozen dat de fasehoek φ = 0 op t = 0. In het volgende wordt de sinusvormige stroom als ingangssignaal beschouwd voor zowel de weerstand, de condensator en de spoel. De spanning over de betreffende component is dan uitgangssig​naal en zal in complexe vorm worden gegeven. Daarna zal de verhouding tussen de complexe spanning en de complexe stroom voor elke component worden berekend. Deze verhouding wordt ‘impedantie’ genoemd. Het begrip is in feite ruimer. Het is bijvoorbeeld ook mogelijk de impedantie tussen twee punten van een schakeling te berekenen. Daarmee wordt dan de verhouding bedoeld van de complexe spanning en de complexe stroom tussen deze punten.

Weerstand

Voor een weerstand geldt de wet van Ohm: v(t) = R i(t) . In complexe schrijfwijze wordt de spanning over de weerstand:
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De impedantie van de weerstand is dan gelijk aan
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De impedantie van een weerstand is dus gelijk aan R en is dus een reëel getal.

Condensator

Met dezelfde complexe stroom als boven wordt de complexe spanning over de condensa​tor berekend:



[image: image7.wmf]t

w

t

w

w

j

0

j

0

e

j

d

e

1

d

)

(

1

)

(

C

I

t

I

C

t

t

i

C

t

v

=

=

=

ò

ò


(85)

De impedantie van en condensator is:
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Vanwege 
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Hieruit zie je duidelijk dat de spanning ½π achter loopt op de stroom. De condensator gedraagt zich als een weerstand met waarde van l/(ωC) en veroorzaakt een fasever​schuiving tussen de stroom en de spanning.

Spoel

Met dezelfde complexe stroom als boven wordt de complexe spanning over de spoel berekend:
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De impedantie van de spoel is
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De spanning loopt bij de spoel dus ½π voor:
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De spoel gedraagt zich als een weerstand ter waarde van ωL, en veroorzaakt een faseverschuiving tussen stroom en spanning.

Amplitudekarakteristiek en impedantie

Eerder werd vermeld dat in een amplitudekarakteristiek de verhouding van de amplitudes van het in- en uitgangssignaal uitgezet wordt tegen de frequentie. De amplitude van de stroom is de modulus 
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Met behulp van de complexe rekenregel 
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kan dus de amplitudekarakteristiek bepaald worden. Deze blijkt nu immers hetzelfde te zijn als de weergave van de modulus van de impedantie!
In een fasekarakteristiek wordt het faseverschil tussen het in- en uitgangssignaal uitgezet tegen de frequentie. Dit faseverschil is terug te vinden in de impedantie. Een handige manier om dit in te zien is om de impedantie te schrijven in de vorm 
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. Het fase​verschil tussen het in- en uitgangssignaal is dan gelijk aan φ.
Voorbeeld

Gegeven zijn een weerstand, een condensator en een spoel. In figuur 35 voor elk de amplitude​​karakteristiek en de fasekarakteristiek met de stroom als ingangssignaal en de
spanning als uitgangssignaal getekend.
Immers:
· voor de weerstand is 
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· voor de condensator is


[image: image22.wmf]2

j

-

e

1

j

1

p

w

w

C

C

Z

C

=

=

, dus 
[image: image23.wmf]C

Z

C

w

1

|

|

=

 en 
[image: image24.wmf]p

j

2

1

-

=


· voor de spoel is 
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13. Schakelingen met meer dan één component
Stel dat een schakeling uit meer dan één component bestaat. De schakeling is verbonden met een elektrische bron die een sinusvormig signaal afgeeft. Om aan de schakeling complex te kunnen rekenen, dien je met het volgende rekening te houden:

- Beschouw voor de spanning over een tak waarin een aantal componenten in serie staan, de som van de complexe spanningen van de afzonderlijke componenten. Bedenk dat er maar één complexe stroom door zo'n tak is.
- Daar waar een tak zich splitst (knooppunt) is de som van de in- en uitgaande complexe stromen gelijk aan nul.
- Pas de rekenregels van de complexe algebra toe.
[image: image89.emf]log || 

Z

 

w

log

R

L

C

w

fp

p

0

-½

½

L

R

C

Neem  als  voorbeeld  de  serieschakeling van een weerstand,  een condensator en een spoel. Het geheel is aangesloten op een ideale spanningsbron, zie figuur 36.

De complexe spanning wordt geschreven als
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. Stel de keuze van het tijds​moment t = 0 zó dat v1(t) = V0 sin ωt. Het fysische signaal wordt in dit geval dus voorgesteld door het imaginaire deel van de complexe spanning. De complexe stroom door de keten  wordt voorgesteld door 
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Toepassing van bovenstaande regels geeft:
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Voor de modulus en het argument van deze impedantie geldt:
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14. Overdrachtsfunctie
Stel we nemen als ingangssignaal de somspanning over de schakeling van figuur 36 en als uitgangssignaal de lading op de condensator. De verhouding van de complexe waarden van het uitgangs- en ingangssignaal noemt men de overdrachtsfunctie F(ω) van het systeem. In dit geval is deze dus niet dimensieloos! Deze functie valt eenvoudig te berekenen uit bovenstaande formules:
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Uit deze overdrachtsfunctie kunnen de amplitudekarakteristiek en de fasekarakteristiek berekend worden. De amplitudekarakteristiek volgt uit de modulus van de overdrachts​functie:
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en de fasekarakteristiek uit de verhouding van het imaginaire deel van F(ω) en het reële deel van F(ω):
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Dit kan men afleiden door de noemer van F(ω) reëel te maken en daarna F(ω)in de vorm a + j b te schrijven.

Als tweede voorbeeld nemen we het geval van de condensator en de weerstand in serie, dat hiervoor met sinussen en cosinussen behandeld werd, schakeling (a) van figuur 22. De condensator en de weerstand vormen een (complexe) spanningsdeler, waarover de ingangs​​spanning 
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 verdeeld wordt. De spanning over de condensator is:
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Hieruit volgt voor de overdrachtsfunctie:
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waaruit
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F(ω) uit (93) kan herschreven worden als
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omdat voor complexe getallen z in het algemeen geldt 
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5 De niet-ideale spoel
Tot dusverre is de spoel beschouwd als ideaal, dat wil zeggen dat hij zich gedraagt als een zuivere inductieve component, waarbij stroom en spanning precies ½π in fase verschillen. Een spoel bezit echter altijd weerstand, want hij is van koperdraad gewik​keld
. Ter onderscheiding van de complexe impedantie, spreekt men wel van ohmse weerstand. Als in de kern van de spoel ook ferromagnetisch materiaal verwerkt is, dan treden er, bij gebruik van wisselstroom, ook nog zogenaamde magnetische verliezen of ijzerverliezen op, die aanleiding geven tot extra weerstand. Het energieverlies door de weerstand van de koperdraad noemt men dan koperverliezen. Deze weerstand kan men eenvoudig met een multimeter bepalen. Die gebruikt namelijk gelijkstroom om de weerstand te meten.

Om de extra weerstand ten gevolge van de magnetische verliezen te bepalen kan men met wisselstroom de impedantie van de spoel bepalen. Deze is dan:
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waarin RL de totale weerstand voorstelt. Door een serieschakeling te bouwen met de spoel en een bekende weerstand, zie figuur 5.10, en met een multimeter de spanningen over de weerstand en de spoel en de totale spanning te meten, kan men het vectordiagram construeren, waarin de spanningen de lengtes van de vectoren zijn. Maak dat vectordiagram zelf eens: de constructie is de bekende constructie van een driehoek waarvan de lengtes van de zijden gegeven zijn.
De hoek   tussen vR en vL volgt uit de cosi​nusre​gel voor het supple​ment  ' = π- :
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Met deze hoek  kan men de induc​tieve en de resis​tieve componenten van vL berekenen:
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16
Uit de verhouding van deze compo​nenten tot vR = I0R kan men zowel ωL als RL bereke​nen:
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5.8 De B-H kromme
[image: image48.wmf]
12
fig. 5.12 B-H krommes

Als een spoel 'gevuld' is met een ferro​magnetisch materi​aal, zoals ijzer of nik​kel, is het verband tussen de magnetische fluxdichtheid B en de magnetische veld​sterkte H in fer​romagnetische materi​alen be​paald niet lineair.

In figuur 5.12 staan 3 voor​beel​den van het verband tussen B en H, zoals dat voor een be​paald ferromag​netisch materi​aal kan zijn. Hierbij wordt een wisse​lend H-veld aan​gelegd. Er staan 3 gevallen, voor verschillende amplitudes van het H-veld. De krom​men w​orden doorlopen in de richting van de pijl. In principe heeft voor elke ferromag​netische s​tof het verband tussen B en H zo'n lusvormig verloop. Men noemt zo'n lus een hystereselus.

[image: image49.wmf]
13
fig. 5.13 B-H kromme

In figuur 5.13 staat de B-H kromme nog eens. Stel bij aanvang is het materiaal in een toe​stand dat er geen magnetisch veld heer​st: B = 0, H = 0 (de oorsprong O). Het materiaal is dan gedemagneti​seerd. Nu wordt, bijvoor​beeld met een spoel, een H-veld opgewekt. Naarmate H groter wordt, wordt de mag​netische inductie B ook gro​ter, volgens de gestip​pelde l​ijn OA. Als H steeds maar groter wordt, dan komen we via de stippellijn in punt B.

Daar is de toename van B heel klein gewor​den. De reden is, dat de magnetisatie M niet groter meer wordt. Tij​dens het volgen van de stippellijn hebben de 'elemen​taire magneetjes' zich steeds meer gericht naar het aangeleg​de veld, maar in punt B zijn ze allen gericht en kan de magnetisatie niet groter meer worden. Het materiaal is verzadigd. De toename van B is dan nog slechts: ΔB = μ0ΔH.

[image: image50.wmf]
14
fig. 5.14 ferromagnetische domeinen; links boven 3-dim.;

rechts: (a) H = 0; bij (b) en (c) wordt H allengs groter

Bij het volgen van de lijn OB spelen zich twee processen af in het materiaal. Het materiaal bestaat namelijk uit een aantal kleine gebiedjes, zogenaamde domeinen of Weiss-gebieden, waarin de magnetisatie een specifieke richting heeft, dat wil zeggen dat binnen dat gebiedje alle elementaire mag​neetjes in dezelfde richting staan. Als het materiaal niet gemagnetiseerd is, zijn de richtingen van die gebiedjes verschillend. Daardoor werken de gebiedjes elkaar tegen, zodat het resulterende veld nul is.

Wordt nu een magnetisch veld aangelegd, dan worden de domeinen met gunstige richting groter, en die met ongunstige richting kleiner, zie figuur 5.14, waarin links boven een klein stukje ijzerkristal is afgebeeld. Aan de rechter kant staat in (a), (b) en (c) het bovenaanzicht van de domeinen met de richting van de magnetisatie, waarbij in (a) geen magnetisch veld is aangelegd, in (b) wel, en in (c) een sterker veld. Dit speelt zich af in het gebied OA van de hysteresekromme, zie figuur 5.13.

In het gebied AB van de B-H kromme wordt in de verkeerd gerichte domeinen de richting van de elementaire magneetjes geroteerd in de richting van het aangelegde veld.

Als nu het H-veld langzaam in grootte afneemt, dan volgen we de getrokken lijn BC in figuur 5.13. In C is de magnetische veldsterkte H nul, maar B n​iet! De magnetische inductie B, die dan nog heerst, wordt het remanente veld genoemd. De elementaire magneetjes zijn dus gedeeltelijk ge​richt gebleven. Om B = 0 te maken, moet blijkbaar een H-veld in tegengestelde richting worden aangelegd. Wordt nu een H-veld in tegenge​stelde richting opgebouwd, dan volgen we de getrokken lijn naar D, het punt waar B = 0. De magnetische veldsterkte die hiervoor nodig is, wordt de coër​citief​kracht genoemd en aangeduid met Hc.

Als H in tegengestelde richting nog groter wordt, dan komen we uit​eindelijk weer in een punt, waar verzadi​ging optreedt: E. Nu is het materiaal in tegen​over​gestelde richting verzadigd. Hier geldt natuurlijk ook dat een verandering van H slechts een verandering ΔB = μ0ΔH oplevert.

Neemt nu H in grootte af tot nul en vervolgens weer toe in de eerste richting, dan volgen we de getrokken lijn EFGB. In F hebben we weer het remanen​te veld en in G moeten we de coërcitief​kracht Hc aanleggen om B = 0 te maken.

Het materiaal komt dus niet meer terug in de oorsprong. Blijven we met de​zelfde amplitude een wisselend H-veld aanleggen, dan blijven we langs de kromme GBCDEFG lopen.

Hoe kan men dan de gedemagnetiseerde toestand (punt O) bereiken? Door een van richting wisselend H-veld aan te leggen, waarvan de amplitude langzaam in grootte af​neemt. Dan volgt het materiaal steeds kleinere lussen. Op deze w​ijze wordt bijvoorbeeld recorder-tape gedemag​netiseerd.

Voor verschillende toepassingen van de ferromagnetische eigenschappen zijn materia​len ontwikkeld met zeer uit​eenlopende B-H karakteristieken. Materialen met een g​rote coërcitiefkracht (dus een brede lus) noemt men ma​gnetisch hard en gebruikt men voor permanente magneten. In de elektrotechniek gebruikt men veel materialen met een smalle lus; die noemt men magnetisch zacht. Later zal blijken, waarom men daar juist zachte materialen nodig heeft.

hystereseverlies
[image: image51.wmf]
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fig. 5.15 hystereseverlies

Stel dat het materiaal op een bepaald moment in een toestand verkeert die wordt weergegeven door punt P in figuur 5.15. Laat H in een tijd Δt toenemen met een bedrag ΔH, waardoor B toeneemt met een bedrag ΔB. Het gevolg is dat de flux Φ d​oor de spoel groter wordt met een bedrag ΔΦ = NAΔB. Dit vi​ndt plaats in een tijd Δt, zodat de inductie​spanning die optreedt,
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Om H op te wekken moet er een stroom i lopen. De arbeid die deze stroom moet verrichten om H te vergroten is:
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Nu is Ni = Hs voor een spoel met kern, en met een integratieweg ter lengte s. Zodat:
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H(ΔB is het gearceerde stukje in figuur 5.15. De arbeid die verricht moet worden om éénmaal rond te gaan langs de B-H kromme is:
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d.w.z. de oppervlakte van de B-H kromme, vermenigvul​digd met het volume van het materiaal. Deze arbeid, die door een uitwendige energiebron moet worden geleverd, heet het hysterese​verlies. Dit hystereseverlies resul​teert uiteindelijk in de productie van warmte in het materiaal. Meestal geeft men het hystereseverlies Whyst op per volumeneen​heid:
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Elke keer, dat de B-H kromme doorlopen wordt, verliest men dus een hoeveelheid energie, die door deze integraal wordt gegeven. Dit betekent, dat bij wisselstromen van hoge frequen​tie, per tijds​eenheid een groot hystereseverlies op​treedt. Hier blijkt het belang van magnetisch zachte materialen: dan is de hystereselus smal en dus de in​gesloten oppervlakte klein.

wervelstromen
[image: image57.wmf]
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fig. 5.16 verkleinen van wervelstromen door lamellen

Er is nog een oorzaak van energieverlies in materi​aal, dat zich in een veranderend magnetisch veld be​vindt. Magnetische velden, waarvan de groot​te veran​dert, wekken namelijk in elk geleidend materi​aal stromen op, in overeenstemming met de inductiewet van Fara​day. Deze stromen noemt men wervelstro​men. In metalen (met een lage specifieke weerstand) kun​nen grote stromen op​treden, met als ge​volg een groot ener​gieverlies (i2R). Daarom wor​den ijzerker​nen niet uit één stuk gemaakt, maar samen​ge​steld uit onderling geïsoleerde lamellen, op zo​danige wijze dat de weerstand voor de wervelstromen zo hoog mogelijk is, zie figuur 5.16.

Ook het toevoegen van ver​ontreinigingen aan het ijzer helpt, want daardoor wordt de specifieke weerstand gro​ter. Daarom gebruikt men tegenwoordig in trans​for​matoren voor de lichtnetfrequentie altijd ijzer, dat met enige procen​ten silicium verontreinigd is. Deze toevoeging blijkt extra voordelig, omdat daardoor de hysterese​ver​liezen ook kleiner worden.

Bij hoge frequenties is dit echter onvoldoende. Men heeft daarom voor spoelen en transformatoren, die bij hoge frequenties gebruikt worden, speciale materia​len ontwik​keld, waarvan

- de B-H kromme zeer nauw is en

- de specifieke weerstand zeer hoog is.

Dit zijn de zogenaamde ferrieten, die hoofdzakelijk bestaan uit ijzer​oxyden, waaraan soms nog oxyden van andere metalen zijn toegevoegd.

De verliezen door hysterese en wervelstromen vat men samen onder de naam ijzerverlie​zen. Er wordt ook energie verloren door de ont​wikkeling van warmte in de koperdraad, waarvan de spoelen ge​wikkeld zijn. Dit noemt men de ko​perver​liezen.

Opmerking 1:
De hystereseverliezen zijn evenredig met de frequentie en de wervel​stroomverliezen evenredig met het kwadraat van de fre​quentie. Ga dit na.
Vraag:

Wordt het wervelstroomverlies niet juist groter, als R groter is?
15. Filters (voor liefhebbers)
Uit het bovenstaande gedrag van RC- en LR-systemen volgt dat schakelingen met deze componenten geschikt zijn als filters. Immers, de amplitudekarakteristiek (en ook de fasekarakteristiek) zijn frequentieafhankelijk. Een signaal dat één bepaalde frequentie heeft, kan naar believen verzwakt worden. Als een signaal echter diverse componenten met verschillende frequenties bevat, kan met een filter de amplitude van die componenten beïnvloed worden. (Zoals eerder reeds vermeld, is een willekeurig periodiek signaal te schrijven als een Fouriersom van signalen met frequenties nf0, zodat hierin in principe een scala van componenten aanwezig is).

Zo kan bijvoorbeeld een signaal bewerkt worden om de beruchte storende 50 Hz ‘brom’ te onderdrukken, of om hoogfrequente oscillaties te verzwakken. Ook kunnen in een signaal de omliggende frequenties rond een bepaald frequentiegebied (= band) weggefilterd worden of de band zelf kan juist verzwakt worden.

We kunnen zo respectievelijk onderscheiden laag afsnijdende filters (= hoog doorlaat filters, high pass filters), hoog afsnijdende filters (= laag doorlaat filters, low pass filters), band doorlaat filters (band pass filters) en band sper filters (band reject filters of band notch filters). 

Een voorbeeld van een karakteristiek van een laag doorlaat filter werd gegeven in figuur 27. De bijbehorende afsnijfrequentie of kantelfrequentie vinden we als waarde waarbij de uitgangsspanning 3 dB verzwakt wordt t.o.v de ingangsspanning. Dit is de frequentie​waarde waar het vermogen van het uitgangssignaal gehalveerd is. Vanwege het feit dat op elk moment voor het vermogen geldt:
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is de afsnijfrequentie dus ook te vinden waar de uitgangsspanning met een factor ½√2 afgenomen is. Bij trillingen in het algemeen is het vermogen evenredig met het kwadraat van de uitwijking.

Het is gebruikelijk om een filter te classificeren met de verzwakking van het uitgangssignaal in extreme situaties, bij zeer lage of zeer hoge frequenties. Als standaard frequentie-interval wordt een octaaf genomen (factor 2 in frequentiewaarde) of een decade (factor 10 in frequentiewaarde). Bij de hierna volgende berekeningen wordt aangenomen dat de filters niet belast worden, d.w.z. dat de er op aangesloten schakelingen de filters niet beïnvloeden en dus voldoende hoog-ohmig zijn. In de praktijk is het voldoende als de impedantie van de aangesloten keten een factor 10 hoger is dan die van het filter.
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Eerste-orde laag doorlaat filters

Neem als voorbeeld figuur 37 a) waarin een laag doorlaat (hoogafsnij) filter is afgebeeld. We zullen de amplitudekarakteristiek als volgt bepalen. De ingangs​spanning wordt complex voor​gesteld door 
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door R en C  lopen waarvoor geldt:
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De uitgangsspanning 
[image: image62.wmf])
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 wordt over de condensator afgenomen en wordt mede bepaald dor stroom 
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Deling van (101) door (100) geeft de overdrachtsfunctie Flp(ω) van de in- naar de uitgangs​spanning:
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De amplitudekarakteristiek is de modulus van Flp(ω):
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Voor het faseverschil tussen het in- en uitgangssignaal vinden we:
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De afsnijfrequentie is te vinden uit de relaties ωafsnij τ =1, ω = 2πf en τ = RC:
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Zoals uit vergelijking (103) volgt, is bij de eerste-orde laag doorlaat filters voor zeer kleine frequenties het uitgangssignaal onverzwakt: |Flp(ω)| = 1. In dB’s uitgedrukt is dit 
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Voor hoge frequenties volgt uit (103) dat de amplitude​karakteristiek gelijk is aan 1/ωRC. Dit betekent dat, als de frequentie met een factor twee (= octaaf) is toegenomen, het uitgangs​signaal met een factor 2 is verzwakt. Hierbij wordt aangenomen dat de amplitude van het ingangssignaal gelijk blijft. Voor de verzwakking uitgedrukt in dB’s geldt:
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Eerste-orde hoog doorlaat fliters

Geheel analoog verloopt de berekening van het gedrag van een eerste-orde hoog doorlaat filter, zoals getekend in figuur 37 b). Als ingangssignaal nemen we weer 
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 zoals in (100). We nemen nu echter als uitgangsspanning de spanning over de weerstand:
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De overdrachtsfunctie Fhp(ω) volgt uit deling van (108) door (100):
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Voor de amplitudekarakteristiek vinden we:
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Voor de faseverschuiving tussen de signalen en de afsnijfrequentie geldt:
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en voor de afsnijfrequentie geldt wederom:
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Voor hoge frequenties gaat Fhp(ω) naar 1, zodat deze onverzwakt doorgelaten worden. Voor lage frequenties gedraagt Fhp(ω) zich als ωRC, zodat we ook hier vinden dat een factor 2 verlaging in frequentie een verzwakking van 6 dB van het uitgangssignaal oplevert.
Hogere-orde filters

Door een aantal eerste-orde filters in serie na elkaar te schakelen kunnen we anders​vormige amplitude- en fasekarakteristieken bewerkstelligen. Met name kunnen we een steilere verzwakking verkrijgen door twee gelijksoortige filters na elkaar te plaatsen. Neem als voorbeeld twee eerste-orde laag doorlaat filters, zoals in figuur 38.
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Onder de voorwaarde dat de filters niet belast worden, kunnen we voor de overdrachtfunctie van het geheel de afzonderlijke overdrachtsfuncties met elkaar vermenigvuldigen. Als τ1 = R1C1 en τ2 = R2C2 
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Stel dat we kiezen voor τ1 = τ2 = τ. Om het eerste filter niet te belasten, moet R2 minstens 10 maal groter zijn dan R1. Als R2 = 10 R1 dan moet C2 = 0.1 C1. Voor de overdrachtsfunctie schrijven we dan:
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De amplitudekarakteristiek is gelijk aan:
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en voor het faseverschil geldt:
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Voor lage frequenties is (98) gelijk aan 1, dus de verzwakking is 0 dB. Voor grote waarde van ω geldt
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Een verdubbeling van de frequentie geeft hier een verzwakking van 12 dB van het uitgangssignaal.

Actieve filters

De boven besproken filters, opgebouwd uit weerstanden, condensatoren en spoelen, zijn passieve filters. Een nadeel van dit soort filters (behalve bij bepaalde resonante filters) is, over het algemeen genomen, dat het signaal als geheel verzwakt wordt, en dat dus niet alleen het weg te filteren gedeelte onderdrukt wordt. Bovendien moet men maatregelen nemen om het filter niet te zwaar te belasten. Deze beide bezwaren worden weggenomen door gebruik te maken van actieve filters, waarin versterkende componenten zijn opgenomen. Het meest gebruikt hiervoor zijn op-amps. Eenvoudige voorbeelden van actieve filters zijn gegeven in figuur 39. De werking ervan berust op het idee dat de versterkingsfactor frequentie​afhankelijk is gemaakt door een RC-combinatie. Bij het laag doorlaat filter uit figuur 39 wordt de terugkoppeling verzorgd door een parallelschakeling van R2 en C. Voor lage frequenties bepaalt R2 de terugkoppeling en daarmee samen met R1 de versterkingsfactor. Voor hoge frequenties wordt deze bepaald door de impedantie van C samen met R1. Omdat voor hoge frequenties de impedantie van C klein is, versterkt het filter de hoge frequenties dan ook minder. 

Bij het hoog doorlatend filter uit het voorbeeld van figuur 39 is de combinatie R1C het frequentie afhankelijke gedeelte. Voor lage frequenties bepaalt R1 samen met R2 de versterkingsfactor, terwijl de kleine impedantie van C voor hoge frequenties de versterking doet toenemen. De beperkende eigenschappen van de op-amp stelt weer grenzen aan de versterking voor steeds toenemende frequenties.
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Figuur 28. Signaal voorgesteld als een ronddraaiende vector.





Figuur 29. Stroom en spanning op twee verschillende tijdstippen.
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Figuur 30. Stroom door en spanning over een condensator. 
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Figuur 31. Serie schakeling van een weerstand en een condensator.





Figuur 32. Spanningen bij een RC-serieschakeling als functie van de tijd.





� EMBED CorelDraw.Graphic.8  ���





� EMBED CorelDraw.Graphic.8  ���





Figuur 33. Vectordiagrammen van spanningen over de weerstand en de condensator bij een RC-serieschakeling. 
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Figuur 34. Signaal u(t) in het complexe vlak.





� EMBED CorelDraw.Graphic.8  ���





Figuur 35. Amplitude- en fasekarakteristiek voor een weerstand, een condensator en een spoel.
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Figuur 36. Serieschakeling van L, R en C.
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Figuur 37.. Eerste-orde laag doorlaat filters (a) en (c) en hoog doorlaatfilters (b) en (d).
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Figuur 38. Twee achterelkaar geschakelde eerste-orde laag doorlaat filters.
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Figuur 39.  Actieve filters. (a) laag doorlatend en (b) hoog doorlatend.






































Figuur 5.10. Serieschakeling van L en R .
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    �	Een uitzondering vormen de supergeleidende spoelen.
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