
HOVO QUANTUMMECHANICA donderdag 11 November 2004OPGAVEN WEEK 3 Naam:GRONDSLAGEN QUATUMMECHANICAOpgave 1: De gol�un
tie Ψ(x, t) voor de laagste energietoestand van een eenvoudige harmo-nis
he os
illator, bestaande uit een deeltje met massa m waarop een lineaire herstelkra
ht metkra
ht
onstante C werkt, kan worden ges
hreven als
Ψ(x, t) = Ae−(

√
Cm/2~)x2

e−(i/2)
√

C/mt, (1)waarbij de reële 
onstante A elke waarde kan aannemen. Veri�eer dat deze uitdrukking eenoplossing is van de S
hrödingervergelijking voor de betre�ende potentiaal (V (x, t) = V (x) =
Cx2/2).Oplossing: We onderzoeken of vergelijking (1) een oplossing is, door hem in te vullen in deS
hrödingervergelijking en te 
ontroleren of hij hieraan voldoet. De S
hrödingervergelijking luidt

− ~
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∂2Ψ(x, t)

∂x2
+ V (x, t)Ψ(x, t) = i~

∂Ψ(x, t)

∂t
. (2)Allereerst bepalen we de relevante partiële afgeleiden.
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Ψ(x, t). (3)Invullen in de S
hrödingervergelijking levert
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Ψ(x, t). (4)We kunnen nu overal Ψ(x, t) wegstrepen. We vinden dan
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(5)en het is duidelijk dat vergelijking (1) een oplossing van de S
hrödingervergelijking is.Opgave 2: Bewijs dat Ψ(x, t)∗Ψ(x, t) reëel is, en enkel positief of nul kan zijn.Oplossing: Hiertoe s
hrijven we de gol�un
tie als

Ψ(x, t) = a(x, t) + ib(x, t), (6)met a(x, t) het reële deel en b(x, t) het imaginaire deel van de gol�un
tie. Voor de 
omplexge
onjugeerde gol�un
tie geldt dan
Ψ∗(x, t) = a(x, t) − ib(x, t), (7)1



Het produ
t Ψ(x, t)∗Ψ(x, t) kan ges
hreven worden als
Ψ(x, t)∗Ψ(x, t) = (a(x, t) − ib(x, t)) (a(x, t) + ib(x, t)) = a2(x, t) + b2(x, t) ≥ 0. (8)Opgave 3: Bereken de waars
hijnlijkheidsdi
htheid voor de eenvoudige harmonis
he os
illatorin de laagste energietoestand met behulp van de gol�un
tie gegeven in opgave 1.Oplossing: De waars
hijnlijkheidsdi
htheid wordt gegeven door de uitdrukking Ψ(x, t)∗Ψ(x, t)en indien we de gol�un
tie gegeven in vergelijking (1) gebruiken, vinden we

Ψ(x, t)∗Ψ(x, t) =
(

Ae−(
√

Cm/2~)x2

e+(i/2)
√

C/mt
)(

Ae−(
√

Cm/2~)x2

e−(i/2)
√

C/mt
)

. (9)De 
omplexe exponenten (het fasedeel) vallen weg en we houden over
Ψ(x, t)∗Ψ(x, t) = A2e−ax2

met a =

√
Cm

~
. (10)Opgave 4: Evalueer de voorspellingen van de klassieke fysi
a voor de waars
hijnlijkheidsdi
ht-heid van een eenvoudige harmonis
he os
illator in opgave 3 en vergelijk het resultaat met datgevonden in opgave 3.Oplossing: In de klassieke fysi
a hebben we te maken met een deeltje, dat zi
h als het ware ineen paraboolvormige kom bevindt. Klassiek komt de laagste energietoestand overeen met desituatie dat het deeltje zi
h in rust op positie x = 0 bevindt. Uiteraard is dat in strijd metde onzekerheidsrelatie en vinden we in de quantumme
hani
a derhalve een nulpuntsenergie. Wezullen in het volgende de situatie met klassieke fysi
a bes
hrijven.Het klassieke deeltje is onderhevig aan een kra
ht die evenredig is met de verplaatsing van deevenwi
httoestand en geri
ht is naar x = 0. De os
illator heeft een potentiële energie,

V (x) =
C

2
x2, (11)zodat het deeltje een kra
ht

F = −dV

dx
= −Cx (12)ervaart, met C de zogenaamde veer
onstante. Door gebruik te maken van de tweede wet vanNewton, vinden we de di�erentiaalvergelijking

m
d2x

dt2
= −Cx. (13)Deze vergelijking heeft als oplossing (
ontroleer dat maar door invullen)

x(t) = A cos (ω0t + φ), (14)waarbij A de amplitude, φ de fasehoek en ω0 =
√

C
m de hoekfrequentie zijn. We kunnen desnelheid van het klassieke deeltje vinden door de afgeleide te nemen en dat levert

v(t) =
dx

dt
= −ω0A sin (ω0t + φ). (15)
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De uitdrukkingen voor x en v komen voor in de formule voor de totale energie en produ
ereneen beweging
onstante.
E = K + V =

1

2
mv2 +

1

2
Cx2

=
m

2
ω2

0A
2 sin2 (ω0t + φ) +

C

2
A2 cos2 (ω0t + φ)

=
C

2
A2. (16)Dit resultaat kan gehers
hikt worden, zodat we v als fun
tie van x krijgen,

v =

√

2

m

(

E − C

2
x2

)

=

√

C

m
(A2 − x2). (17)Het is duidelijk dat x2 niet groter kan zijn dan A2, anders kan v niet de fysis
he snelheid vanhet klassieke deeltje voorstellen.
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Figuur 1: Potentiële energie voor een harmonis
he os
illator (�guur (a)) en klassieke waars
hijn-lijkheidsdi
htheid (�guur (b)).We kunnen ons het klassieke beeld voorstellen met behulp van �guur 1. De bovenste �guur toontde potentiële energie V (x) samen met een gekozen waarde voor de 
onstante totale energie E.We merken op dat een dergelijke willekeurige keuze toegestaan is in de klassieke fysi
a. De �guurtoont dat
V (x) = E voor x = ±A = ±

√

2E

C
(18)en klassieke beweging is verboden voor |x| > A.3



Indien x in het toegestane gebied [−A,A] is, kan een klassieke waars
hijnlijkheidsdi
htheid wor-den gede�nieerd, die tot uitdrukking brengt wat de kans is om het deeltje in een spe
i�ek in-terval dx aan te tre�en. De 
orresponderende waars
hijnlijkheid Pklassiek(x)dx moet omgekeerdevenredig zijn met de snelheid in het gegeven interval. We vinden
Pklassiek(x)dx =

1

π
√

A2 − x2
(19)en merken op dat de totale waars
hijnlijkheid gelijk aan 1 dient te zijn. Deze waars
hijnlijkheids-verdeling is getekend in �guur 1. Ter vergelijking tonen we in �guur 2 de quantumme
hanis
hewaars
hijnlijkheidsdi
htheid gegeven door de gol�un
tie (1). In �guur 2 zien we dat de quantum-

klassiek
 toegestaan
 gebied
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Figuur 2: Waars
hijnlijkheidsdi
htheid voor de grondtoestand van een quantumme
hanis
heharmonis
he os
illator (�guur (a)) en waars
hijnlijkheidsdi
htheid voor de n = 10 toestand vande harmonis
he os
illator (�guur (b)).me
hanis
he waars
hijnlijkheidsdi
htheid voor de grondtoestand van een harmonis
he os
illatoreen maximum heeft bij x = 0, terwijl de klassieke waars
hijnlijkheidsdi
htheid daar juist eenminimum heeft. Verder zien we dat de quantumme
hanis
he waars
hijnlijkheidsdi
htheid voorde n = 10 toestand van de harmonis
he os
illator een gemiddelde verdeling heeft, die overeenlijkt te komen met die van de klassieke harmonis
he os
illator gegeven in �guur 1b.Opgave 5: Normeer de gol�un
tie van opgave 1 door de waarde van de willekeurige 
onstante Ate bepalen, zodanig dat de totale waars
hijnlijkheid het deeltje ergens aan te tre�en gelijk wordtaan een.Oplossing: We normeren de gol�un
tie door de totale waars
hijnlijkheid op 1 te stellen,
∫ ∞

−∞

Pdx =

∫ ∞

−∞

Ψ∗Ψdx = 1. (20)4



De waars
hijnlijkheidsdi
htheid is uitgerekend in opgave 3 en we vinden
Ψ(x, t)∗Ψ(x, t) = A2e−ax2

met a =

√
Cm

~
. (21)Derhalve dienen we de volgende integraal te bepalen,

∫ ∞

−∞

Ψ(x, t)∗Ψ(x, t)dx =

∫ ∞

−∞

A2e−ax2

dx = 1. (22)Teneinde de normalisatie te bepalen, de�niëren we de grootheid
J =

∫ ∞

0
e−x2

dx (23)en evalueren het kwadraat van J als een oppervlakte integraal,
J2 =

∫ ∞

0
e−x2

dx ·
∫ ∞

0
e−y2

dy =

∫ ∫

eerste kwadrant
e−(x2+y2)dxdy. (24)We transformeren de integratie variabelen naar pool
oördinaten en verkrijgen
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. (25)Het resultaat is

J =
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0
e−x2
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√
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2
. (26)We kunnen onze originele integraal hers
hrijven als

∫ ∞

−∞

A2e−ax2

dx = 1 →
∫ ∞

−∞

e−ax2

dx =
1

A2
. (27)Vervolgens herde�niëren we de variabele x door gebruik te maken van c2 = a en dus c =

√
a.We vinden ∫ ∞

−∞

e−c2x2

dx =
1

A2
→

∫ ∞

−∞

e−c2x2

dcx =

∫ ∞

−∞

e−x2

dx =

√
a

A2
. (28)Tenslotte merken we op dat de integrand een even fun
tie is en s
hrijven

∫ ∞

−∞

e−x2

dx = 2

∫ ∞

0
e−x2

dx =

√
a

A2
= 2J. (29)Gebruikmakend van vergelijking (26) vinden we

√
a

A2
= 2J =

√
π. (30)We krijgen hiermee het eindresultaat

A2 =

√
a

π
=

4

√

Cm

~2π2
. (31)Opgave 6: Bepaal de verwa
htingswaarde < x > voor een deeltje in de laagste energietoestandvan een harmonis
he os
illator door gebruik te maken van de gol�un
tie en waars
hijnlijkheids-di
htheid berekend in de vorige opgaven. 5



Oplossing: De verwa
htingswaarde < x > volgt uit
< x >=< Ψ|x|Ψ >=

∫ ∞

−∞

Ψ∗(x, t)xΨ(x, t)dx =

∫ ∞

−∞

xΨ∗(x, t)Ψ(x, t)dx. (32)We zien dire
t dat het tijdafhankelijke deel wegvalt en s
hrijven met behulp van vergelijking (10)
< x >= A2

∫ ∞

−∞

xe−ax2

dx. (33)Het resultaat van deze integraal is gelijk aan nul, want we integreren over het produ
t van eenoneven (x) en een even (e−ax2) fun
tie. Derhalve is < x >= 0.Opgave 7: Bes
houw een deeltje met massa m dat zi
h vrij kan bewegen langs de x-as tussenposities x = −a/2 en x = +a/2, maar waarbij het strikt verboden is dat het deeltje zi
hbuiten dit interval bevindt. De gol�un
tie van het deeltje kan ges
hreven worden als Ψ(x, t) =
A cos πx

a e−iEt/~ binnen het interval en is gelijk aan nul erbuiten. Bepaal de energie van de laagsteenergietoestand.Oplossing: De opgave heeft betrekking op een deeltje in een oneindige re
hthoekige put poten-tiaal. We hebben dit onderwerp besproken in paragraaf 5.3 van het di
taat (bladzijde 55 - 57).De gol�un
tie van de laagste energietoestand met n = 1 luidt
Ψ(x, t) = A cos

πx

a
e−iEt/~ (34)en de bijbehorende energie is gelijk aan

E1 =
π2

~
2

2ma2
. (35)Opgave 8: Maak gebruik van de gol�un
tie uit opgave 7 en bereken de verwa
htingswaardenvoor x, p, x2 en p2.Oplossing: Allereerst bepalen we de normering van de gol�un
tie. Hiertoe berekenen we deintegraal
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en dus
A =

√

2

a
en A2 =

2

a
. (37)De verwa
htingswaarde van x wordt gegeven door de integraal

< x >=
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a
dx. (38)Deze integraal is gelijk aan nul, omdat de integrand oneven is (produ
t van oneven en evenfun
ties). We vinden dus < x >= 0.De verwa
htingswaarde van p kan sle
hts worden uitgerekend als we de impulsoperator kennen.Hiervoor geldt p = ~

i
∂
∂x . De verwa
htingswaarde wordt gegeven door de integraal
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dx. (39)Deze integraal is ook gelijk aan nul, omdat de integrand weer oneven is (produ
t van even enoneven fun
ties). We vinden dus < p >= 0.De verwa
htingswaarde van x2 is ongelijk aan nul en kan worden gevonden met behulp van eentabellenboek voor standaard integralen. We vinden
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. (40)De berekening van < p2 > is eenvoudiger, omdat we de S
hrödingervergelijking kunnen ge-bruiken. Er geldt
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Ψ∗Ψdx = 2mE1. (41)We kunnen de onzekerheden in x en p uitrekenen en vinden
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12
(42)en

(∆p)2 =< p2 > − < p >2= 2mE1 =
~

2π2

a2
. (43)Het produ
t van de onzekerheden wordt nu

∆x∆p =

√

π2 − 6

12
~ ≈ 0.57~, (44)een resultaat dat iets groter is dan Heisenberg's ondergrens ~.7


