
HOVO QUANTUMMECHANICA September 2006OPGAVEN WEEK 1ALGEMENE VRAGENOpgave 1: Wat is de maximum snelheid dat een deeltje kan hebben, zodat zijn kinetisheenergie geshreven kan worden als 1
2mv2 met een fout die niet groter is dan 0.5%?Oplossing: In de klassieke mehania is de relatie tussen kinetishe energie en impuls gelijk aan
Tklassiek =

1

2
mv2 =

p2

2m
. (1)De relativistish orrete relatie tussen totale energie en impuls is

E2 = p2c2 + m2c4, (2)waarbij E behalve kinetishe energie, de rustenergie mc2 bevat. Voor de kinetishe energie vindenwe in dit geval
T = E − mc2 = mc2

√

1 +
p2

m2c2
− mc2 = mc2

[
√

1 +
p2

m2c2
− 1

]

. (3)Wiskundig Intermezzo: Stel dat f(x) geshreven kan worden als een mahtreeks,
f(x) =

∞
∑

k=0

akx
k. (4)We kunnen de oë�iënten vinden door afgeleiden te nemen en vervolgens de waarde ervan tebepalen voor x = 0. Dus

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · · f (0)(0) = a0

f (1)(x) = a1 + 2a2x + 3a3x
2 + · · · f (1)(0) = a1

f (2)(x) = 2a2 + 2 · 3a3x + · · · f (2)(0) = 2a2

f (3)(x) = 2 · 3a3 + · · · f (3)(0) = 2 · 3a3

· · · · · ·

(5)Hiermee zien we dat voor de oë�iënten van de mahtreeks geldt
ak =

f (k)(0)

k!
. (6)We kunnen de mahtreeks dan ook shrijven als

f(x) =

∞
∑

k=0

akx
k =

∞
∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk. (7)Indien x niet al te groot is, kunnen we √

1 + x (zie vergelijking (3)) in een reeks ontwikkelen envinden
√

1 + x ≈ 1 +
x

2
−

x2

8
+ · · · . (8)1



Het is illustratief om te zien wat er gebeurt als we enkel de eerste twee termen invullen invergelijking (3).
T = mc2

[
√

1 +
p2

m2c2
− 1

]

≈ mc2

[

1 +
p2

2m2c2
− 1

]

=
p2

2m
. (9)We zien dat de eerste twee termen overeenkomen met de niet-relativistishe uitdrukking, gegevenin vergelijking (1). De termen met k ≥ 2 vormen een relativistishe orretie. De derde termgeeft een orretie ter grootte

∆T = mc2 ·
1

8

(

p2

m2c2

)2

=
p4

8m3c2
. (10)De relatieve orretie bedraagt

∆T

T
≈

p4

8m3c2
/

p2

2m
=

p2

4m2c2
. (11)De relativistishe uitdrukking voor de impuls is gelijk aan

p = γmv met γ =
1

√

1 − v2

c2

. (12)Indien de afwijking minder dan 0.5 % moet zijn, dient te gelden
p2

4m2c2
≤ 0.005 ⇒

m2v2

1 − v2

c2

= 0.005 · 4m2c2 ⇒
1

c2

v2 − 1
= 0.02. (13)Uitshrijven levert de onditie v ≤ 1

10

√
2c ≈ 0.14c, met c de lihtsnelheid.Opgave 2: Bereken de impuls van een 12.0 MeV foton.Oplossing: Tussen energie en impuls geldt de relatie
E2 = p2c2 + m2c4. (14)Deze relatie is relativistish orret, waarbij E de rustenergie mc2 bevat. Fotonen zijn massaloos,

m = 0, en er geldt dus E = pc. We vinden hiermee
p = 12.0

MeV

c
=

(12.0 × 106 eV) · (1.6 × 10−19) C

3 × 108 m/s
= 6.4 × 10−21 kg m/s. (15)Opgave 3: Bereken de frequentie van een foton dat geprodueerd wordt als een elektron met20 keV tot stilstand wordt gebraht in een botsing met een zware kern.Oplossing: In dit geval wordt de volledige kinetishe energie van het elektron omgezet in fotonenergie, Efoton = hν = Telektron. Gegeven is dat Telektron = 20 keV = (20 × 103 eV) · (1.6 ×

10−19 C) = 3.2 × 10−15 J. We vinden voor de frequentie van het foton
ν =

E

h
=

3.2 × 10−15 J

6.6 × 10−34 Js
= 4.8 × 1018 Hz. (16)Merk op dat de bijbehorende gol�engte gelijk is aan

λ =
c

ν
=

3 × 108 m/s

4.8 × 1018 Hz
= 0.062 nm. (17)2



Dit proes heet in de natuurkunde Bremstrahlung en wordt bijvoorbeeld gebruikt voor het op-wekken van Röntgenstraling in ziekenhuizen. Meer informatie is te vinden op de volgende website,http://hyperphysis.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/xray.html.Opgave 4: Bepaal de maximum gol�engte van een foton dat een molekuul kan separeren waarvande bindingsenergie 15 eV is.Oplossing: Moleulen zijn opgebouwd uit atomen. Als we extern voldoende energie toevoegen,meer dan de bindingsenergie van het moleuul, dan kunnen we moleulen weer opbreken. Dezeenergie kan bijvoorbeeld worden overgebraht met fotonen. In het voorbeeld geldt Efoton ≥
Ebinding = 15 eV = hν. Hiermee vinden we voor de frequentie

ν =
E

h
=

(15 eV) · (1.6 × 10−19 C)

6.6 × 10−34 Js
= 3.6 × 1015 Hz. (18)De bijbehorende gol�engte gelijk is aan

λ =
c

ν
=

3 × 108 m/s

3.6 × 1015 Hz
= 8.3 × 10−8 m. (19)Opgave 5: Monohromatish liht met een gol�engte van 3000 Å valt loodreht op een oppervlakvan 4 m2. Als de intensiteit van het liht 15 × 10−2 W/m2 is, bepaal dan het aantal fotonendat per seonde het oppervlak raakt.Oplossing: Monohromatish liht is liht met één spei�eke gol�engte, in dit geval 3000 Å. Degol�engte is dus λ = (3000) · (10−10 m) = 3 × 10−7 m. Hiermee vinden we voor de frequentie

ν =
c

λ
=

3 × 108 m/s

3 × 10−7 m
= 1.0 × 1015 Hz. (20)De energie per foton bedraagt E = hν = (6.6 × 10−34 Js) · (1.0 × 1015 Hz) = 6.6 × 10−19 J. Hetliht valt loodreht op een oppervlak van A = 4 m2 = 4 × 10−4 m2 met een intensiteit van 15

× 10−2 W/m2. Dit betekent dat het vermogen P = IA = (15 × 10−2 W/m2) · (4 × 10−4 m2) =
6.0 × 10−5 J/s is. Het aantal fotonen dat per seonde het oppervlak raakt is dus gelijk aan

Ṅ =
P

E
=

6.0 × 10−5 J/s

6.6 × 10−19 J
= 9.1 × 1013 s−1. (21)Opgave 6: Een radiostation werkt bij een frequentie van 103.7 MHz met een vermogen van 200kW. Bepaal het aantal fotonen dat door dit station wordt uitgezonden.Oplossing: De frequentie bedraagt ν = 1.037 × 108 Hz. De energie van een dergelijk foton is

E = hν = (6.6×10−34 Js)·(1.037×108 Hz) = 6.9×10−26 J. Het vermogen bedraagt P = 2.0×105J/s. Door dit station wordt per seonde
Ṅ =

P

E
=

2.0 × 105 J/s

6.9 × 10−26 J
= 2.9 × 1030 s−1 (22)fotonen uitgezonden.FOTO-ELEKTRISCH EFFECTOpgave 7: Beshouw een kalium oppervlak dat 75 m verwijderd is van een 100 W lamp.Neem aan dat de energie die door de lamp als liht wordt uitgezonden 5 % van het vermogen3



is. Behandel elk kaliumatoom als een irkelvormige shijf met een diameter van 1 Å en bepaalde tijd die nodig voor elk atoom om een hoeveelheid liht te absorberen die gelijk is aan zijnwerkfuntie van 2.0 eV, in overeenstemming met de gol�nterpretatie van liht.Oplossing: Elk kaliumatoom heeft een e�etief oppervlak van Aatoom = π
4d2 = (π

4 ) ·(10−10 m2) =
7.85×10−21 m2. De lamp zendt per seonde een lihtenergie uit van P = ǫPlamp = 0.05·100 W =
5 J/s = (5 J/s)/(1.6×10−19 C) = 3.1×1019 eV/s. Dit liht wordt in alle rihtingen uitgezondenen slehts een fratie ervan bereikt het kaliumatoom,

Pkaliumatoom = P
Aatoom

Abol met straal 0.75 m
=

(3.1 × 1019 eV/s)(7.85 × 10−21 m2)

4π(0.75 m)2
= 0.034 eV/s.(23)Bij een werkfuntie van 2.0 eV duurt het dus gemiddeld t = 2.0 eV

0.034 eV/s = 58 s voordat voldoendeliht geabsorbeerd is om een elektron uit te zenden, INDIEN WE DE KLASSIEKE FYSICAHANTEREN. Een dergelijke vertraging is nooit waargenomen!Opgave 8: Als een fotoelektrish experiment wordt uitgevoerd met alium als emitter, danworden de volgende stoppotentialen gevonden: 1.95 V bij een gol�engte van 2535 Å, 0.98 V bij3122 Å, 0.50 V bij 3650 Å en 0.14 V bij 4047 Å. Bereken uit deze data de onstante van Plank.Oplossing: Voor het fotoelektrish e�et geldt de relatie hν = φ + Kmax, waarbij Kmax demaximum mogelijke energie van de vrijgemaakte elektronen is. Verder is ν de frequentie van hetinvallende liht en φ de werkfuntie. Deze laatste is materiaal afhankelijk en stelt de energie voordie nodig is om het elektron uit het materiaal vrij te maken. Door een stoppotentiaal V0 aan tebrengen, kunnen we eV0 = Kmax bepalen.Als eerste verzamelen we nu de meetgegevens in een gra�ek, gegeven in Fig. 1. De gra�ek geeft
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Frequentie[Hz]Figuur 1: Fotoelektrish e�et: de stoppotentiaal is uitgezet als funtie van de frequentie vanhet invallende liht.een weergave van de relatie
eV0 = hν − φ = h

c

λ
− φ. (24)Vergelijken met het lineair verband y = ax + b leert dat we de onstante van Plank kunnenbepalen uit de helling van de data. Deze helling kan bijvoorbeeld gevonden worden met dekleinste-kwadraten methode en het resultaat is weergegeven door de lijn in Fig. 1. We bepalende helling en vinden a = 4.11 × 10−15 eV/Hz. We dienen dit te vermenigvuldigen met de4



lading van het elektron, q = e = 1.6 × 10−19 C en vinden 6.57 × 10−34 Js, hetgeen in redelijkeovereenstemming is met de standaardwaarde h = 6.626 × 10−34 Js.Opgave 9: De emitter van een foto-elektrishe buis heeft een drempelgol�engte van 6000 Å.Bepaal de gol�engte van het invallende liht als de stoppotentiaal voor dit liht 2.5 V is.Oplossing: De drempelgol�engte orrespondeert met die gol�engte van straling waarbij er elek-tronen worden vrijgemaakt. De energie van die straling orrespondeert dan met de werkfuntie.De frequentie volgt uit ν = c
λ = 3×108 m/s

6000×10−10 m
= 5.0× 1014 Hz. De werkfuntie van het materiaalis dan φ = hν = (6.626 × 10−34 Js)(5.0 × 1014 Hz) = 3.31 × 10−19 J. Met e = 1.6 × 10−19 Cvinden we dan φ = 3.31× 10−19 J/1.6× 10−19 = 2.07 eV. Vervolgens valt er liht op de fotobuis,waarbij er een stoppotentiaal van V0 = 2.5 V nodig is. De frequentie van die straling is dan

hν = φ + eV0 → ν =
φ + eV0

h
=

(2.07 + 2.5) · (1.6 × 10−19 C)

6.626 × 10−34 Js
= 1.1 × 1015 Hz. (25)De bijbehorende gol�engte is λ = c/ν = 3 × 108 m/s/1.1 × 1015 Hz = 272 nm.Opgave 10: Kalium wordt beshenen met ultraviolet liht met een gol�engte van 2500 Å. Als dewerkfuntie van kalium 2.21 eV is, wat is dan de maximum kinetishe energie van de uitgezondenelektronen?Oplossing: Er geldt hν = φ + eV0, waarbij φ = 2.21 eV is. De frequentie volgt uit ν = c

λ =
3×108 m/s

2500×10−10 m
= 1.2 × 1015 Hz. Voor de maximum kinetishe energie vinden we dan

eV0 = hν−φ = (6.626×10−34 Js)(1.2×1015 Hz)−(1.6×10−19 C)(2.21 eV) = 4.41×10−19 J. (26)Dit is gelijk aan 4.4 × 10−19 J/1.6 × 10−19 C = 2.75 eV.COMPTONVERSTROOIINGOpgave 11: Leidt de Comptonvergelijking λ′ − λ = h
m0c(1 − cos θ) af.Oplossing: We kunnen de uitdrukking voor ∆λ a�eiden door energie- en impulsbehoud te om-bineren. We beshouwen Compton verstrooiing als een elastishe botsing; zie Fig. 2. Voor

Figuur 2: Compton verstrooiing van een foton aan een elektron kan worden beshouwd als eenelastishe botsing.energiebehoud geldt
hν = hν ′ + Te, (27)5



waarbij Te de kinetishe energie van het over een hoek θ teruggestoten elektron voorstelt. Behoudvan impuls geeft
hν

c
=

hν ′

c
cos φ + p cos θ x component (28)en

hν ′

c
sin φ = p sin θ y component (29)met p de impuls van het verstrooide elektron. Vervolgens kwadrateren we beide vergelijkingen.

(

hν

c
−

hν ′

c
cos φ

)2

= p2 cos2 θ (30)en
(

hν ′

c

)2

sin2 φ = p2 sin2 θ. (31)We tellen nu beide vergelijkingen op en vinden
(

hν

c

)2

−
(

2hνhν ′

c2

)

cos φ +

(

hν ′

c

)2

cos2 φ = p2 cos2 θ (32)en
(

hν ′

c

)2

sin2 φ = p2 sin2 θ. (33)Omdat sin2 φ + cos2 φ = 1 = sin2 θ + cos2 θ vinden we
(

hν

c

)2

−
(

2hνhν ′

c2

)

cos φ +

(

hν ′

c

)2

= p2. (34)Voor het elektron hebben we E2 = p2c2 + (mc2)2 en als Te de kinetishe energie is, dan geldt
(Te + mc2)2 = c2p2 + (mc2)2 → T 2

e + 2Temc2 = c2p2 (35)of
T 2

e

c2
+ 2Tem = p2. (36)Voor Te gebruiken we vergelijking (27) en voor p2 vergelijking (34) en vinden

(

hν

c
−

hν ′

c

)2

+ 2mc

(

hν

c
−

hν ′

c

)

=

(

hν

c

)2

+

(

hν ′

c

)2

− 2

(

hν

c

)(

hν ′

c

)

cos φ (37)en
mc

(

hν

c
−

hν ′

c

)

=
hν

c

hν ′

c
(1 − cos φ) (38)en dus

1

hν ′/c
−

1

hν/c
=

1

mc
(1 − cos φ) (39)Er geldt ν = c

λ en c
hν = cλ

hc = λ
h . We vermenigvuldigen met h en vinden

∆λ = λ′ − λ =
h

mc
(1 − cos φ), (40)waarbij h

mc = 0.0243 × 10−10 m de zogenaamde Compton gol�engte is.6



Opgave 12: Een Röntgenstraal met een gol�engte van 0.300 Å ondergaat een Comptonver-strooiing over 60◦. Vind de gol�engte van het verstrooide foton en de energie van het elektrondat na de verstrooiing wordt uitgezonden.Oplossing: De gol�engte van het verstrooide foton volgt uit
∆λ = λ′ − λ =

h

mc
(1 − cos φ), (41)waarbij λ = 0.3 × 10−10 m en h

mc = 0.0243 × 10−10 m. Omdat φ = 60◦ geldt (1 − cos 60◦) = 0.5en vinden we
λ′ = λ +

h

mc
(1 − cos φ) = 0.3 × 10−10 m + 0.0243 × 10−10 m · 0.5 = 0.312 × 10−10 m. (42)De kinetishe energie van het elektron, Te, volgt uit de wet van behoud van energie, hν =

hν ′ + Te → Te = h (ν − ν ′). We vinden
Te = h

(

ν − ν ′
)

= hc

(

1

λ
−

1

λ′

)

. (43)Invullen levert
Te = (6.626×10−34 Js)(3×108 m/s)

(

1

0.3 × 10−10 m
−

1

0.312 × 10−10 m

)

= 2.6×10−16 J. (44)Dit komt overeen met Te = 1.6 keV.Opgave 13: Een Röntgenfoton van 0.3 MeV ondergaat een frontale botsing met een elektron inrust. Gebruik de wetten van behoud van energie en impuls om de snelheid van het teruggestotenelektron te vinden.Oplossing: Met een frontale botsing wordt bedoeld dat φ = 180◦ en dus geldt (1−cos 180◦) = 2 .Een Röntgenfoton van 0.3 MeV heeft een energie van E = (0.3×106)(1.6×10−19) = 4.8×10−14 J.Hiermee orrespondeert een frequentie van ν = E/h = 4.8×10−14 J/6.626×10−34 Js = 7.2×1019Hz en een gol�engte van λ = c/ν = 3 × 108 m/s/7.2 × 1019 Hz = 4.1 × 10−12 m.De gol�engte van het verstrooide foton is
λ′ = λ +

h

mc
(1 − cos φ) = 4.1 × 10−12 m + 0.0243 × 10−10 m · 2 = 8.96 × 10−12 m. (45)De energie van het verstrooide foton is dan

E′ = hν ′ =
hc

λ′
=

(6.626 × 10−34 Js)(3 × 108 m/s)

8.96 × 10−12 m
= 2.2 × 10−14 J = 137 keV. (46)We vinden nu voor de kinetishe energie van het elektron

Te = h(ν − ν ′) = 4.8 × 10−14 J − 2.2 × 10−14 J = 2.6 × 10−14 J = 163 keV. (47)De impuls van het elektron volgt uit
E2 = (Te + mec

2)2 = p2c2 + m2c4. (48)De rustenergie van een elektron bedraagt
mec

2 = (9.1 × 10−31 kg)(3 × 108 m/s)2 = 8.2 × 10−14 J = 511 keV. (49)7



Voor de totale energie van het elektron vinden we dan E = Te + mec
2 = 2.6 × 10−14 J + 8.2 ×

10−14 J = 1.1 × 10−13 J = 674 keV. De impuls volgt nu uit
p =

√

E2 − (mc2)2

c2
=

√

(1.1 × 10−13 J)2 − (8.2 × 10−14 J)2

(3 × 108 m/s)2
= 2.4 × 10−22 kg m/s. (50)De snelheid volgt uit een relativistishe uitdrukking,

v =
c2

p

E
→ v =

2.4 × 10−22 kg m/s

1.1 × 10−13 J
= 2.0 × 108 m/s. (51)Dit orrespondeert met 65 % van de lihtsnelheid.WATERSTOFATOOMOpgave 14: Bepaal de gol�engten van waterstof die in het optishe spetrum (3800 Å tot 7700Å) liggen.Oplossing: Voor de gol�engten van de lijnen in het waterstofspetrum geldt

1

λ
= R

(

1

l2
−

1

u2

)

→ λ =
1

R

l2u2

u2 − l2
. (52)met u = 1, 2, · · · en l = 1, 2, · · · quantumgetallen. Verder is R = 0.01097 nm−1 de Rydbergonstante.Merk op dat R−1 = 91 nm. We zien dus dat er geen gol�engten van zihtbaar liht orresponderenmet overgangen van aangeslagen toestanden, u = 2, 3, · · ·, naar de grondtoestand met l = 1.Zihtbaar zijn wel overgangen naar de eerste aangeslagen toestand, met l = 2. Bijvoorbeeld

u = 3 λ3→2 = 656 nm wel
u = 4 λ4→2 = 485 nm wel
u = 5 λ5→2 = 433 nm wel
u = 6 λ6→2 = 410 nm wel
u = 7 λ7→2 = 396 nm wel
u = 8 λ8→2 = 388 nm wel
u = 9 λ9→2 = 381 nm wel
u = 10 λ10→2 = 379 nm niet.

(53)
Toestanden met l ≥ 3 zijn niet zihtbaar.

Maak zoveel mogelijk opgaven. De orret gemaakte opgaven worden als redit bij het tentamengebruikt (maximum 25 %). 8


