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Energiedichtheid in heelal

Heelal bestaat uit

koude materie: atomen, molekulen, aarde, sterren, donkere materie, etc.
straling: fotonen van sterren, fotonen van CMB, neutrino’s, etc.
kosmologische constante: donkere energie, vacuum energie, quintessence veld, etc.

Voor elk van deze soorten energie en materie geldt dat er een
verband tussen energiedichtheid en druk bestaat
Toestandsvergelijking  P(t) = np(t) volgt uit friedmannvergelijkingen

Energiedichtheid: energie gedeeld door fysisch volume

Fysisch volume bepaald door a*(?)

A
Koude materie p(t) = Hoeveelheid materie constant (= A) en wordt niet

-3
a”(t )
\ } omgezet naar andere soorten energie

4

al(t)

Straling  p(t) = Extra afname t.g.v. kosmologische roodverschuiving

E = hv = hw = (2rhe)/A  evenredig met schaalfactor

Kosmologische constante p(t) = p. = const. Neemt niet af tijdens uitdijen of
krimpen van heelal



Heelal gedomineerd door koude materie

: A
Koude materie  p(t) = —
a”(t) 20 — s1G A
(@)9 _ +8¢r(§pm )= 50 a(t)’
a(t) 32 ’ i) = _4?TG{1 +3n) A
a(t) _ 4AnG (BP(I‘] , ) 3c? a’(t)
) 32 + p(t) ).

887G A
Bepaal constante n |:> differentieer 1e FV 2a(t) = — —_—

3c2 a?(t)
. : An(G ArG
invullen in 2e FV — _Trg A=—=(14+3n)A
3¢ 3=

St

Ergeldt a(t)a’(t) = —5A.
3c 2/3
a?(t)i(t) = —J‘gfg A.

Hieruit volgt ook direct a(t) >0 en a <0



Heelal gedomineerd door straling

, A

Straling  p(t) = (0
a(t)\* = 8rG = P _ 4l
(ﬁ) = 3270, ) n=1/3 endus PO) =3

a(t) An G

20 32 (3P(ﬂ +p{f}).

Ergeldt o (t)a’(t) = +—A,

Bgiif‘ > at) = B/t

3c2 A.

a®(t)a(t) = —

Hieruit volgt ook direct a(t) >0 en a <0

Uitdijing van een stralingsgedomineerd heelal gaat sneller
1

1 =
a(t)==Bt ?
)=3



Heelal gedomineerd door A

Kosmologische constante p(t) = p. = const.

Voor normale straling en materie neemt dichtheid af als energie
over groter volume wordt uitgesmeerd

Eigenschap van ruimtetijd zelf (driekwart van alle energie is van deze vorm!)

Friedmannvergelijkingen leveren n = -1

Druk is negatief!!!
P(t) = —p(t) = —pc = const.

Er geldt alt) : _ &G
() 32 P

- - I HF{\ ."-:'r:i

a(t) 32

Uitdijing is exponentieel en verloopt steeds sneller



Friedmannvergelijkingen

Friedmann — Lemaitre — Robertson — Walker metriek. Er geldt

dr? .
—dr? = —Adt* a(t)zdzg dx? = I —Tkrz +r2d?,  where dQ? = d8? + sin® #do”.
Einsteinvergelijkingen G,, + Ag., = %pr geven friedmannvergelijkingen

(a.)i k2 A 8nG
—> o @33
an " 2
254_({1) +E_ﬁcgz &G
a a? 2

P.
il

Zonder kosmologische constante wordt

FV-1 8rG ke
- ke
i = 3 P72 Pt
Kritische dichtheid: voor gegeven H
de dichtheid waarvoor k = 0 _ 3
e dichtheid waarvoor k = pe= g =
1026 kg m-3

Dichtheid / kritische dichtheid: Q

MAP990006



Kritische dichtheid

Beschouw een testdeeltje m en bereken de ontsnappingssnelheid

1 5 GMm
Behoud van energie volgens Newton §mvz B 0

Beschouw een bolvormig volume van het heelal dat expandeert met v = Hod
Massa binnen dit volume M = %Wpcdg

Het deeltje zal net ontsnapping als p de kritische dichtheid is
BHE‘)2

D |dt » —
aarvoor ge Pe e

Hetzelfde resultaat vonden we met de algemene relativiteitstheorie

Invullen van Hyen G levert pp = 1.9 x 107272 g cm ™

Met definitie h = Hp/(100 km/s - Mpc)



Friedmannvergelijkingen

Friedmannvergelijking 1 kan herschreven worden

(a.)EJF k®  AS _ 81G

a a? 3 3 P 3a” H? — pa? — 3kc?
- g " T G
871G 2 _ 2 — 2N L 1) pa? =
Pt — P e (7 = Dpa” = g

Rechts staan enkel constanten. Tijdens expansie neemt dichtheid af (~a?3)
Sinds Planck era is de pa? met factor 10%° afgenomen

(€1 —1) moet met factor 10%° zijn toegenomen

Planck en Sloan Digital Sky Survey stellen QQ; op 1 binnen 1%

Danis | Q1-1 | <0.01 en tijdens Planck era kleiner dan 10792

Vlakheidsprobleem: waarom was de initiéle dichtheid van het Heelal zo dicht bij de
kritische dichtheid?

Oplossingen: Anthropisch principe of inflatie (pa? neemt snel toe in korte tijd)




Evolutie van het heelal

N
Friedmannvergelijking (9) K — %p — H? = G k

a
Herschrijven als H? = Hg (QRG,_4 + QM(,L_3 + QKG,_Q + QA)
) 7= Y [Qr(+ )+ Qa1+ 2)2 + Qi (14 2)2 + Q4]

Er geldt
d a(t) d 1 1 dz
H=—In{—)=—1 = —
dt n(ao) dt n(l+2) 1+ 2 dt
dt —(1+42)7}
- — — ( )

T 1
Az Ho[Qr(1+ 2)* + Qu(1+2)3 + Qe (1 + 2)2 + Qp]2

Leeftijd van het heelal

dz
to—tleo_l

z1
/0 (14 2) [Qa(1+2)1 + Qur(1+2)° + Qe (1 +2)2 + Q7




Evolutie van het heelal

We vinden: t = t(z)

a=a(t)
We weten: 1+ z=1/a

De figuur toont enkele voorbeelden

Relatieve afmeting van het heelal

0 ! ! !
-10 Nu 10 20 30
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Afstanden in FLRW metriek

Meebewegende afstand i\z Hi\( i\z ik
Emissie: t; Nu: t,

Er geldt: Tt Fodz
x(z) =/ — =/
to a(t) 0 H(Z)

Neem aan dat we de absolute helderheid L van een bron kennen (standaardkaars)
L

4y ?

In euclidische ruimte geldt voor de waargenomen flux F =

In FLRW ruimte gelden de volgende modificaties:

e Als op tijdstip tg het licht de aarde bereikt, is het eigenoppervlak een bol met de supernova
als centrum en heeft het de waarde 47d2,. Een telescoop met apertuur A neemt dus een
fractie licht waar ter grootte A/4mwd>

m*

e Vanwege de roodverschuiving is het aantal fotonen dat per seconde aankomt, een factor
1/(1 + z) kleiner dan het aantal fotonen dat per seconde werd uitgezonden.

e De energic Ep van elk ontvangen foton is vanwege dezelfde roodverschuiving een factor
1/(1+ 2) lager dan de energie £ die het had toen het werd uitgezonden.

L L

We vinden [F =
drd? (1 + 2)2 47Td%

— dL = dm(l o Z)

T helderheidsafstand d,



(a)

Time: 0.0 seconds

Supernovae Type IA

Supernovae Type IA zijn standaardkaarsen

0.00 750 1.50e+03
1500 km

The progenitor of a Type la supernova

(b)

Time: 0.85 seconds

' . N .

. ...which spills gas onto the
Two normal stars The more massive secondary star, causing it to
are in a binary pair. star becomes a giant... expand and become engulfed.

The secondary, lighter star |  The common envelope is .
and the core of the giant ejected, while the separation The remaining core of AR T IR, ..
star spiral toward within | between the core andthe @ the giant collapses and e
a common envelope. secondary star decreases. .= becomes a white dwarf.

(c)

Time: 1.1 seconds

(d)
Time: 1.2 seconds

The aging companion ~ The white d#varfjsimass ' ,
star starts swelling, spilling ' increases until it reaches a | ...causing the companion
gas onto the white dwarf. critical mass and explodes... star to be ejected away.




Afstand (schijnbare lichtkracht)

Supernovae Type IA

Supernovae Type IA zijn standaardkaarsen
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Standaardmodel van de kosmologie

Evolutie heelal voor vlakke FRW model.

Aanname: energie gelijk verdeeld over
straling, materie en vacuum

Conclusies ACDM model

2.5 T I T /
straling {1{1’ 4

materie 1 f} b4 -'l‘.lL

u |:-..-' Ml'—‘

a(I) vacuum ——

1 a(t) oc eH?
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Continuiteitsvergelijking .. ..

Beschouw klein “vloeistofelement” l

Massastroom door linkervlak d;m, = pu.,.dydz

|

I

I

]

|

pu), 1
(pu) |
I

(pu)§'+d,\'

(p u )}:‘dx

_> <
Massastroom door rechtervlak (gebruik Taylor-expansie dz Fotuinins pinialy
.’ dy
O Mptde = OpMy + ( tmx) dr + ... = pudydz + (f)ux)d:z:dydz —— T
or |, ox :
: (pu)y
Combineer alle vlakken

(pu).
dpu,  Odpuy,  Opu.
ox Ay 0z

D Miotaal = (— ) dxdydxr = Oym dxdydx

Gebruik de divergentie-operator

—> [gf+v-(pf):oJ

Dit is de continuiteitsvergelijking: als de dichtheid in het element verandert,
dan stroomt er vloeistof door de wanden van het element



Vergelijking van Euler

P(z+dz)
| P(y+dy)
Beschouw kracht op een “vloeistofelement” 1
|
|
Kracht op linkervlak f(x) = P(z)dydz :
P /(@) (x)dy P(x) _| , | P(x+dx)
|
Druk op rechtervlak (gebruik Taylor-expansie) ] I sthan
oP ) d
P(x+dx)= P(x) + EG’T + ... e
| P(z) |
Schrijf druk als P = Py + p P(y)
We vinden df, = —()i (Po + p) dedydx = —%dv — df = —-VpdV,
du du
Tweede wet van Newton df = dm a = dma en dm = pdV — pa +Vp=0
da  Ou ou ou ou ou
Kettingregel — = —u, » .+ — = (u- _
greg o 8:17“ +() Uy + ()Nu +8t (u V)u+8t

Wet van Euler

|:> [p[(?tu—l—(u-V)u} :—VPl

Dit geeft de versnelling van een vloeistofelement door krachten ten gevolge
van drukverschillen




Een klassiek heelal

Neem aan dat we te maken hebben met een klassiek heelal dat bestaat uit “stof”
Stof heeft uniforme dichtheid p(t)
Het heelal ondergaat uniforme expansie r = a(t)c (met c de beginpositie)

Dan geldt © = H(f)r met Hubble parameter H(t) = a(t)/a(t)
De continuiteitsvergelijking % + V- (pr) =0

Hieruitvolgt p+ 3pH =0 |:> ap + 3ap =0
Integreren levert paf3 = constant

In relatie tussen huidige waarde, vinden we paﬁ3 = poa,'é

0
De vergelijking van Euler (E

Met &= H(t)r > (H+H2)r:F }

Ergeldt v.F = —4nGp

+r- V) r = F (met F de kracht per massa-eenheid)

3(f+H?) = -

Sy

I ||

o

~ m

SR
Q
=

)
Y

Q| =
I

|
1N
3
9!
e

\___/

Net als friedmannvergelijkingen



Een klassiek heelal

Voor klassiek heelal dat bestaat uit “stof” [ g _ —4rGp }
a

Gebruik pag = poa,g

A2 3
We vinden  2ii+ > =0, met A= 87@30000
02
m— A?
Vermenigvuldig met @ en integreer a“ + k= —
a

integratieconstante

Beschouw dit als een vergelijking voor de energie van het heelal

g A
CLQ _— — — _k
a
Kinetische energie T Totale energie: k=-1, 0, of 1 (friedmann)

Potentiele energie



Thermodynamica van het vroege heelal



Druk

Beschouw gas met deeltjesdichtheid n = N/V in denkbeeldige doos

Druk: hoeveelheid impuls die per second een oppervlakte-
element dA met normaalvector n passeert

Beschouw wand met n in positieve x-richting met oppervlak A

Druk P = F/A = (dp/dt)/A

Stel: alle deeltjes bewegen in x-richting met impuls p = \p\
In tijd dt botsen deeltjes in volume Av(p)dt met de wand
Dat zijn dN = nAv(p)dt deeltjes

Impulsoverdracht per botsing 2p

Totale impulsoverdracht dp = (2p)dN = (2p) x nAv(p)dt

Drukisdan P = L& = 2npu(p)

Voor isotrope verdeling beweegt gemiddeld 1/6-deel in de positieve x-richting
In het algemeen hebben deeltjes een impulsverdeling n(p)

1

|:> [ P = /0‘ 3D v(p) n(p)dp }




Druk en dichtheid

0 1
Druk van een gas [ P = / 3D v(p) n(p)dp }
0

Niet-relativistische deeltjes: v = p/m

1 ) 1 2

50 (L) nwip= [ 5B = S

/]

Dit levert P = /
0

Druk is evenredig met de kinetische energiedichtheid [pkin = BP/Q]

Voor ultra-relativistische deeltjes: £ = \/])2(12 +m?ct ~ pe

. 1 1
Dit levert P = / —pcn(p)dp = / = E n(p)dp = B

Druk is evenredig met de energiedichtheid

Bijvoorbeeld fotonen

Algemeen geldige relaties: onafhankelijk van de impulsverdeling



Toestandsvergelijkingen

Toestandvergelijking p =« - P

Tconsta nte

Niet-relativistische materie: p wordt gedomineerd door rustmassa mc?>> P

|:> Vloeistof is dan drukloos: oo =0

We noemen dit stof (“dust”)

Voor straling geldt P = p/3 ena=1/73

Voor vacuum-energie PP = —p endusa=-/

a
Continuiteitsvergelijking p + 35 (p+P)=0 en p+3(14+a)Hp=0

Invullen levert p = const - q~3(1+a)

1 1
We vinden weer voor straling p o 7 en materie p X —
a-’ ax"



Tijdsevolutie schaalfactor

. . a
Friedmannvergelijkingen leveren —

Ansatz @ o< tP

2
We vinden a(t) o< 30 +)

e

3

(p + 3P)

Voor een door straling gedomineerd heelal vinden we a(f) o \/E

Voor materie gedomineerd a(t) o< t2/°

In beide gevallen p(t) oc t 2

Kosmologische constante levert a(t) o e

Het is niet mogelijk een analytische oplossing te
geven voor een willekeurig mengsel van materie

straling en vacuumenergie

Ht

10705

Dichtheid [ kg/m?3]

10*30

Stralingsdichtheid

/

Door vacuim

Door materie gedomineerd

gedomineerd

Door straling
| gedomineerd Materiedichtheid

/

N\
Donkere energiedichtheid \

| | | | | | | | | | |

10? 104 108 108 100
Tijd sinds de Big Bang [ jaar ]



Intermezzo: evenwichtsthermodynamica

Beschouw ijl mengsel van deeltjes van soort i
B 1
- e(Bi—pi) kT 41

Bezettingsgraad van toestanden f;(p)

T temperatuur
chemische potentiaal

energie I; = /p? +m?

Bose-Einstein statistiek min-teken, Fermi-Dirac plus-teken

Quantumtoestanden: beschouw deeltjes in een “doos”

h . . .
Dit levert p = 7 (nmix + noy +nsz), n;=0,+1,4+2, ..,

47rp?
Dichtheid van toestanden (# / Ap,Ap,Ap.)is g(p)dp = gSTéd])
statistisch gewicht
Arp? 1

dp

Deeltjesdichtheid tussenpenp +dpis n(p)dp = gs 13 ()T £ 1

Totale deeltjesdichtheid n:/ n(p)dp
0



Intermezzo: gas bij relatief lage T

Beschouw gas met mc® > E — > kT
9

|:> U (p) ~ 2: = ﬂ}jCQ + Ekill ~ ?7?!02 + p_
m 2m
Amp? 1

h3 eEi—p)/ET 4 1

Amp?
> n(p)dp = gs— 3¢

Dan geldt n(p)dp = gs dp

2
— mc‘,2+%—p> kT 9 n
( ’ dp = Ap2eP"/2mkT g,

!

A= gsi—g exp[—(mc?—p)/ kT

oo ,
/ 2o dr
0

TSCQ = p?/2mkT

3 armkT\** _ . \ )
We vinden n = A (kaT):3 4 = g5 ( TFZ; ) o~ (mc?—p) /KT Y ﬁ
4

Deeltjesdichtheid is dan

(v

n :/ n(p)dp :/ ApQB_pQ/Q"”dep = A (2mkT):
0 0

(]

Evenzo vinden we voor de druk
2 [% 4 P> 2 jomkT A [, 2 )9omkT A 5/2 R
P== Apm—re7P dp = — pre P dp = — (2mkT) rre " dx
0 0 0

3 2m 3m Im |
Y
3./7/8




Intermezzo: gas bij relatief lage T

2emkT\*? a2
Deeltjesdichtheid n:A(kaT) \/_ gs( WZ; ) o~ (me? =) /KT

A
Druk P = VT (2mkT)>2
8m

> P/n=kT — [P =nkT]

Dit is de toestandsvergelijking voor een ideaal gas

3/2
QTFWZkT) / 6—(-mc22—u.)/kT

h2 \ Y }
E—pu~mde > /{:T

2rmkT
> n< (T = ng

quantumconcentratie

Deeltje met energie p?/2m ~ kT :> p A~ (2mkT)"/?

Interpretatie: beschouw n = g5 (

h _ h 5 w2
De Broglie golflengte A\ = — \/W |:> n < ()\2> R

Als de gemiddelde afstand d ~ n=t3 s\ groter is dan de De Broglie golflengte,

gedragen ze zich als klassieke puntdeeltjes



Druk voor een fermion/boson gas

Deeltjesdichtheid n; = i/ffi(P)dgp

(27r)3
Energiedichtheid pi = (Qi)g /Ef(P)ff(P)dgp
Druk p =Y / pl fi(p)d’p
1T ‘ P 1
(2m)* ] 3Ei(p)
Ultra-relativistische benadering
g [ B y %ng/it, Bose Einstein
PRel = 53 /0 eB/T 1 % (%g?;T‘l) . Fermi Dirac
%QQ;TB, Bose Einstein
HRel = ! (%2@ g,:Tg) . Fermi Dirac

Gemiddelde energie o/n per relativistisch deeltje < FE >pgp ~ 2.70 - T
< E >pp ~3.15-T

Fotongas m~ = 0 en g, = 2 heeft energiedichtheid p, = ol

8ok y .
/]\o’ = B — 5670400 x 107% JsIm 2K~
15203




Vrijheidsgraden

Energiedichtheid en druk

1

Prel = gﬁRel(

Standaard model van de deeltjesfysica

Modelafhankelijk boven 1 TeV

Neutrino’s hebben andere T dan fotonen
n\* 7
> 9 (?) 3 2

i=bosonen j=fermionen
Friedmannvergelijking

Definieer
Jeft =

871G StG
H* = T3 PRel = TS_OgeﬁT4 = 2.76
2
> H=1.66\/gor—
mp

PRel =

T) =

TTQ

30

TFQ

90

9+(T)

100

S Jeff (T)T4

— Yeft (T)T4

l

elt het aantal vrijheidsgraden

T T T TTTTT]

T T TTTTT]

QCD

Lol

Lol el

104

10% 10?

T [MeV]

t=10.30

AV Yeft T2

mpi

N

1 MeV
T

2
) SecC.




Historie van het heelal

Fase-overgangen treden op bij bepaalde temperaturen

Table 1: Belangrijke gebeurtenissen in de thermische geschiedenis van het heelal.

(Gebeurtenis tijd t roodverschuiving z temperatuur 7°
Elektrozwakke transitie 20 ps 1015 100 GeV
QCD phase transitic 20 s 1012 150 MeV
Neutrino’s ontkoppelen 1s 6 x 10" 1 MeV
Elektron-positron annihilatie 6 s 2 x 107 500 keV
Big Bang nucleosynthese 3 min 4 x 108 100 keV
Straling - materie transitie 60 kjaar 3400 0.75 eV
Recombinatie 260 - 380 kjaar 1100 - 1400  0.26 - 0.33 eV
CMB ontkoppeling 380 kjaar 1000 - 1200  0.23 - 0.28 eV
Reionisatie 100 - 400 Mjaar 11 - 30 2.6 - 7.0 meV
Donkere energie - materie transitie 9 Gjaar 0.4 0.33 meV
Heden 13.7 Gjaar 0 0.24 meV




HISTORY OF THE UNIVERSE

Cosm icrowave ; cru_re
Background radiation ormation
Accelerators is visible /

LHC
protons verse

High-energy
cosmic rays

=

VW VA 37g)5¢
1L i 9“18‘50(/

WAOA 131ONN

=
3

%,)\’\aﬂ d

t = Time (seconds, years)
E = Energy (GeV) & 9
Key

/I * \ L] .
@ quark N & A SN
neutrino % ion star v s/
v ‘ ' "
% gluon & P
M bosons Y PR
electron . atom @ galaxy s

meson

m o black
0 tau @ baryon ,’ photon i

Particle Data Group, LBNL© 2014 Supported by DOE




Elektrozwakke overgang

(¢,T) T210 GeV

Het Higgs-veld Vert

. . . A T=3x10" GeV
Bij hoge temperaturen zijn deeltjes massaloos

Na 1023 s vervallen top-quark, W, Z en H bosonen T<I0" Gev

Voor tijden met k1" <K mc? kunnen deze deeltjes

niet meer gecreeerd worden: de EZ transitie
> ¢

We kunnen uitrekenen wanneer dit gebeurt W
(gebruik T =m,;.../6)

mp 1 MeV) 2
t =0.30 — R — sec.
vV Geft 1 2 ( 1

We vinden 20 ps na de Big Bang

We vinden de roodverschuiving uit Tyehenrtenis = 20(1 + Zgebeurtenis)
_ 1015
|:> z =10 Thuidige temperatuur is 2.7 K

We kunnen ook uitrekenen hoe groot de schaalfactor toen was, want 1 +z = 1/a



QCD fase-overgang

Bij 150 MeV ondergaat materie de QCD fase-transitie

Particle 'I;'; {4 ememum

Time 'n‘,’:'a!:l‘r‘ﬂo" Identification
Projection \ ector

Chamber

Vrije quarks raken gebonden in hadronen
Aantal vrijheidsgraden verandert

7
Gia=24+3+-x(44+446)=17.25

8
Tpionen g
fotonen PR Waon ambens ]
Inn;xr Es::?r';meter ice
Ty

Treedt op 20 us na de Big Bang, bij z = 10%?

ALICE experiment bij LHC: pen P (lattice QCD) 14 |

o N A OO @

—t 1

100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
T [MeV]




