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Gravitatie volgens Newton

G =6.67428 x 107" m® kg™ s72 = 6.67428 x 107" N (m/kg)*.

Gravitatiewet: . [m]=kg

N -’k P
’ .. [ m
Diskreet: m, [m]=kg
. ’\ p
Continu:

F=mg

N M
ey
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Jp =—0 jdvpr

volume r




Gravitationele flux

Massa M in het midden van de bol

Flux F, door het oppervlak van de bol:

-GM

F,= {gdo= § —,-do (§//dd)
sphere sphere R
2w _
1T M Resingdedo  (rop)
0o R
27

In essentie:

F, =-4nGM geldig voor elk gesloten oppervlak; niet
~goc 1/r2 J : :
9 enkel voor een bol met M in het midden!

- oppervlakte oc ré



Wet van Gauss

FgE §gd6:—4ﬂG ZM,

opperviak O in \/

Massa M omsloten door

een boloppervlak

F, =—47GM
Massa M omsloten door
willekeurig oppervlak
Massa m buiten een F =0
willekeurig oppervlak 9




Wet van Gauss: een voorbeeld

Bolvolume:
- massaverdeling: p kg/m3
- symmetrie: g L bol, g(r) ,

9 f | 472G pr

P

[’-’qu: F,=47r’g
Wet van Gauss:

4nGpr
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7, / e e r<Ri dar’g=—4sG xt’p & g=—""
g Bol 0T e | 47GpR°

omsloten r>R: 47Trng—4ﬂG;17Z'R3,O<:> g= ar?
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Divergentie

§g-do=-47G [pdv

Beschouw lokaal de uitdrukking (Gauss):

oppervlak volume
d glx+ax,y,z)
Z {g-do = —dxdy(g (x,y,z+dz)—g Z(x,y,z)j+
OI ......... v oppervlakje
4 9(x.y.2) —dzdx (gy(x,y+dy,z)—gy(x,y,z)j +
e ~dydz (g, (x-+dx,y.2)-,(x.y.2)
og, 99y, 99,
Compactere notatie via Z—dXdde[ ox + ayy+ agz j
“divergentie”:
A7G  [pdv=4nG dxdydz p(X,Y,2)
ﬁ.g’zaégx+6ag>/y +é%gz vqu{netje
X Z
Dus: {g:do=—47G [p(N)dv < V-G(r)=-4Gp(r)

oppervlakje volumetje



Gravitatiepotentiaal — Poissonvergelijking

Gravitatiekracht: m. [m]=kg E =mg =—G§ f —_mVD(F)
9P T T 2 i

§,=—G [dvE P=-VO(r)

volume I

g(r)=-—Vao(r)
[V-Gdv= {§-d6=-47G [pdv = V-G=-47Gp

volume opperviak volume

~V-§(F)=V-VO(F) = V2D(F) =42Gp(T)




Algemene relativiteitstheorie

= Newtons gravitatie

V20(F) = 472G p(F)

= Einsteins gravitatie

Ruimtetijd is een gekromd pseudo-Riemannse varieteit
met een metriek met signatuur (-,+,+,+)

Het verband tussen materie en kromming van ruimtetijd
wordt gegeven door de Einsteinvergelijkingen

Gaﬂ — 872Taﬂ

Eenheden:c=1ensomsG-=1



Speciale relativiteitstheorie

Transformation of Coordinates
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Waarnemers in S en S bewegen met snelheid v t.o.v. elkaar. Systemen vallen

samenopt=t'=0.

2|

Event

i
>

=

Waarnemer in S kent (x, y, z, t) toe aan het event.

Waarnemer in S’ kent (x,y ;, z, t’) toe aan hetzelfde event.

Wat is het verband tussen de ruimtetijd coordinaten voor dit zelfde event?

Transformaties laten ds? invariant




Lorentztransformaties

. x=vy(x' +vt)
y=y
z=12z

Lorentztransformatie

Inverse transformatie
(snelheid v verandert van teken)



Viervectoren

Positie-tijd viervector x*, met u=0, 1, 2, 3

xX°=c, x'=x x*=y x*=z

Lorentztransformaties

X' = ~(x — vi)
y =1y
z'=z

oy |



Viervectoren

Lorentztransformaties xﬂf - ,},(xﬂ — ﬁx‘)
x"=~(x' - px°)
x¥ = x?
x¥=x’

In matrixvorm

x¥ = Ax® + Adx! + Afx? + ASx?

3
x' = AMO 4+ Alx! + Akx? + Ak 'y _ _
x? = A}x® + A%x‘ + Adx? + ARx? - X= 2 MY (1=0,1,23)

i =0
x¥ = A 4+ Adx! 4+ Adx? + AP ’

iy | x* = AbXx”

algemeen geldig met




Lorentzinvariantie

Ruimtetijd coordinaten zijn o Ans
systeem afhankelijk ‘ x* = AyX I

Invariantie voor

I = (xO)Z _ (x1)2 _ (x2)2 _ (x3)2 — (xo:)z _ (xn)z _ (xzz)z _ (x3r)2

Net als r? voor rotaties in R3 r? = x2 + y2 4 72
Analoog zoeken we een uitdrukking als Ei-n XHXH

Hiervoor schrijven we de invariant /
als een dubbelsom

Met metrische tensor I
. 0 -1

B 1o
0 0




Co- en contravariante vectoren

Contravariante viervector ‘X‘“ (index up)l
Covariante viervector ‘ X, = gpva !\

Invariant
3 3
I=3 2 g,x"x"=g,x*x" I=xx*
p=0 v=0

Dit is de uitdrukking die we zochten.
De metriek is nu ingebouwd in de notatie!

Deze notatie wordt ook gebruikt voor niet-cartesische systemen en gekromde ruimten
(Algemene Relativiteitstheorie)



Viervectoren

Viervector a* (contravariant 7Y R W TR
( ) X" = A*x
transformeert als x*
[ v
‘ a* = Aba I
We associeren hiermee een

. . — v i
covariante viervector A, = ua Runlmte comp(?nenten
krijgen een minteken

Ook geldt a* = g*a,

Invariant a*b, = a#b" = a%° — a'b' — a*b* - a’p’

Scalar product ‘ a-b=ab I ||~ a'b=a’°—-a-b

Ifa?>0, a*iscalled timelike
If a® < 0, a* is called spacelike
If a2 =0, a* is called lightlike

Er geldt a’=a-a=(a°? — a?




Snelheid

Snelheid van een deeltje t.o.v. het LAB: afstand gedeeld door tijd
(beide gemeten in het LAB) v

=&

Proper snelheid: afstand in LAB gedeeld door eigentijd (gemeten
met klok van het deeltje)

Een hybride grootheid. Er geldt 7 = YV

viersnelheid
dx®  dct)
D:—-—-—= = [ |I #o= crvrerZ)
L YT ) 7 = ¥(C Ux, U,
Er geldt 70" = 72((;2 — vi. — sz; — UE) = 726'2(1 — 1)2/62) =¢?



Impuls en energie

Klassieke impuls p = mv Indien behouden in S dan nietin S’
Definieer relativistische impuls als p* = mn*
Ruimtelijke componenten p = my II‘ p=ymy = mv
V1 — v¥/c?
Tijdachtige component pﬂ = ymc

Definieer relatv. energie E = ,Ymcz —

Energie-impuls viervector

P“=(§P p P)
n x» My, Pz




Taylor expansie levert

1
E=mc1 +=
mc( 2

Rustenergie van deeltje Klassieke kinetische energie

Merk op dat enkel veranderingen in energie
relevant zijn in de klassieke mechanica!

4
Relativistische kinetische energie T=mc(y—1)= 1 mu? + 3 m E;': 4 o0

2 8 ¢

Massaloze deeltjes (snelheid altijd c)

mv mc?
= , E= [ E =
P e ple [£= I




Traagheid van gasdruk

SRT: als gasdruk toeneemt, dan is het moeilijker om een gas te versnellen
(de inertia neemt toe)

Oefen kracht F uit, versnel tot snelheid v << ¢

Volume V
S mv2 = —,0VV2 Dichteid p
? ? Druk P
SRT: Lorentzcontractie maakt de doos kleiner
F-dS =—PAV ’
—_—>
Energie nodig om het gas te versnellen

E—%mv —PAV—%va +——PV—— ’VZV AL = L1/1—V— ———L

Extra inertia door gasdruk



Energie-impuls tensor: ‘stof

Energie nodig om gas te versnellen — 1(10 + F:jvz\/
Afhankelijk van het referentiesysteem 2 C
0 — component van vier-impuls
Beschouw 'stof’
Verzameling deeltjes die in rust zijn t.o.v. elkaar
Constante viersnelheid
U#“(X) Flux viervector =nU”“

)

Rustsysteem

. . Deeltjedichtheid in rustsysteem
— nenmzin O—components van viervectoren

Massadichtheid in rustsysteem  p=nm

Energiedichtheid in rustsysteem  pc?
Bewegend systeem

. . . . n mcC
— NOis de deeltjesdichtheid
— Nideeltjes flux in de x' — richting N# = 0 p* =mU* = 0
0 0
0 0

pc’is de 12 =0, =0 component van tensor P®N

T =p“N"=mnU“U” =,0U”UV| Het gas is drukloos!




Energie-impuls tensor: perfecte vloeistof

e Perfecte vloeistof (in rustsysteem) T “'diagonaal, met T =T%*=T%
- ceesanes Y
P | 0 P00
e Inrustsysteem 0 0 P 0
0 0 0 P
e Tensor uitdrukking (geldig in alle systemen)
We hadden T. = pU*U” pc? 0 0 0
5 | 0 P00
Probeer T#V = p+— U U’ o 0 P O
¢ 0 0 0 P
We vinden P .
Tfll[lji‘(/j :(PJrsz ,UUV_l_F)g,UV In additie
¢ VAT, =0

Componenten van 7, zijn de flux van de ,uthimpulscomponent in de V' richting

In GR is er geen globaal begrijp van energiebehoud

: 1
Einsteins vergelijkingen vs Newton: V20 =47Gp R, — ERQW = 81G1T,,



Lokaal Lorentz Frame — LLF

We beschouwen gekromde ruimtetijd

Op elk event P in ruimtetijd kunnen we een LLF kiezen:
- we vallen vrij (geen gravitatie effecten volgens het equivalentieprinciple (EP))
- in LLF hebben we dan een minkowskimetriek

2

cosr = 1 — 17 + ...

7|2
- (T
-0 ()

Lokaal euclidisch

LLF in gekromde ruimtetijd Gdos(P) = nas voor alle a, 3;

% Ggop(P) = 0 voor alle o, 3,7;

2

s 9a8(P) # 0. Opelk punt P is de raakruimte vlak



Tensorcalculus

Afgeleide van een vector V = Ve, ois0-3
8V, — %E’a + vV az Stel =0
¢ 5 oxP  Oxf a8 97
vo_ove o _ e oz
> 53 = 75l + VT 4é, 57 = L apln
ov o ove L
> 55 = g7 o+ VT, 580 o7
_ 2 >
> =g = 1% Mg) €,
Notatie |
-' ove _ yao
=V + VI, - 2 = Vs

ov
> = = Vsfa

Covariante afgeleide
( 1 ) tensorveld V'V
met componenten (V)" 5= (V/ﬂ/) O”ﬁ




Kromming en parallel transport

Parallelle lijnen snijden in een gekromde ruimte
(Euclides vijfde postulaat geldt niet)

Parallel transporteren van een vector 1
- projecteer raakvector na elke stap op het lokale raakvlak
- rotatie hangt af van kromming en grootte van de lus

Riemanntensor

| 1 b
Raﬁ#y - §ga0 (gau,ﬁ',u — You,pu + 9Bp,00 — g[,;})/,a;.!;) P

Onafhankelijke componenten: 20

Krommingstensor van Ricci Ra/_g = R

Riccikromming (scalar) R = R“

. . 1 i 11 i i £
Einsteintensor (7,3 = R,3 — §Rga5 Bianchi identiteiten GO‘% =0

Energie — impuls tensor - Einsteinvergelijkingen
, GC};/B’ _on Ta;ﬁ . . ..
Tocﬁ‘ 0 = C_4 Materie vertelt ruimtetijd
0 ’ hoe te krommen



Geodeten

Parallel transporteren

% 7
> P
: -
Ty . d N7 .1 — TS P(3)
UV =0 = —V=VV =0 P
Geodeet: lijn, die zo recht als mogelijk is | VU = {)l &l B
: . o dx*
Componenten van de viersnelheid [/“ = —
dt
Geodetenvergelijking
UQ;U Urt =0 - (UO&# + raﬁiu (—V) Ut =0
o~ U+ _|_I‘O: v UF =) . d2 - e dx -d'.ri'/_ O
\w-’u/\u?"/ N ~- ‘dw: B dr? odr dr
ve S G i
81*
d[}FO{

7= (&)

Vier gewone tweede-orde differentiaalvergelijkingen voor de
codrdinaten 20(7), (1), 2*(7) en 23(7)
Gekoppeld via de connectiecoéfficiénten

Twee randvoorwaarden (T

dr® ( .
dr

Ruimtetijd bepaalt de
— [)) — U~ (0) beweging van materie
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Relativistische kosmologie

Theorie van de oerknal:
ontstaan van ruimtetijd,
het heelal dijt uit

Waarneembaar deel van het heelal valt
binnen de lichtkegel van de waarnemer

Er zijn grenzen aan het waarneembaar gebied:

de deeltjeshorizon

In de toekomst ziet hij meer van het heelal

Twee stelsels in tegenovergestelde richting en
op grote afstand van de waarnemer

Stelsels hebben geen tijd gehad om te
communiceren

Dit is het Big Bang scenario zonder inflatie

(a) fid
Waarnemer vandaag

verleden lichtkegel:
gebeurtenissen die
we vandaag zien

> / Waarneembaar
universum

Big Bang, t=0

(b)

Waarnemer vandaag

Stelsel 2 en
zijn lichtkegel

Stelsel 1 en
zijn lichtkegel

N

geen tijd voor
signalen

<>
Big Bang, t =0




Isotropie van heelal

ART is voldoende voor beschrijving van Big Bang:
sterke en zwakke WW enkel op femtometers
sterrenstelsels en andere materie elektrisch neutraal

Nachthemel ziet er in elke richting hetzelfde uit op een schaal
groter dan 100 Mpc

Kosmische microgolf achtergrondstraling (CMBR)
T = 2.725 K zwarte straler binnen 50 ppm
isotroop binnen 10 ppm

Voorspeld door Gamow

Ontdekt door Penzias en Wilson (1965)




Kosmische microgolf-achtergrondstraling
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Isotropie van heelal: CMBR en Planck

Temperatuurverdeling in
galactische coordinaten

Straling van 380.000 jaar >BB
daarvoor H-atoom instabiel

T-variaties: Sachse-Wolf effect:
gravitationele roodverschuiving

Conclusies: Planck
leeftijd 13.789 + 0.037 Gjaar
diameter > 78 Gly
gewone materie: 4.82 + 0.05%
donkere materie: 25.8 £ 0.4%
donkere energie: 69.2 £ 1.0%
consistent met inflatiemodel
H,=67.80 £ 0.77 km/s/Mpc
eeuwige expansie
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Isotropie van heelal: materieverdeling

Galaxy Redshift Survey: SDDS
> 1 miljoen objecten (sterrenstelsels)

In binnengebied: gaten, knopen en draden

Op grote schaal isotroop

Aanname: aarde neemt
geen speciale plaats in

—

Heelal ziet er hetzelfde
uit vanuit elke positie

—

Homogeniteit

Kosmologisch principe: combinatie van isotropie en homogeniteit

Energie en materie gelijkmatig verdeeld op schaal groter dan 100 Mpc



Materieverdeling: SDDS

Zie http://www.sdss.org/



http://www.sdss.org/
http://www.sdss.org/
http://www.sdss.org/

Kosmologisch principe en metriek

Metriek die consistent is met KP kent geen voorkeursrichting of voorkeurspositie
(dan heeft de energieverdeling dat ook niet)

Voorbeeld: Schwarzschildmetriek is isotroop, maar niet homogeen
Voorbeeld: Minkowskimetriek is isotroop en homogeen
echter oplossing van Einsteinvergelijkingen voor een leeg heelal

Voeg tijdafhankelijkheid toe aan Minkowskimetriek (dat is consistent met KP)

-1 0 0 0
o — 0 a(t) 0 0
THY 0 0 a4 0

0 0 0 a*(t)

Schaalfactor a(t)

Vlakke Robertson — Walker metriek

Voor het lijn-element geldt ds? = —c2dt® +a*(t)dz? + a*(t)dy? + a>(t)dz>
voor waarnemer die afstanden = a2(t)dsidr;
wil meten (dt = 0) — a2()d2,
Eindige afstand 5 = /ff-(ﬂdf Codrdinatenafstand ~ OX
= aft /dﬂ. Snelheid waarmee heelal uvitdijt ~ a(t)



Kosmologische roodverschuiving

Lichtstraal volgt een lichtachtig pad ds? = —c2dt? + a?(t)dz?
(neem aan langs x-richting) —_—

Lichtstraal uitgezonden op t, (emissie) en ontvangen op t,

-

R o rn
Afgelegde codrdinaatafstand R tussen emissie en ontvangst R = dr — / *Ei
S0 i (1

'
e

Beschouw zender op grote codrdinaatafstand R van ontvanger
Zender stuurt 2 pulsen met tijdverschil dt.

Ontvanger meet dt, tijdverschil (groter want heelal dijt uit)

Codrdinaatafstand verandert niet (meebewegend stelsel — comoving frame)

[ /r L+t /zr_. dt et /‘r‘.,. dt B /L—,+51,_ dt +/f¢+éfo dt +/f¢ dt
te 6ff ﬂ- Jie f.i[ff:l v ie ﬂ-(f) L ulffjl Jtetdte {EIT?_L} Jto+bto ﬂ{t}

-L'.-_"-:'I-r. -
. irr. {-(

N /‘v dt _
1 1‘) Je, a1, a(t)

; : : ot 1(t
Neem aan ¢, en dt, zo klein dat a(f)constant :> g ‘fEfo}

Er geldt dus kosmologische roodverschuiving 1+4+2z= —‘ = ag“i (AXNA=2)



Wet van Hubble

Spectrum van een ster als de zon, op 1 miljard lichtjaar

INNIT | [

Roodverschuiving in spectra

Hubble’s orginele data

|

Hubble’s Data (1929)
Standaardkaarsen W  we b
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3x10 : 79" 1%
I e Infrared Tully—Fisher ; 851 N e )
- & Elliptical galaxy dispersions " R
I o Surface brightness / - Bootes
§ 2%10* o Supernovae Il S . -
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(Wendy L Freedman, Chseratones of fie Camegie nsShuson of Washington, and NASA) [ ——



Wet van Hubble

Scale of the Universe
Relative to Today's Scale

. .. alt
Kosmologische roodverschuiving l4+2=—= (Zo)
we  alte)
Voor sterren die niet te ver weg staan (a =~ constant) geldt a(te) = alty,) + alts)(te — to)
a(ty) . -1 .
1+z= (L) ~ a(ty) (a(tg) + alty)(te — 1‘.9)) (gebruik (1+ )™ = 1+ mx
=
d
Perimutter, Physics Today (2003) H u b b I S C(? n Sta nte
oaive 8 g5 3 H(t,) = 70,1 ks~ -Mpe—?
1.5 brightness & S H(tﬂ) — 2?1 ) 1[}—18 H_l
1o v : Kosmologische roodverschuiving:
B heden > z=0
After inflation, ! G 05 10 Gyr geleden > z=1
the expansion either... ; °
O5|mm mm mm - - ) z =1 - heelal half zo groot
3 1.5
v | 2 .
55 3 Hubble constante is niet constant!
0.0 A;\T&c},&,ai 1 e IO?a¥‘_i>,fL{{UTG, VI
' —20 ~10 0 10

Billions Years from Today




Friedmannvergelijkingen

Wat is de exacte vorm van de functie voor de schaalfactor a(t)?

Metriek volgt uit Einsteinvergelijkingen voor correcte energie-impulstensor T
Complicatie: tijdafhankelijkheid metriek heeft invloed op T (e.g. ballonmodel en P)
Kosmologisch principe:

geen plaatsafhankelijkheid THY i,j{p-l- P)URUY + Pg™  punals energiedichtheid
perfecte vloeistof c2

Gebruik CMRF [ > U" = (¢,0,0,0)
10 R0

Bereken Riccitensor en Rop = 3_1:) R = 3 a{?.
Riemannscalar voor e\ i a(t) af(t)
Robertson-Walker metriek Ri; = - (Qﬂ“{f} + ﬂ-(f}ﬂl{f}) 0ij

Invullenvan R, Ren T, in :> Relaties (twee) tussen schaalfactor,
Einsteinvergelijkingen druk en energiedichtheid

=

o fam\? sxG alt)\*  sxG
Voor p=0,vr=>0 (_a{t]) =+ 3&_, p(t), (_a{t}) = + 32 p(t),
A | fa)\t o s« G a(t)  4nG
p=Hv =1 a(t) i (&.(1‘.)) B P{t} a(t) B 3c? (SP( T p{f}).



Oerknal en friedmannvergelijkingen

Dichtheid en druk zijn positieve grootheden (voor ons bekende materie en velden)
. . An G

Dan i(t) negatief volgens at) _ 4 (
i(t) neg g ~0 = (3P(t) + ()

Uitdijingssnelheid neemt af in de tijd

Volgens experiment, a(t,,) > 0 dijt heelal nu uit

|:> Schaalfactor a(t) heeft ooit de waarde nul aangenomen

Friedmannvergelijkingen voorspellen
alle materie en energie ooit opgesloten in volume V=0
ruimtetijd is begonnen als singulariteit met oneindige energiedichtheid
generieke conclusie voor alle oplossingen van friedmannvergelijkingen

Leeftijd van het heelal
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