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VoorwoordIn dit ollege wordt een inleiding tot de quantum fysia behandeld, waarbij de nadruk ligt ophet leren toepassen van de theorie. Gaandeweg zal het duidelijk worden dat er geen onsensusbestaat over de betekenis van de fundamentele prinipes van de theorie. Het bestaansreht isgebaseerd op de suesvolle beshrijving van natuurvershijnselen. Slehts nadat we uitgebreidebekwaamheid hebben opgedaan in het toepassen van quantummehania, zullen we een pogingwagen haar diepere �loso�she betekenis te doorgronden. Hierbij zullen begrippen als `realiteit',`niet-lokaliteit' en `ausaal verband' de revue passeren.Wiskunde speelt een prominente rol in de beshrijving van natuurvershijnselen en de quan-tum theorie vormt hierop geen uitzondering. In de behandeling van de diverse onderwerpen zullenwe liberaal gebruik maken vershillende wiskundige tehnieken. De student dient zih te realise-ren dat in alle gevallen de nadruk ligt op het begrip van het natuurkundig fenomeen. Overigensis de wiskundige omplexiteit van quantummehania, in verhouding tot andere theorieën (zoalsbijvoorbeeld elektrodynamia), redelijk beperkt.Het ollege quantummehania wordt sinds 1998 gegeven (om het jaar) in het kader vanhet HOVO (Hoger Onderwijs Voor Ouderen) programma aan de Vrije Universiteit, Amsterdam.Van de studenten wordt voorkennis vereist op het niveau van H.B.S.-B (ooit Nederland's bestemiddelbare shoolopleiding) of Gymnasium. Om tegemoet te komen aan het niveau van destudenten worden diverse onderwerpen, zoals lineaire algebra, vetoren, golfvershijnselen, nog-maals beknopt behandeld tijdens het ollege. Verder is de benadering redelijk `shools'. Er wordthuiswerk opgegeven en behandeld (en dit telt mee voor het uiteindelijke ijfer). Hierbij dient be-nadrukt te worden dat een goed begrip van de stof enkel zal volgen uit zelfwerkzaamheid van destudent. De opgaven zijn een belangrijk instrument in dit verband. Merk op dat er in dit kaderook een website is ingeriht, die bereikt kan worden via http://www.nikhef.nl/∼jo/quantum/.Het ditaat is als volgt gestrutureerd. In hoofdstuk 1 wordt elementaire kennis van wiskundebesproken, terwijl aspeten van golfvershijnselen worden behandeld in hoofdstuk 2. In hoofd-stukken 3 en 4 wordt het falen van de klassieke natuurkunde en de noodzaak van quantum-mehania besproken. Hierbij zullen we een voorbeeld geven van de `oude' quantum theorievan Niels Bohr. De `moderne' quantum theorie van Erwin Shrödinger wordt in hoofdstuk 5geïntrodueerd. Hier geven we ook diverse toepassingen van de Shrödingervergelijking vooréén-dimensionale systemen. Hoofdstuk 6 presenteert de wiskundige basis van de moderne quan-tummehania. De fundamentele formulering van de quantummehania wordt besproken inhoofdstuk 7. De hoeksteen van quantum theorie is de suesvolle beshrijving van het water-stofatoom. Dit wordt besproken in hoofdstuk 8. In hoofdstuk 9 en 10 behandelen we vervolgensonderwerpen als baanimpulsmoment en intrinsiek impulsmoment, ook wel spin genaamd. Hierbijbespreken we ook het matrixformalisme van quantum fysia aan de hand van spin-12 deeltjes.Quantum dynamia en de quantum Zeno paradox worden besproken in hoofdstuk 11. Hoofdstuk12 geeft een overziht van de bouwstenen van de natuur. De belangrijke rol van symmetrieënwordt behandeld in hoofdstuk 13. We besluiten het ditaat met een bespreking van enkele�loso�she impliaties in hoofdstuk 14.Het zal opvallen dat diverse onderwerpen ontbreken die in een regulier ollege wel aan de ordekomen. Zo worden de straling van een zwart lihaam, harmonishe osillator, moleulen, vastestof, verstrooiïngstheorie en storingsrekening niet of nauwelijks besproken. De reden hiervooris dat het volgens de auteur onvoldoende bijdraagt tot een verdieping van het inziht, maarenkel leidt tot een verbreding van de kennis. De onderwerpen zijn zo gekozen dat een smalpad wordt uitgestippeld naar doorgronding van de stof, teneinde zo snel mogelijk te komen totde disussie van de �loso�she impliaties. Dit verklaart ook waarom er relatief veel aandaht7



wordt besteed aan het begrip intrinsiek impulsmoment, omdat anders een diepgaande disussievan de Einstein, Podolsky Rosen paradox, de ongelijkheden van Bell en de diverse metingen vanrelevante observabelen niet mogelijk zou zijn. Overigens is het zo dat het niveau van behandelingvan de stof in sommige gevallen overeenkomt met die van een derde-jaars natuurkunde student.In de samenstelling van dit ditaat is geput uit diverse bronnen, zoals `Quantum Mehanis',Albert Messiah; `Introdution to Quantum Mehanis', David J. Gri�ths; `Quantum Mehanis',Yoav Peleg, Reuven Pnini en Elvayu Zaarur; `Fundamentals of Quantum Mehanis', V.A. Fok;`Quantum Physis of Atoms, Moleules, Solids, Nulei, and Partiles', Robert Eisberg en RobertResnik; `Quantum Physis', Stephen Gasiorowiz; `Quantum Mehanis', Leonard I. Shi�;`Quantum Mehanis', F. Mandl. In sommige gevallen is gebruik gemaakt van relevante reviewartikelen uit de vakliteratuur. De bronnen worden dan ter plaatse vermeld.Tenslotte wil de auteur dank betuigen aan al diegenen die hebben bijgedragen aan het voorliggendeditaat. Met name is dank vershuldigd aan HOVO studenten die in het verleden de stofbestudeerd hebben aan de hand van vorige edities van het ditaat en die vrijelijk hun suggestieshebben gegeven tot verbetering.

8



1 WISKUNDIG INTERMEZZO - I1.1 Vetorrekening over de reële ruimte1.1.1 Salaren en vetorenWe ondersheiden
• salaren (of salaire grootheden): door een getal bepaalde grootheden, zoals massa entemperatuur.
• vetoren: door een rihting èn een getal bepaalde grootheden, zoals snelheid en kraht. Ditgetal heet de grootte of de absolute waarde van de vetor.Notaties
a, b, p, x, etc. zijn salarenA, B, ~A, ~B, x, y, x, y zijn vetoren
|A| = A is de absolute waarde van A.
a heet een eenheidsvetor als |a| = 1.
A ‖ B betekent: A en B hebben dezelfde rihting. Er geldt dan ook B ‖ A.
A en −A zijn vetoren met gelijke grootte en tegengestelde rihtingen.Opmerkingen
• Vetoren kunnen door pijlen gerepresenteerd worden. Alle evenwijdige, gelijkgerihte, evenlange pijlen stellen éénzelfde `vrije' vetor voor.
• De nulvetor 0 is een vetor met onbepaalde rihting en met grootte 0.
• Uit A ‖ B en A = B volgt A = B en omgekeerd.1.1.2 Produt van een salar en een vetorVoor het produt van een salar en een vetor geldt de volgende de�nitie:als c > 0, dan (cA) ‖ A en |cA| = cA;als c < 0, dan (cA) ‖ −A en |cA| = −cA;als c = 0, dan cA = 0;met als gevolg dat wanneer a de eenheidsvetor is in de rihting van A dan is A = Aa.1.1.3 Som en vershil van vetorenElke twee vetoren A en B hebben een som, A+B. Als het beginpunt van de pijl die B represen-teert samenvalt met het eindpunt van de pijl die A voorstelt, dan wordt A + B gerepresenteerddoor de pijl vanaf het beginpunt van de A-pijl naar het eindpunt van de B-pijl. Dit wordtweergegeven in Fig. 1.Voor optellen van vetoren gelden de axioma's1. ∀A,B[A + B = B + A] ommutatieve eigenshap2. ∀A,B,C[(A + B) + C = A + (B + C) assoiatieve eigenshap3. ∃0∀A[A + 0 = A] 0 heet het neutrale element4. ∀A∃−A[A + (−A) = 0] inversiteits eigenshapVoor vermenigvuldigen van vetoren met salaren gelden de axioma's9



1. ∀p,q,A[(p+ q)A = pA + qA] eerste distributieve eigenshap2. ∀p,A,B[p(A + B) = pA + pB] tweede distributieve eigenshap3. ∀p,q,A[p(qA) = (pq)A] assoiatieve eigenshap4. ∀A[1A = A] neutraliteitseigenshap van het getal 1.

Figuur 1: Representatie van het optellen van twee vetoren A en B. Het resultaat is de vetorA+B.Verder gelden de de�nities
A− B = A + (−B) en A − B heet het vershil van A en B.1.1.4 Lineaire afhankelijkheid; ontbinden van vetoren, kentallenDe som pA + qB heet een lineaire ombinatie van A en B, terwijl pA + qB + rC een lineaireombinatie heet van A, B en C.De�nitie: een stelsel vetoren heet lineair onafhankelijk als geen van die vetoren gelijk is aaneen lineaire ombinatie van andere vetoren uit dat stelsel.Stelling: A, B en C zijn lineair onafhankelijk dan en slehts dan als uit pA+ qB+ rC = 0 volgtdat p = q = r = 0.Als A + B = C, dan heten A en B de omponenten van C in de rihtingen van A en B.Als i, j en k de eenheidsvetoren zijn in de rihtingen van de positieve x-, y- en z-as van eenartesiaans oördinatenstelsel, dan is

A = A1i +A2j +A3k. (1)Elke vetor A is dus gelijk aan een lineaire ombinatie van de onderling lineair onafhankelijkevetoren i, j en k. De getallen A1, A2 en A3 noemen we de kentallen van A ten opzihte van debasis {i, j,k}.Blijkbaar geldt1. A + B = (A1 +B1)i + (A2 +B2)j + (A3 +B3)k,2. cA = cA1i + cA2j + cA3k,3. A =
√

A2
1 +A2

2 +A2
3. 10
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z

A

A3
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A1

Figuur 2: De vetor A kan ontbonden worden in een lineaire ombinatie van de onderling lineaironafhankelijke vetoren i, j en k die een basis vormen.1.1.5 Inwendig of salair produt van vetorenDe�nitie
A ·B ≡ A · B · cos ∠(A;B) (2)Het inwendig produt van vetoren is dus een salar.Eigenshappen1. ∀A,B[A ·B = B ·A] ommutatieve eigenshap2. ∀A,B,C[A · (B + C) = A ·B + A · C] distributieve eigenshapUit de de�nitie volgt

A · A = A2 en A ·B = 0 als A ⊥ B. (3)Dus ook i · i = j · j = k · k = 1 en i · j = j · k = k · i = 0 en dus
A ·B = A1B1 +A2B2 +A3B3 =

3∑

i=1

AiBi. (4)Merk op dat als A ·B = 0, dan is A = 0 of B = 0 of A ⊥ B.1.1.6 Uitwendig of vetorieel produt van vetorenDe�nitie: A× B is een vetor C waarvan1. de absolute waarde gelijk is aan C = AB| sin ∠(A;B)| en2. (als C 6= 0) de rihting bepaald worden door C ⊥ A en C ⊥ B, terwijl de rihting vanvoortgang van C volgens de rehterhandregel past bij de rihting van draaiing van A naar
B over de kleinste hoek. 11



Merk op dat de grootte van het uitwendig produt A×B gelijk is aan de oppervlakte van de op
A en B als zijden beshreven parallellogram.Voor het uitwendig produt gelden de eigenshappen1. ∀A,B[B× A = −(A× B)] anti-ommutativiteits eigenshap.2. ∀A,B,C[A× (B + C) = A× B + A× C] distributiviteits eigenshap.Uit de de�nitie volgt

i× j = −j × i = k

j × k = −k× j = i

k× i = −i× k = j

(5)en
A × B = 0, als A ‖ B. (6)In het bijzonder geldt dus dat

A× A = 0, (7)en dus ook
i × i = j × j = k× k = 0. (8)Volgens de distributiviteits eigenshap is dus

A ×B = (A2B3 −A3B2)i + (A3B1 −A1B3)j + (A1B2 −A2B1)k. (9)Merk op dat als A × B = 0, dan A = 0 of B = 0 of A ‖ ±B.1.1.7 Determinantnotatie voor het uitwendig produtDe�nitie ∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
≡ ad− bc. (10)De�nitie ∣

∣
∣
∣
∣
∣

a b c
p q r
x y z

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≡ a ·
∣
∣
∣
∣

q r
y z

∣
∣
∣
∣
− b ·

∣
∣
∣
∣

p r
x z

∣
∣
∣
∣
+ c ·

∣
∣
∣
∣

p q
x y

∣
∣
∣
∣

(11)Dus
A ×B =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k

A1 A2 A3

B1 B2 B3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (12)1.1.8 TripelprodutenDrie vetoren kunnen zodanig vermenigvuldigd worden dat het resultaat een salar of een vetoris. In dat geval vinden we de volgende relaties.1. Salair produtDe inhoud van het parallellepipedum op A, B en C is gelijk aan de absolute waarde van
A · (B ×C) = B · (C × A) = C · (A × B) = (ABC) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

A1 A2 A3

B1 B2 B3

C1 C2 C3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (13)2. Vetorieel produt
A × (B× C) = (A · C)B− (A · B)C. (14)12



A

B

B xC

C

Figuur 3: De inhoud van het parallellepipedum op A, B en C is gelijk aan de absolute waardevan A · (B × C).1.1.9 Voorbeelden1. Als A = 2i − 3j + k, dan is A =
√

22 + (−3)2 + 12 =
√

14.2. Gegeven: A = 2i − 3j + k en B = 5i + j − 7k.Te bewijzen: A ⊥ B.Bewijs:
A · B = A1B1 +A2B2 +A3B3

= 2 · 5 + (−3) · 1 + 1 · (−7)
= 10 − 3 − 7 = 0,

(15)dus A ⊥ B.3. Gegeven: A = 3i − 4j + 5k en B = i + 2j − k.Te berekenen: cos ∠(A;B).Oplossing:
A · B = AB · cos ∠(A;B)

=
√

32 + (−4)2 + 52 ·
√

12 + 22 + (−1)2 · cos ∠(A;B)

=
√

50 ·
√

6 · cos ∠(A;B).

(16)Verder geldt
A · B = A1B1 +A2B2 +A3B3 = 3 − 8 − 5 = −10. (17)Dus 10

√
3 · cos ∠(A;B) = −10, ofwel cos ∠(A;B) = −1

3

√
3.4. Als A = 2i − 3j + k en B = 5i + j − 7k, dan is

A× B =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k

2 −3 1
5 1 −7

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= i

∣
∣
∣
∣

−3 1
1 −7

∣
∣
∣
∣
− j

∣
∣
∣
∣

2 1
5 −7

∣
∣
∣
∣
+ k

∣
∣
∣
∣

2 −3
5 1

∣
∣
∣
∣

= (−3 · −7 − 1 · 1)i − (2 · −7 − 1 · 5)j + (2 · 1 −−3 · 5)k
= 20i + 19j + 17k.

(18)
13



1.2 Complexe groothedenWe de�niëren de imaginaire eenheid als i2 ≡ −1 en hiermee geldt i =
√
−1. Een omplex getalwordt nu geshreven als

z ≡ x+ iy, (19)waarbij x = Re z het reële deel en y = Im z het imaginaire deel1 van z is. Verder geldt er dezelfdealgebra als voor gewone getallen. Bijvoorbeeld hebben we z1 = z2 als x1 = x2 en y1 = y2.De omplex geonjugeerde van z = x+ iy duiden we aan met z∗ en er geldt
z∗ ≡ x− iy, complex geconjugeerde van z. (20)Hiermee geldt

z∗z = (x− iy)(x+ iy) = x2 − i2y2 − ixy + ixy = x2 − i2y2 = x2 + y2. (21)Dit doet diret denken aan de stelling van Pythagoras. We zien hier de de�nitie van het inproduktvoor omplexe getallen. Fig. 4 geeft hiervan een geometrishe voorstelling in het omplexe vlak.

Figuur 4: Representatie van het omplexe getal z door het punt met label P in het omplexevlak.Het omplexe vlak wordt gevormd door de reële en imaginaire as. We kunnen het getal zvoorstellen door het punt P met artesishe oördinaten x = r cosα en y = r sinα, waarbij men
r de modulus en α de fase noemt. Er geldt dan dat r2 = x2 + y2 en dus

z = r(cosα+ i sinα) en z∗z = r2 = x2 + y2. (22)Fig. 5 geeft de rotatie weer in het omplexe vlak van punt P naar P ′ over een kleine hoek dα.Hierbij ligt punt P op de reële as. We merken op dat
dz = izdα → dz

z
= idα. (23)Integratie van een eindige rotatie over hoek α levert

∫ zeind

zbegin

dz

z
= i

∫ α

0
dα → ln

zeind

zbegin
= iα → zeind = zbegin e

iα. (24)1Merk op dat y een reëel getal is. 14



Figuur 5: Rotatie over een in�nitesimale hoek dα van het punt met label P in het omplexevlak.We nemen vervolgens r = 1 en dus zbegin = 1 en vinden zeind = cosα + i sinα. Vergelijken vanbeide resultaten geeft de stelling van Euler,
eiα = cosα+ i sinα. (25)Uit een rotatie in negatieve zin vinden we
e−iα = cosα− i sinα. (26)Combineren van de laatste twee vergelijkingen levert de uitdrukkingen

cosα =
eiα + e−iα

2
en sinα =

eiα − e−iα

2i
. (27)We kunnen met behulp van de stelling van Euler de omplex geonjugeerde de�niëren als

(
eiα
)∗

= e−iα. (28)Verder geldt ook r2 = z∗z =
(
eiα
)∗
eiα = e−iαeiα = e0 = 1.We kunnen de omplexe exponent als volgt di�erentiëren,

deiα

dα
= ieiα. (29)Merk op dat we vaak funties als eikx, ei(kx−ωt) en e−iEt/k zullen gebruiken. We hebben danbijvoorbeeld

deikx

dx
= ikeikx. (30)Tenslotte merken we op dat de veel voorkomende superpositie van vlakke golven,

ψ(x, t) = cos (kx− ωt) + γ sin (kx− ωt), (31)met γ = ±i geshreven kan worden als
ψ(x, t) = e±i(kx−ωt). (32)Deze funties stellen vlakke golven voor van een vrij deeltje met golfgetal k en hoekfrequentie ω.15



2 KLASSIEKE GOLFVERSCHIJNSELEN2.1 InleidingGolven zijn fysishe vershijnselen die zih in een medium kunnen voortplanten van één plaatsnaar een andere en die daarbij energie en impuls overbrengen. De fysishe eigenshappen wordenhierbij door een veld beshreven en variëren van elektromagnetishe velden tot de transversaleverplaatsing van een snaar.2.2 Wiskundige beshrijvingEen fysishe situatie die zih zonder vervorming voortplant langs de x-as wordt een golfbeweginggenoemd en wordt beshreven door de uitdrukking
ξ(x, t) = f(x± vt). (33)Men noemt v de fasesnelheid en als s = vt, waarin t de tijd voorstelt, dan is de vervorming overeen afstand s naar links opgeshoven (zie Fig. 6). De grootheid ξ(x, t) kan een versheidenheidaan observabelen voorstellen, zoals de druk in een gas, transversale uitwijking van een snaar.

f(x)

x

s s

f(x) f(x - s)f(x + s)

Figuur 6: Representatie van een fysishe situatie die zih zonder vervorming voortplant langsde x-as.Een bijzonder geval treedt op als ξ(x, t) een sinusfuntie of harmonishe funtie is, zoals
ξ(x, t) = ξ0 sin k(x− vt), (34)waarbij k het golfgetal wordt genoemd. Als we x vervangen door x+ 2π

k krijgen we voor ξ(x, t)weer dezelfde waarde, namelijk
ξ(x+

2π

k
, t) = ξ0 sin k

(

x+
2π

k
− vt

)

= ξ(x, t), (35)met λ = 2π/k de gol�engte van de kromme. We kunnen vergelijking (34) ook shrijven als
ξ(x, t) = ξ0 sin (kx− ωt), (36)waarin ω = kv = 2πv

λ de irkelfrequentie van de golf voorstelt. Omdat ω ≡ 2πν, met ν defrequentie, vinden we de belangrijke relatie
λν = v (37)16



tussen gol�engte, frequentie en fasesnelheid. Als T de periode van de trilling in elk punt is,kunnen we vergelijking (34) ook shrijven als
ξ(x, t) = ξ0 sin 2π

(
x

λ
− t

T

)

, (38)Men kan gemakkelijk nagaan dat de algemene uitdrukking voor een lopende golf geshrevenkan worden als
ξ(x, t) = F (t± x

v
), (39)waarin het positieve teken beantwoordt aan een voortplanting in de negatieve x-rihting en hetminteken aan een voorplanting in positieve x-rihting. Voor een harmonishe golf kunnen we ookshrijven

ξ(x, t) = ξ0 sinω(t± x

v
) = ξ0 sin (ωt ± kx). (40)Alternatief kunnen we shrijven

ξ(x, t) = ξ0 cosω(t± x

v
) = ξ0 cos (ωt ± kx). (41)Gebruikmakend van de stelling van Euler, eix = cos x+ i sinx, kunnen we een harmonishe golfshrijven als superpositie van sin- en os-funties en vinden dan

ξ(x, t) = ξ0e
iω(t±x

v
) = ξ0e

i(ωt±kx). (42)Tenslotte merken we op dat een harmonishe golf in drie dimensies geshreven kan worden als
ξ(x, t) = ξ0e

i(ωt±k·x), (43)waarbij k = (kx, ky , kz) en x = (x, y, z).2.3 Fourieranalyse van golfvershijnselen2.3.1 Fourieroë�iënten en FourierreeksenVolgens de stelling van Fourier kan elke periodieke beweging worden uitgedrukt als een super-positie van harmonishe bewegingen met frequenties ω, 2ω, .., nω ofwel perioden T , T
2 , .., T

n .Stel dat ξ = f(x − vt) een periodieke golfbeweging is, dit wil zeggen een golfbeweging die zihop een gegeven punt herhaalt na T , 2T , .., nT . Dan geldt
ξ = f(x− vt) = f [x− v(t± T )] = f(x− vt∓ vT ). (44)Dit betekent dat op een gegeven tijdstip ξ zih herhaalt als x toe- of afneemt met vT , 2vT , ..,

nvT , .. Als we dus, in plaats van t te veranderen, x veranderen met λ = vT , herhaalt de golfzih in de ruimte. Een golfbeweging die periodiek in de tijd is, is dus ook periodiek in de ruimte.Wij hadden al gevonden dat dit het geval was voor een eenvoudige sinusvormige of harmonishegolfbeweging.Stel nu dat ξ = f(x) een in de ruimte periodieke funtie is met gol�engte λ, dus f(x) =
f(x+ λ). Volgens de stelling van Fourier mogen we dan shrijven

ξ = f(x) = a0
2 + a1 cos kx+ a2 cos 2kx+ · · · + an cosnkx+ · · ·

+ b1 sin kx+ b2 sin 2kx+ · · · + bn sinnkx+ · · · (45)
17



De golfbeweging ξ = f(x− vt) kan met ω = kv uitgedrukt worden als
ξ = f(x− vt) = a0

2 + a1 cos (kx− ωt) + a2 cos 2(kx− ωt)
+ · · · + an cosn(kx− ωt) + · · ·
+ b1 sin (kx− ωt) + b2 sin 2(kx− ωt)
+ · · · + bn sinn(kx− ωt) + · · · ,

(46)waaruit blijkt dat elke periodieke beweging kan worden uitgedrukt als een superpositie vanharmonishe golven met frequentie ω, 2ω, .., nω, .. en gol�engten λ, λ/2, .., λ/n, ...

Figuur 7: Het vershil in klank tussen bijvoorbeeld een viool en een �uit ontstaat door deaanwezigheid van de boventonen met vershillende relatieve amplitudes. Het Fourierspetrumvan het geluid is voor elk instrument vershillend.Door harmonishe golven op te tellen, waarvan de frequenties een veelvoud van een bepaaldegrondfrequentie zijn en waarvan de amplitudes geshikt gekozen zijn, kunnen we dus bijna elkewillekeurige periodieke funtie verkrijgen. De frequentie ω wordt de grondfrequentie (of grond-toon) genoemd en de frequenties 2ω, 3ω, .., nω, .. vormen de harmonishen (of boventonen). Destelling van Fourier geeft ook een verklaring voor het vershil in klank van het geluid dat doordiverse muziekinstrumenten wordt voortgebraht. Dezelfde toonhoogte, voortgebraht door eenpiano, gitaar en hobo, klinkt vershillend in onze oren, hoewel de tonen dezelfde grondfrequen-tie hebben. Het vershil ontstaat door de aanwezigheid van de boventonen met vershillenderelatieve amplitudes. Het Fourierspetrum van het geluid is voor elk instrument vershillend.18



De oë�iënten die horen bij de Fourierreeks van
f(x) =

a0

2
+

∞∑

1

(an cosnx+ bn sinnx) (47)kunnen bepaald worden met de formules van Euler
∀n≥0

[

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx

]

∀n≥0

[

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx

]

. (48)Voorbeeld: De funtie f(x) getoond in Fig. 8 is periodiek met periode 2π en wordt gegeven door
f(x) = x als −π < x ≤ π. Bereken de Fourierreeks van f(x).

Figuur 8: De zaagtandfuntie f(x) wordt rehtsboven getoond en is periodiek met periode 2π.De funtie wordt gegeven door f(x) = x. Ook andere funties worden getoond. Het is mogelijkdeze funties op te bouwen met harmonishe golven. De suessievelijke benadering voor deeerste vier termen wordt getoond.Oplossing: Merk allereerst op dat f(x) op het interval −π < x ≤ π een oneven funtie2 is , dus
an = 0 voor elke n. Er geldt

bn =
1

π

∫ π

−π
x sinnxdx =

2

nπ

∫ π

0
xd(− cosnx)

= 2

[−x cosnx

nπ

]n

0

+
2

nπ

∫ π

0
cosnxdx =

−2 cosnx

n
+ 0, (49)2De funtie f(x) heet een even funtie als voor elke x uit zijn de�nitieverzameling geldt dat f(−x) = f(x).Voor een oneven funtie geldt f(−x) = −f(x). De os-funtie is even, terwijl de sin-funtie oneven is.19



dus bn = − 2
n als n even is en bn = 2

n als n oneven is. De gevraagde Fourierreeks is dus
f(x) = 2

∞∑

1

(−1)n+1 sinnx

n
. (50)Fig. 8 geeft een voorstelling van de opbouw van een zaagtandfuntie uit haar harmonishe golven.2.3.2 Complexe shrijfwijze van de FourierreeksUit de formule eix = cos x + i sinx volgt dat sinx = 1

2 i
(
e−ix − eix

) en cos x = 1
2 i
(
eix + e−ix

).Dus
f(x) =

a0

2
+

∞∑

1

(an cosnx+ bn sinnx)

=
a0

2
+

1

2

∞∑

1

(
(an − ibn) e

inx + (an + ibn) e
−inx) . (51)Stellen we nu An = 1

2 (an − ibn) , (n > 0), A−n = 1
2 (an + ibn) , (n > 0), en A0 = 1

2a0, dan gaatde goniometrishe reeks over in
f(x) =

∞∑

−∞
Ane

inx. (52)Deze reeks is de Fourierreeks van een periodieke funtie f(x) met periode 2π als
An =

1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−inxdx. (53)Merk op dat wanneer F (t) periodiek is met periode T , en ω = 2π

T , dan is
f(x) =

∞∑

−∞
Ane

inx met An =
1

2π

∫ T

0
F (x)e−inωtdt (54)de Fourierreeks van F (t).2.3.3 FouriertransformatieWe beshouwen nu een funtie f(x) die gede�nieerd is op L = (−∞,∞) en die niet noodza-kelijkerwijs periodiek is. We kunnen ons voorstellen dat f(x) benaderd kan worden met eensuperpositie van periodieke funties waarvan de periode ∞ benadert.De Fouriertransformatie is een generalisatie van de omplexe Fourierreeks in de limiet L→ ∞.We vervangen de disrete An door de ontinue F (k)dk en laten n/L→ k. Vervolgens vervangenwe de som door een integraal. Voor elke funtie f(x), waarbij x zowel reëel als omplex kan zijn,verkrijgen we

f(x) =

∫ ∞

−∞
F (k)e2πikxdk en F (k) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πikxdx. (55)We noemen F (k) de Fouriergetransformeerde en f(x) de inverse transformatie.Met name fysii geven er de voorkeur aan om de transformatie te shrijven in termen van hoek-frequenties, bijvoorbeeld ω = 2πν, en we krijgen dan

F (k) = F [f(x)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx en f(x) = F−1[F (k)] =

1√
2π

∫ ∞

−∞
F (k)eikxdk.(56)20



Tenslotte kunnen we nog een n-dimensionale Fouriertransformatie de�niëren voor k,x ∈ R
n door

F (k) = F [f(x)] =
1

(
√

2π)n

∫ ∞

−∞
..

∫ ∞

−∞
︸ ︷︷ ︸

n

f(x)e−ik·xdnx (57)en
f(x) = F−1[F (k)] =

1

(
√

2π)n

∫ ∞

−∞
..

∫ ∞

−∞
︸ ︷︷ ︸

n

F (k)eik·xdnk. (58)2.3.4 Beshrijving van een golfpakketAls voorbeeld beshouwen we een golf die op t = 0 beshreven wordt door de funtie f(x)afgebeeld in Fig. 9. De golf wordt `gehopped', waardoor er een puls of golfpakket met lengte
∆x = x2 − x1 = a wordt verkregen. We stellen de gol�untie van de puls voor als

f(x, 0) =

{
ξ0 sin k0x x1 ≤ x ≤ x2

0 erbuiten
(59)Elke funtie kan geshreven worden als een superpositie van harmonishe golven. We shrijven

k

b(k)

k0

k ~ 1/    x

x1 x2

x

Figuur 9: Fourier analyse van een golfpakket met lengte ∆x = a en amplitude ξ0 sin k0x voorhet interval x1 ≤ x ≤ x2. Links wordt het golfpakket gegeven, terwijl rehts het impulsspetrumgetoond wordt.dan
f(x, 0) =

1

2π

∫ ∞

−∞
b(k)eikxdk. (60)Vervolgens proberen we de oë�iënten te berekenen door

b(k) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x, 0)e−ikxdx. (61)We merken op dat de gol�untie ξ0 sin k0x van de puls geshreven kan worden als het imaginairedeel van eik0x en vinden voor ons geval

b(k) =
1√
2πa

∫ +a/2

−a/2
eik0xe−ikxdx =

√

2

πa

sin [(k − k0)a/2]

k − k0
. (62)21



Deze amplitude is geshetst in het rehter paneel van Fig. 9.Indien de originele puls, ξ0 sin k0x, zih uitstrekte van −∞,∞, dan was het niet nodig geweestom een Fourieranalyse te maken, omdat de kromme dan een harmonishe beweging met golfgetal
k0 voorstelde. Ehter, om de kromme voor x < x1 en x > x2 tot nul te redueren moeten weandere frequenties toevoegen, zodat de resulterende Fourierreeks in die gebieden nul is. Eeneindige puls is dus een samenstelling van vele frequenties, ook al heeft de trillingsbron een zeerbepaalde frequentie.We zien dat het frequentiespetrum b(k) een maximum heeft voor k = k0. Het gebied van kwaarvoor b(k) groter is dan de helft van het maximum voldoet bij benadering aan de voorwaarde

∣
∣
∣
∣

1

2
(k − k0)∆x

∣
∣
∣
∣
<
π

2
of − π

∆x
< k − k0 <

π

∆x
, (63)waarbij ∆x = a. Als we dus stellen dat ∆k = 2π/∆x, dan zien we dat de enige frequenties metbehoorlijke amplitudes in het gebied ∆k rond het maximum k0 liggen, gegeven door

∆x∆k ≈ 2π. (64)We zien dat hoe korter de tijdsduur van de puls is, des te groter het frequentiegebied is dat nodigis om de puls nauwkeurig voor te stellen.2.4 De golfvergelijkingIn het volgende gaan we na hoe we kunnen bepalen of een bepaald fysish vershijnsel, voorgestelddoor een gegeven tijdafhankelijk veld, zih als een golf zonder vervorming voortplant. De veldenworden veelal door dynamishe wetten beheerst, die in de vorm van di�erentiaalvergelijkingenkunnen worden uitgedrukt. De vergelijking die het golfvershijnsel beshrijft wordt de golfverge-lijking genoemd en dit is in het algemeen een di�erentiaalvergelijking. Als voorbeeld besprekenwe hier de transversale golven op een snaar (van bijvoorbeeld een gitaar).
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Figuur 10: Een snaar waarin een spankraht T heerst wordt over een kleine afstand ξ vanuitzijn evenwihtstoestand verplaatst. We beshouwen een deel AB met lengte dx.In de snaar heerst een spankraht T en in de evenwihtstoestand is de snaar reht. Vervolgensverplaatsen we de snaar loodreht op zijn lengterihting over een kleine afstand (zie Fig. 20).We beshouwen een deel AB met lengte dx dat zih op een afstand ξ van de evenwihtstoestand22



bevindt. Omdat we de verplaatsing ξ klein aannemen, mogen we aannemen dat de tangentiëlespankraht in elk punt van de snaar gelijk is gebleven. Wegens de kromming van de snaar zijnde krahten T niet preies tegengesteld geriht. De resulterende kraht op het stuk AB in naarboven geriht en bedraagt
Fy = T (sinα′ − sinα). (65)Omdat de snaar slehts zwak gekromd is, zijn de hoeken α′ en α klein en kunnen ze door huntangenten vervangen worden. We vinden

Fy = T (tanα′ − tanα) = Td(tanα) = T
∂

∂x
(tanα)dx. (66)We merken op dat tanα de helling van de snaar is en deze is gelijk aan ∂ξ/∂x. We vindenhiermee

Fy = T
∂

∂x

(
∂ξ

∂x

)

dx = T
∂2ξ

∂x2
dx. (67)De massa per lengte-eenheid van de snaar is µ en de massa van het stuk AB is gelijk aan µdx.We gebruiken nu de tweede wet van Newton, F = ma = m∂2ξ
∂t2 , die de dynamia beshrijft envinden

(µdx)
∂2ξ

∂t2
= T

∂2ξ

∂x2
dx of

∂2ξ

∂t2
=
T

µ

∂2ξ

∂x2
. (68)Dit is de golfvergelijking die transversale trillingen op een snaar beshrijft als de amplitude kleinis. De voortplantingssnelheid van de transversale golf is v =

√

T/µ.2.4.1 Partiële afgeleiden en oplossingen van de golfvergelijkingStel dat de funtie ξ afhangt van zowel de plaats x als de tijd t. Als voorbeeld kiezen we devolgende gol�untie,
ξ(x, t) = ξ0 sin 2π

(x

λ
− νt

)

= ξ0 sin (kx− ωt), (69)met k = 2π
λ het golfgetal en ω = 2πν de hoekfrequentie. We kunnen nu de partiële afgeleide van

ξ(x, t) naar de plaats nemen, door aan te nemen dat de tijd hierbij een onstante is. We vinden
∂ξ(x, t)

∂x
= kξ0 cos (kx− ωt). (70)Op analoge wijze vinden we

∂ξ(x, t)

∂t
= −ωξ0 cos (kx− ωt). (71)De tweede-orde partiële afgeleiden kunnen nu ook worden bepaald en we vinden

∂2ξ(x,t)
∂x2 = −k2ξ0 sin (kx− ωt),

∂2ξ(x,t)
∂t2

= −ω2ξ0 sin (kx− ωt).

(72)We kunnen op deze wijze ook partiële afgeleiden nemen van andere funties.Door invullen van de tweede-orde partiële afgeleiden zien we diret dat de gol�untie gegevendoor vergelijking (69) voldoet aan de golfvergelijking (68) met als voorwaarde ω/k =
√

T/µ.
23



3 DEELTJES EN GOLVEN3.1 InleidingBij de beshouwing van liht3 tot nu toe, hebben we vooral het golfgedrag ervan leren kennen.We kunnen vershijnselen als breking, re�etie, di�ratie en polarisatie e�etief behandelen doorliht te beshouwen als een elektromagnetishe golf, waarvan het gedrag bepaald wordt door devergelijkingen van Maxwell.We zullen in deze les experimenten bestuderen, die enkel begrepen kunnen worden als weeen andere aanname maken: liht gedraagt zih als een stroom deeltjes, die elk een spei�ekeenergie en impuls hebben. U zult zih afvragen `Wat is nu liht, een golf of een deeltje?' Ditzijn vershillende onepten en het is à priori moeilijk te begrijpen dat liht zih soms als golf ensoms als deeltje voordoet. Later in dit ollege zullen we met deze vraag geonfronteerd worden.Voorlopig maken we ons hier ehter niet druk om en analyseren we de experimentele gegevens.3.2 Dynamia van deeltjesEen deeltje bevindt zih ten opzihte van een waarnemer op een bepaalde positie gegeven doorde vetor s(x, y, z). Als het deeltje in een tijdinterval ∆t een verplaatsing ∆s ondergaat, dan isde snelheid een vetor gegeven door
v = lim

∆t→0

∆s

∆t
=

ds

dt
. (73)De versnelling meet de verandering van de snelheid in de tijd en is een vetorgrootheid gegevendoor

a = lim
∆t→0

∆v

∆t
=

dv

dt
=

d2s

dt2
. (74)De massa van een deeltje, m, een salar, is een maat voor de traagheid ervan. Traagheid is deneiging van een deeltje dat in rust is om in rust te blijven, of van een deeltje dat beweegt om teblijven bewegen met dezelfde snelheid. Een kraht is een vetorgrootheid en is in het algemeende bron van verandering. Een deeltje zal van snelheid veranderen als er een kraht op werkt.Al deze veranderingen in de tijd, de dynamia, worden beshreven door de wetten van Newton.Deze luiden als volgt.1. De eerste wet van Newton stelt dat een objet dat in rust is, in rust zal blijven, terwijleen objet in beweging met onstante snelheid zal blijven bewegen, behalve wanneer eenexterne kraht op het objet werkt. Kraht brengt verandering in de bewegingstoestand.2. De tweede wet van Newton luidt als volgt,

F = ma. (75)3. De derde wet van Newton stelt dat materie met materie wisselwerkt. Dit betekent datkrahten paarsgewijs voorkomen. Voor elke kraht die op een lihaam wordt uitgeoefend,is er een even grote, maar tegengesteld gerihte kraht die op een ander lihaam werkt,waarmee het een wisselwerking heeft.Er wordt arbeid verriht als een kraht over een bepaalde parallelle afstand werkt. Als eenlihaam door een kraht F over een afstand s verplaatst wordt, dan is de verrihtte arbeid Wgelijk aan het inprodut, W = F · s. Arbeid is dus een salaire grootheid.3We gebruiken deze term in algemene zin om niet alleen het zihtbare liht, maar het gehele elektromagnetishespetrum aan te duiden. 24



Energie is een maat voor de verandering van een systeem. Het kan aan een objet gegevenworden als een kraht er arbeid op verriht. De hoeveelheid energie die aan het objet wordtovergedragen is gelijk aan de arbeid die wordt verriht. Energie is ook een salaire grootheid.Een objet dat in staat is arbeid te verrihten bezit energie. In alle gevallen geldt dat de totaleenergie van een systeem behouden is.Kinetishe energie is de energie die een objet bezit omdat het in beweging is en wordt gegevendoor
T =

1

2
mv2. (76)De impuls van een objet wordt gegeven door

p = mv. (77)Impuls is een vetorgrootheid. Als een kraht F gedurende een tijdinterval ∆t op een lihaamwerkt, dan krijgt dit lihaam een impuls ter grootte
∆p = F∆t of F =

dp

dt
. (78)Als er geen externe kraht op een systeem van deeltjes werkt, dan is de vetorsom van alle im-pulsen van de objeten onstant. Er is een relatie tussen impuls en energie. In de klassiekemehania geldt E = p2/2m, terwijl relativistish geldt dat E2 = p2c2 + m2c4, met c de liht-snelheid.Het baanimpulsmoment is een vetorgrootheid, die gegeven wordt door

L = r× p, (79)waarbij r de afstand tot de oorsprong is. We zien hier een realisatie van het uitprodut in denatuurkunde. Het totale baanimpulsmoment van een systeem van deeltjes is onstant, als er opdit systeem geen externe torsie werkt.3.3 FotonenIn 1905 poneerde Einstein de hypothese dat liht zih onder bepaalde omstandigheden kan gedra-gen alsof haar energie geonentreerd is in disrete hoeveelheden die hij liht quanta noemde; wenoemen dat fotonen. Hij stelde voor dat de energie van een enkel foton gegeven is door
E = hν (foton energie), (80)waarbij ν de frequentie van het liht is en h de onstante van Plank. Deze onstante werd doorPlank aan het begin van deze eeuw geïntrodueerd in de fysia en heeft de waarde
h = 6.63 × 10−34 J · s

= 4.14 × 10−15 eV · s. (81)Fotonen dragen niet alleen energie, maar ook impuls. Deze kan gevonden worden door gebruikte maken van de relativistishe relatie tussen energie en impuls,
E2 = (pc)2 + (mc2)2. (82)We passen bovenstaande uitdrukking toe op een foton door te stellen dat E = hν en m = 0,omdat een foton dat met de lihtsnelheid reist geen rustmassa kan hebben. We vinden dan

hν = pc en met λν = c geeft dat
p =

h

λ
(foton impuls), (83)25



waarbij λ de gol�engte van het liht is.Merk op dat het golf- en deeltjesmodel met elkaar in verband staan. De energie E is gere-lateerd aan de frequentie ν, en de impuls p aan de gol�engte λ. In beide gevallen wordt deevenredigheidsonstante gegeven door de onstante van Plank, h.Tabel 1: Elektromagnetish spetrum en bijbehorende gol�engten, frequenties en foton energieën.Gebied Gol�engte Frequentie Foton energie[ Hz ℄Gammastraling 50 fm 6 × 1021 25 MeVX-ray (Rontgenstraling) 50 pm 6 × 1018 25 keVUltraviolet 100 nm 3 × 1015 12 eVZihtbaar 550 nm 5 × 1014 2 eVInfrarood 10 µm 3 × 1013 120 meVMirogolven 1 m 3 × 1010 120 µeVRadiogolven 1 km 3 × 105 1.2 neVGewapend met deze kennis kijken we nu eens naar het elektromagnetishe spetrum (zietabel 1). We zien dat het zihtbare liht slehts een klein deel van het spetrum bestrijkt. Degevoeligheid van het oog is maximaal voor 550 nm en neemt af tot 1 % van de maximale waardebij 430 en 690 nm. Als het donker is, dan verandert de gevoeligheid; het maximum ligt dan bijongeveer 500 nm.Aan het begin van de eeuw waren fysii zeer tevreden met de golftheorie van liht en haddenmoeite om Einstein's fotonen te aepteren. In zijn aanbeveling voor de toelating van Einstein totde Koninklijke Pruisishe Aademie voor Wetenshappen shreef Plank in 1913: `..dat hij somsde plank heeft misgeslagen met zijn speulaties, zoals bijvoorbeeld in zijn theorie van lihtquanta,dient niet eht tegen hem gebruikt te worden.'3.4 Fotoelektrish e�etIndien men een lihtbundel shijnt op een metaaloppervlak, dan kunnen er elektronen uit hetmetaal geshoten worden door de invallende fotonen; zie Fig. 11. Einstein's vergelijking voor dit���foton elektron

metaalFiguur 11: Fotoelektrish e�et waarbij invallende fotonen elektronen uit een metaal vrijmaken.e�et, gebaseerd op de fotonhypothese, is
hν = φ+Km (fotoelektrisch effect). (84)26



Hier is hν de energie van het foton dat geabsorbeerd wordt door het elektron in het metaalopper-vlak. De zogenaamde werkfuntie φ is de energie die nodig is om dit elektron uit het metaal teverwijderen, terwijl Km de maximum kinetishe energie is van het elektron buiten het oppervlak.

Figuur 12: Fotoelektrishe stroom als funtie van de spanning tussen de fotokathode en deolletor.Fig. 12 geeft de fotoelektrishe stroom als funtie van de spanning tussen fotokathode enolletor. De gol�engte van het invallende liht is gelijk voor beide urves. Fig. 13 geeft depotentiaal V0, die nodig is om de snelste fotoelektronen te stoppen, als funtie van de frequentievan het invallende liht. Merk op dat eV0, met e de lading van het elektron, de kinetishe energieis van de meest energetishe fotoelektronen. Er geldt dus
Km = eV0. (85)Uit de meetgegevens kan men de belangrijke onlusie trekken dat de kinetishe energie vande meest energetishe fotoelektronen onafhankelijk is van de intensiteit van het invallende liht.Indien we de intensiteit verdubbelen, dan verdubbelen we eenvoudig het aantal fotonen, maarwe veranderen niet de energie. Dus Km, de maximum kinetishe energie die een elektron tijdenseen botsing met een foton kan oppikken, blijft onveranderd.Verder zien we dat er een bepaalde ut-o� frequentie is waaronder geen fotoelektrish e�etplaatsvindt, onafhankelijk van de intensiteit van het invallende liht. De elektronen worden inhet metaal gehouden door een elektrish veld. Om geëmitteerd te kunnen worden, dient hetelektron een zekere minimum energie φ, de werkfuntie genaamd, te verkrijgen. Als de fotonenergie groter is dan de werkfuntie (dus hν > φ) dan kan het fotoelektrish e�et optreden.Indien hν < φ niet. Tenslotte merken we nog op dat indien het invallende liht zwak genoeg is inintensiteit, er volgens de klassieke beshrijving een tijdvertraging zou dienen op te treden tussenhet moment dat het liht het oppervlak raakt en het moment van emissie van de elektronen. Eendergelijke tijdvertraging is nooit geobserveerd en dat vormt een additionele aanwijzing voor deorretheid van de fotonhypothese. 27



Figuur 13: De `stopping potential' V0 als funtie van de frequentie van het liht invallend opeen natriumkathode.3.5 Compton e�etIn het Compton e�et worden X-ray fotonen (zogenaamde Röntgenstralen) over een hoek φverstrooid aan vrije elektronen. Hierdoor zal de gol�engte van de fotonen toenemen met hetbedrag ∆λ. Deze Compton vershuiving wordt gegeven door
∆λ =

h

mc
(1 − cosφ). (86)Deze vergelijking volgt uit de wet van behoud van energie en impuls als we het verstrooiingsproesbeshrijven als een billiardballen-ahtige botsing tussen een foton en een vrij elektron. Fig. 14toont de data.We kunnen de uitdrukking voor ∆λ a�eiden door energie- en impulsbehoud te ombineren.We beshouwen Compton verstrooiing als een elastishe botsing; zie Fig. 15. Voor energiebehoudgeldt

hν = hν ′ + Te, (87)waarbij Te de kinetishe energie van het over een hoek θ teruggestoten elektron voorstelt. Behoudvan impuls geeft
hν

c
=
hν ′

c
cosφ+ p cos θ x component (88)en

hν

c
sinφ = p sin θ y component (89)met p de impuls van het verstrooide elektron. Vervolgens kwadrateren we beide vergelijkingen.
(
hν

c
− hν ′

c
cosφ

)2

= p2 cos2 θ (90)en (
hν ′

c

)2

sin2 φ = p2 sin2 θ. (91)28



Figuur 14: Meetresultaten van Compton voor vier waarden van de verstrooiingshoek φ. Merkop dat de Compton vershuiving ∆λ toeneemt met toenemende verstrooiingshoek.We tellen nu beide vergelijkingen op en vinden
(
hν

c

)2

−
(

2hνhν ′

c2

)

cosφ+

(
hν ′

c

)2

cos2 φ = p2 cos2 θ (92)en (
hν

c

)2

sin2 φ = p2 sin2 θ. (93)Omdat sin2 φ+ cos2 φ = 1 = sin2 θ + cos2 θ vinden we
(
hν

c

)2

−
(

2hνhν ′

c2

)

cosφ+

(
hν ′

c

)2

= p2. (94)Voor het elektron hebben we E2 = p2c2 + (mc2)2 en als Te de kinetishe energie is, dan geldt
(Te +mc2)2 = c2p2 + (mc2)2 → T 2

e + 2Temc
2 = c2p2 (95)of

T 2
e

c2
+ 2Tem = p2. (96)29



Figuur 15: Compton verstrooiing van een foton aan een elektron kan worden beshouwd als eenelastishe botsing.Voor Te gebruiken we vergelijking (87) en voor p2 vergelijking (94) en vinden
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c
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(1 − cosφ) (98)en dus

1

hν ′/c
− 1

hν/c
=

1

mc
(1 − cosφ) (99)Er geldt ν = c

λ en c
hν = cλ

hc = λ
h . We vermenigvuldigen met h en vinden

∆λ = λ′ − λ =
h

mc
(1 − cosφ), (100)waarbij h

mc = 0.0243×10−10 m de zogenaamde Compton gol�engte is. De relatief eenvoudige aan-name dat Compton verstrooiing een elastishe botsing is tussen een inkomend foton en een bijnavrij atomair elektron, verklaart de experimentele observatie van een toename in de gol�engte, dieonafhankelijk is van de energie van het inkomend foton en de aard van het materiaal. Met ditmodel kunnen we ehter niet de relatieve waarshijnlijkheid van Compton verstrooiing uitrekenenals funtie van de inkomende foton energie en de hoeken van het verstrooide elektron en foton.Daartoe zouden we quantumveldentheorie dienen toe te passen.Merk op dat zowel in de vergelijking van het fotoelektrish e�et als het Compton e�et deonstante van Plank voorkomt. Deze onstante, alhoewel klein, is het bepalende kenmerk van demoderne quantummehania. De studie van de gol�engteverdeling van de straling die uitgezon-den wordt door verwarmde zwarte lihamen, gaf als eerste aanleiding tot het onept van energiequantisatie, en hiermee werd de onstante van Plank in de moderne fysia geïntrodueerd.3.6 Waterstofatoom en Niels BohrDe absorptie en emissie van straling bij sherp gede�nieerde gol�engten is karakteristiek vooratomen, moleulen en kernen. De representaties van deze gol�engten worden lijnenspetra ge-noemd. Enkele van de energieniveaus van het waterstofatoom worden gegeven in Fig. 16. Deklassieke fysia heeft geen verklaring voor deze fenomenen.30



Figuur 16: Enkele van de belangrijkste energieniveaus en transities voor het waterstofatoom.De pogingen om de lijnenspetra te beshrijven beginnen bij de quantum postulaten van NielsBohr. Hij trahtte als eerste het spetrum van waterstofatomen te verklaren door aan te nemendat
• een atoom kan bestaan zonder straling uit te zenden in elk van een disrete set stationairetoestanden met een preies bepaalde energie;
• een atoom kan enkel straling uitzenden en absorberen als er een transitie plaatsvindt tussendeze stationaire toestanden. De frequentie van de straling, en dus van de orresponderendespetraallijn, wordt gegeven door

hνif = Ei − Ef (Frequentieconditie van Bohr). (101)Hierbij zijn Ei en Ef de energie van de begin- en eindtoestand die betrokken is in detransitie.Het atoommodel dat aan het begin van de eeuw werd ontwikkeld, was gebaseerd op metingenvan de Engelse fysius Ernest Rutherford. Hierbij kan men bijvoorbeeld een waterstofatoomvereenvoudigd voorstellen als een elektron dat in een irkelvormige baan beweegt rond de kerngevormd door een proton. Een en ander is weergegeven in Fig. 17.In het volgende geven we een eenvoudige a�eiding (suggestie van Niels Bohr) van de formulevoor de energieën van de stationaire toestanden. We passen de tweede wet van Newton, F = ma,31



Figuur 17: Een klassiek model van het waterstofatoom, waarbij een elektron met massa meen irkelvormige beweging uitvoert rond een entrale kern met massa M . We nemen aan dat
M ≫ m.toe op het ronddraaiende elektron en gebruiken de wet van Coulomb om de kraht op het elektronte vinden. Er geldt

1

4πǫ0

(e)(e)

r2
= m

v2

r
. (102)Voor de kinetishe energie van het elektron vinden we

T =
1

2
mv2 =

e2

8πǫ0r
. (103)De elektrishe potentiële energie van het elektron-proton systeem is

U =
1

4πǫ0

(+e)(−e)
r

= − e2

4πǫ0r
, (104)en de totale energie van het atoom is

E = T + U = − e2

8πǫ0r
. (105)We hebben dus nu een uitdrukking voor de energie van het waterstofatoom afgeleid gebruikma-kend van zuiver klassieke wetten. De totale energie E van iedere stationaire toestand hangt afvan de straal van de baan die hoort bij die toestand. Als we nu niet een uitdrukking voor dezestralen vinden, dan zitten we klem. Kortom, we hebben een quantisatie riterium nodig teneindedisrete energiespetra te vinden.Om de energieën van de stationaire toestanden in waterstofatomen te vinden heeft Bohraangenomen dat het baanimpulsmoment L van een irulerend elektron enkel disrete waardenkan aannemen die gegeven worden door

L = n
h

2π
, n = 1, 2, 3, .... (106)Merk op dat impulsmoment en de onstante van Plank dezelfde eenheid hebben. Welliht maaktdit feit het wat minder verrassend dat impulsmoment ons de meest eenvoudige quantisatieregelgeeft. 32



We weten dat L = mvr en kunnen met behulp van vergelijking (102) shrijven dat
mv2r =

e2

4πǫ0
(107)en vinden dan

(mvr)2

mr
=
L2

mr
=

e2

4πǫ0
. (108)We vinden voor het baanimpulsmoment

L = mvr =

√

me2r

4πǫ0
(109)en hierbij volgt voor de stralen van de mogelijke toestanden

r = n2 h
2ǫ0

πme2
, n = 1, 2, 3... (110)De resulterende energieën voor de toegestane toestanden kunnen nu eenvoudig gevondenworden. Er volgt

E = −
(
me4

8ǫ20h
2

)
1

n2
= −13.6 eV

n2
, n = 1, 2, 3, .... (111)Hierbij is n een zogenaamd quantumgetal.Indien we de frequentieonditie met bovenstaande uitdrukking ombineren, dan vinden we

1

λ
= R

(
1

l2
− 1

u2

) (112)voor de gol�engten van de lijnen in het waterstofspetrum voor een transitie van een hogere(upper) toestand met quantumgetal u naar een lagere (lower) toestand met quantumgetal l.Hierbij is R = 0.01097 nm−1 de zogenaamde Rydberg onstante.Het blijkt dat dit relatief eenvoudig formalisme in verrassend goede overeenstemming (beterdan 0.02 % voor het waterstofatoom) is met de gemeten spetra. De postulaten van Niels Bohrvormen een deel van de basis van de quantummehania en er wordt aan gerefereerd als de`oude quantumtheorie'. Deze theorie was tot veel in staat, zo gaf het ook een verklaring voor destraling van een zwart lihaam en de warmteapaiteit van vaste sto�en bij lage temperaturen.De theorie is ehter niet aeptabel, omdat slehts een beperkte klasse vershijnselen kan wordenbeshreven. Zo voorspelt de theorie de frequentie van spetraallijnen, maar niet de intensiteitervan. Verder geeft de theorie een suesvolle beshijving van `waterstof-ahtige' atomen, maarkan bijvoorbeeld het Helium atoom niet orret beshreven worden. Tenslotte is de benaderingniet oherent, maar meer op ad-ho basis. Dat is intelletueel niet bevredigend.
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4 GOLFKARAKTER VAN MATERIE4.1 Het golfkarakter van materieHet gebuik van symmetrieën is in de fysia buitengewoon nuttig gebleken. Bijvoorbeeld toen weleerden dat een veranderend magnetish veld een elektrish veld produeert, zoals dat bijvoor-beeld met een �etsdynamo gebeurt, hadden we kunnen verwahten - en dat blijkt ook zo te zijn- dat een veranderend elektrish veld een magnetish veld produeert.In 1924 re�eteerde Louis de Broglie over het feit dat liht een dualistish golf-deeltjes aspetheeft, terwijl materie enkel deeljesahtig leek te zijn. Dit alles is moeilijk te rijmen als weweten dat zowel liht als materie vormen van energie zijn, die in elkaar over kunnen gaan. Hijonludeerde dan ook dat materie een dergelijk dualistish karakter dient te hebben en datdeeltjes zoals elektronen golfahtig karakter vertonen. De Broglie maakte de suggestie dat derelatie λp = h op zowel liht als materie van toepassing is.Elektronenbundels en andere vormen van materie kunnen golfgedrag vertonen, zoals interfe-rentie en di�ratie, met een de Broglie gol�engte gegeven door
λ =

h

p
(golflengte van een deeltje). (113)Deze golfeigenshappen kunnen het meest eenvoudig gedemonstreerd worden met di�ratie,analoog aan X-ray di�ratie, die optreedt tijdens re�etie aan atoomvlakken in kristallen. Dit

Figuur 18: Elektronenbundels en andere vormen van materie kunnen golfgedrag vertonen, zoalsinterferentie en di�ratie.wordt shematish weergegeven in �guur 18. Hier geldt de wet van Bragg,
2d sin θ = mλ, voor m = 1, 2, 3.... (114)waarbij d de roosteronstante van het kristal is en m de orde van het intensiteitsmaximum.Fig. 19 toont di�ratiepatronen die verkregen worden door X-rays of elektronen te verstrooienaan aluminiumpoeder. Men kan onluderen dat de gevonden patronen er geen twijfel over latenbestaan dat beide volgens hetzelfde fysiamehanisme gegenereerd worden. Meting en analysevan dergelijke patronen bevestigen de hypothese van de Broglie in elk detail.34



Figuur 19: De linker�guur toont het di�ratiepatroon voor de verstrooiing van X-rays aaneen poeder van aluminium. De rehter�guur toont di�ratie van een elektronenbundel met eenenergie van 15 eV.4.2 De gol�untieAls we liht als een golfvershijnsel interpreteren en spreken over bijvoorbeeld de gol�engte, danhebben we in gedahten dat liht een on�guratie van elektrishe en magnetishe velden is diezih met de lihtsnelheid voortplant in de ruimte. Materiegolven worden beshreven door eengol�untie ψ. Dergelijke golven beshrijven de beweging van deeltjes op dezelfde manier alselektromagnetishe golven de beweging van fotonen beshrijven. We weten ehter niet welkegrootheid in geval van een materiegolf orrespondeert met bijvoorbeeld het elektrishe veld vaneen elektromagnetishe golf.We beshouwen allereerst een nuttig theorema dat van toepassing is op alle soorten golven.Als we denken aan golven op een snaar, dan weten we dat we een lopende golf van elke willekeurigegol�engte zih kan voorplanten langs een snaar met oneindige lengte. Ehter op een gespannensnaar van eindige lengte kunnen slehts staande golven bestaan en deze hebben een disrete setvan gol�engten. We kunnen onze ervaring samenvatten door te stellen dat: lokalisatie van een golfin de ruimte tot gevolg heeft dat slehts een disrete set gol�engten, en hiermee dus een disreteset frequenties, kan voorkomen. Kortom: lokalisatie leidt tot quantisatie. Dit theorema geldtniet alleen voor golven op een snaar, maar voor alle soorten golven, inlusief elektromagnetishegolven en zoals we in het vervolg zullen zien, materiegolven.Fig. 20 toont enkele van de staande golven die kunnen bestaan op een snaar met lengte L.We kunnen deze patronen zien als stationaire toestanden van de trillende snaar, die optreden bijfrequenties die gequantiseerd zijn volgens de relatie
λ =

2L

n
, for n = 1, 2, 3.... (115)Hierbij is n een integer die de modus van trilling bepaalt. We zullen dergelijke integers quan-tumgetallen noemen. De frequenties die orresponderen met deze gol�engten zijn ook gequan-tiseerd en we vinden

ν =
v

λ
=

v

2L
n, for n = 1, 2, 3.... (116)Hierbij is v de golfsnelheid. 35



Figuur 20: Vier patronen voor staande golven op een snaar met lengte L. Het patroon voor
n = 1 komt overeen met de grootst mogelijke gol�engte (en de laagste frequentie) waarmee degolf kan osilleren.4.3 Een opgesloten deeltjeStel dat we straling opsluiten tussen twee perfet re�eterende spiegels die een afstand L uitelkaar staan. We beperken de disussie tot de modus met de grootste gol�engte (n = 1). Liht iseen elektromagnetishe golf en als we de amplitude van het elektrishe veld (een vetorgrootheid)
E(x) van deze golf zouden uitrekenen, dan vinden we hiervoor E = sin 2πx

λ . Het elektrishe veldverdwijnt voor x = 0 en x = L en heeft een maximum voor x = L/2. De energiedihtheidwordt gegeven door u = 1
2ǫ0E

2 en we kunnen ons voorstellen dat de energiedihtheid op elk puntveroorzaakt wordt door de dihtheid van fotonen op dat punt, waarbij elk foton een energie hνdraagt. We onluderen hiermee dat het kwadraat van de amplitude op elk punt van een staandeelektromagnetishe golf evenredig is met de dihtheid van fotonen op dat punt. We kunnen ookstellen dat de waarshijnlijkheid om een foton op een bepaalde positie aan te tre�en evenredigis met het kwadraat van de amplitude die de elektromagnetishe golf heeft op dat punt. Merkop dat met deze formulering onze kennis van de fotonpositie inherent statistish bepaald is.We weten niet preies waar een foton met een bepaalde impuls zih bevindt. Deze statistishe36



limitatie is fundamenteel zowel voor liht als materie.

Figuur 21: De waarshijnlijkheidsdihtheid voor vier toestanden van een elektron dat is opge-sloten in een oneindig diepe put. De quantumgetallen zijn aangegeven.Een eenvoudige inleiding tot materiegolven is de studie van de beweging van een deeltjedat opgesloten is tussen vaste wanden. Met name atomen zijn systemen, waarin elektronenzijn opgesloten. Hier beshouwen we allereerst een ééndimensionaal probleem. We kunnen derelevante gol�untie ψ bestuderen dankzij de wiskundige relatie met twee klassieke problemen:de staande-golf osillaties van een korte, gespannen snaar en de elektromagnetishe osillatiesbinnen een trilholte met ideaal re�eterende wanden. Met name de waarshijnlijkheid om eenelektron op een bepaalde positie aan te tre�en (dit noemt men de waarshijnlijkheidsdihtheid)is evenredig het het quadraat van de gol�untie op die positie.In het ééndimensionale geval is ψ2(x)dx evenredig met de waarshijnlijkheid het deeltje aante tre�en in het interval tussen x en x+ dx. Verder geldt dat
∫ L

0
ψ2(x)dx = 1, (117)waarmee de waarshijnlijkheid het deeltje ergens in het interval tussen 0 en L aan te tre�en gelijkis aan 100 %. 37



Fig. 21 geeft de waarshijnlijkheidsdihtheid voor vier toestanden van een elektron dat isopgesloten in een oneindig diepe potentiaalput. De energieën van het opgesloten elektron zijngelimiteerd tot disrete waarden, die als volgt gevonden kunnen worden. De potentiële energievan het elektron in de put is gelijk aan nul en de totale energie wordt dus gegeven door dekinetishe energie (E = T = p2

2m ). De impuls van het elektron wordt gegeven door p = h
λ = hn

2L .We vinden dan voor de totale energie
En = n2 h2

8mL2
, voor n = 1, 2, 3.... (118)De toestand met n = 1 heeft de laagste energie en wordt de grondtoestand genoemd. We merkenop dat, in tegenstelling tot de klassieke verwahtingen, het elektron niet in rust kan zijn in deput. De reden is dat de laagste energie gegeven wordt door E1 = h2/8mL2 6= 0, en dat wordt ookwel de nulpuntsenergie genoemd. Het is de energie van het deeltje bij een temperatuur T = 0 K.

38



4.4 Waarshijnlijkheid4.4.1 InleidingWaarshijnlijkheid speelt een entrale rol in de quantummehania. We zullen de basisbegrippenverduidelijken aan de hand van een onreet voorbeeld. Stelt U zih hierbij een kamer voor met14 mensen waarvan de leeftijd als volgt gegeven is:een persoon is 14 jaar,een persoon is 15 jaar,drie personen zijn 16 jaar,twee personen zijn 22 jaar,twee personen zijn 24 jaar,vijf personen zijn 25 jaar.Als we stellen dat N(j) het aantal mensen met leeftijd j voorstelt, dan hebben we nu
N(14) = 1,
N(15) = 1,
N(16) = 3,
N(22) = 2,
N(24) = 2,
N(25) = 5,terwijl N(17), bijvoorbeeld, gelijk is aan nul. Het totaal aantal mensen in de kamer is

N =

∞∑

j=0

N(j). (119)Fig. 22 geeft een histogram van de data. Men kan onder meer de volgende vragen stellen over
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

j

N(j)

Figuur 22: Histogram van het aantal mensen, N(j), met leeftijd j, dat zih in een bepaaldekamer bevindt.deze verdeling.
• Als U willekeurig een persoon van deze groep kiest, wat is dan de waarshijnlijkheid datde leeftijd van deze persoon 15 is?Antwoord: Één op de 14, want er zijn 14 mogelijke keuzes (N = 14), die elk even waarshijn-lijk zijn, waarvan er slehts één deze bepaalde leeftijd heeft. Als P (j) de waarshijnlijkheidis om leeftijd j te kiezen, dan is P (14) = 1/14, P (15) = 1/14, P (16) = 3/14, enzovoort.In het algemeen,

P (j) =
N(j)

N
. (120)39



Merk op dat de waarshijnlijkheid om of 14 of 15 te kiezen gelijk is aan de som van deindividuele waarshijnlijkheden (in dit geval 1/7). In het bijzonder moet gelden dat de somvan alle waarshijnlijkheden gelijk is aan 1. Dus
∞∑

j=1

P (j) = 1. (121)
• Wat is de meest waarshijnlijke leeftijd?Het antwoord is 25, want vijf van de mensen delen deze leeftijd, terwijl op zijn meest drieeen andere leeftijd delen. In het algemeen is de meest waarshijnlijke j, die j waarvoor
P (j) maximaal is.

• Wat is de mediane leeftijd?Het antwoord is 23, want 7 mensen zijn jonger dan 23 en er zijn 7 ouder dan 23. In hetalgemeen is de mediaan die waarde van j waarvoor de waarshijnlijkheid om een groterresultaat te krijgen hetzelfde is als die voor een kleiner resultaat.
• Wat is de gemiddelde leeftijd?Het antwoord is

(14) + (15) + 3(16) + 2(22) + 2(24) + 5(25)

14
=

294

14
= 21. (122)In het algemeen wordt de gemiddelde waarde van j (hetgeen we noteren als < j >) gegevendoor

< j >=

∑
jN(j)

N
=

∞∑

j=0

jP (j). (123)Merk op dat het niet nodig is dat er iemand in de kamer is met een gemiddelde leeftijd ofmediane leeftijd - in dit voorbeeld is er niemand die 21 of 23 jaar oud is. In de quantum-mehania is de gemiddelde waarde meestal de belangrijkste grootheid. We noemen hetdan de verwahtingswaarde. Dit is een misleidende term omdat het suggereert dat het demeest waarshijnlijke uitkomst is die men zou krijgen bij een enkele meting (maar dat isde meest waarshijnlijke waarde).
• Wat is het gemiddelde van het kwadraat van de leeftijden?Antwoord: Men kan 142 = 196 vinden met waarshijnlijkheid 1/14, of 152 = 225 met waar-shijnlijkheid 1/14, of 162 = 256 met waarshijnlijkheid 3/14, enzovoort. Het gemiddeldeis dan

< j2 >=

∞∑

j=0

j2P (j). (124)In het algemeen is de gemiddelde waarde voor een funtie van j gegeven door
< f(j) >=

∞∑

j=0

f(j)P (j). (125)Merk op dat het gemiddelde van de kwadraten, < j2 >, in het algemeen niet gelijk is aanhet kwadraat van het gemiddelde, < j >2. Stel je voor dat de kamer slehts twee babiesbevat met leeftijden 1 en 3 jaar, dan is < x2 >= 5, maar < x >2= 4.40
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Figuur 23: Twee histogrammen met dezelfde mediaan, hetzelfde gemiddelde en dezelfde meestwaarshijnlijke waarde, alsook een gelijk aantal elementen. Er is ehter een vershil in de `sprei-ding' van de verdelingen, ten opzihte van de gemiddelde waarde.Fig. 23 toont twee histogrammen die er vershillend uitzien, terwijl ze dezelfde mediaan,hetzelfde gemiddelde en dezelfde meest waarshijnlijke waarde, alsook een gelijk aantal elementenhebben. De eerste is ehter sherp gepiekt rond de gemiddelde waarde, terwijl de tweede breeden vlak is. We hebben een numerieke maat nodig voor de grootte van de `spreiding' in eenverdeling, ten opzihte van de gemiddelde waarde. Reht toe reht aan zouden we zeggen dat wevoor elk element de afwijking van het gemiddelde bepalen, ∆j = j− < j >, om vervolgens hetgemiddelde van ∆j uit te rekenen. Het is probleem is ehter dat we in dat geval altijd nul zullenvinden, omdat, vanwege de aard van het gemiddelde, ∆j even vaak positief als negatief zal zijn,
< ∆j >=

∑

(j− < j >)P (j) =
∑

jP (j)− < j >
∑

P (j) =< j > − < j >= 0. (126)Merk op dat < j > onstant is en daarom buiten de sommatie genomen kan worden. Om ditprobleem te omzeilen kunnen we besluiten om het gemiddelde uit te rekenen en gebruik te makenvan absolute waarden voor ∆j. We geven er ehter de voorkeur aan om het probleem op te lossendoor het kwadraat te nemen voordat we middelen,
σ2 ≡< (∆j)2 > . (127)Deze grootheid staat bekend als de variantie van een verdeling, terwijl σ de standaarddeviatiegenoemd wordt. Voor standaarddeviaties geldt het volgende

σ2 =< (∆j)2 >=
∑

(∆j)2P (j) =
∑

(j− < j >)2P (j)
=
∑

(j2 − 2j < j > + < j >2)P (j)
=
∑
j2P (j) − 2 < j >

∑
jP (j)+ < j >2

∑
P (j)

=< j2 > −2 < j >< j > + < j >2,

(128)ofwel
σ2 =< j2 > − < j >2 . (129)Bovenstaande vergelijking geeft een snelle manier om σ uit te rekenen: bereken < j2 > en < j >2en trek de twee getallen van elkaar af. Omdat σ2 niet-negatief is, moet gelden
< j2 > ≥ < j >2, (130)en de twee waarden zijn slehts dan aan elkaar gelijk als σ = 0.Tot zover heb ik in de beshouwingen aangenomen dat we te maken hebben met een disretevariabele (in ons geval namen we voor j een integer aan). We kunnen het formalisme ehtereenvoudig generaliseren tot ontinue distributies. Als men een willekeurig persoon op straat se-leteert, dan is de waarshijnlijkheid dat haar leeftijd gelijk is aan 18 jaar, 3 maanden, 1 week en41



3,1892 seonden gelijk aan nul. Het is zinvoller te spreken van een leeftijd die ligt in een interval- bijvoorbeeld tussen 18 jaar en 18 jaar en 1 maand. Indien het interval voldoende klein is, danis de waarshijnlijkheid evenredig met de lengte van het interval. Tehnish gezien kiezen wein�nitesimaal kleine intervallen en vinden dan dat de waarshijnlijkheid dat een de leeftijd vaneen willekeurig persoon ligt tussen x en (x + dx) gelijk is aan ρ(x)dx. De evenredigheidsfator,
ρ(x), wordt vaak losjes `de kans om x te vinden' genoemd, maar een betere term is waarshijn-lijkheidsdihtheid. De waarshijnlijkheid dat x ligt tussen a en b (een eindig interval) wordtgegeven door de integraal

Pab =

∫ b

a
ρ(x)dx, (131)en de regels die we voor disrete verdelingen gevonden hebben vertalen zih vanzelfsprekend tot

∫ +∞

−∞
ρ(x)dx = 1, (132)

< x >=

∫ +∞

−∞
xρ(x)dx, (133)

< f(x) >=

∫ +∞

−∞
f(x)ρ(x)dx, (134)

σ2 ≡< (∆x)2 >=< x2 > − < x >2 . (135)4.4.2 Connetie met de quantummehaniaWe merken op dat de gol�untie, bijvoorbeeld opgebouwd uit harmonishe golven ψ = ei(kx−ωt),veelal een omplexe funtie is met een reëel en een imaginair deel. De waarshijnlijkheidsdihtheidwordt gegeven door
P (x, t) = ψ∗ψ, (136)waarbij Pdx de kans voorstelt dat het deeltje wordt aangetro�en4 in het interval (x, x+ dx).We normeren de gol�untie van een deeltje zo, dat geldt

∫ +∞

−∞
Pdx =

∫ +∞

−∞
ψ∗ψdx = 1. (137)De verwahtingswaarde < x > van de positie is

< x >=

∫ +∞

−∞
xPdx =

∫ +∞

−∞
ψ∗xψdx =

∫ +∞

−∞
ψ∗xψdx =< ψ|x|ψ >, (138)terwijl voor elke observabele O geldt dat zijn verwahtingswaarde < O > gegeven is door

< O >=

∫ +∞

−∞
ψ∗Oψdx =< ψ|O|ψ >, (139)waarbij O een Hermitishe operator is.

4Als we de notatie ψ = x + iy gebruiken, dan volgt diret dat ψ∗ψ = x2 + y2 ≥ 0! en zien we dat deze kansaltijd reëel en positief is. 42



5 SCHRÖDINGERVERGELIJKING IN ÉÉN DIMENSIE5.1 Plausibiliteitsargumenten en ShrödingervergelijkingWe hebben gezien dat het gebruik van de tweede wet van Newton, F = ma = md2s
dt2 , het inde klassieke fysia veelal mogelijk maakt een golfvergelijking op te stellen. Analoog proberenwe nu een di�erentiaalvergelijking op te stellen waaruit we de toestandsfuntie kunnen a�eiden.We zullen deze vergelijking, de Shrödingervergelijking, `a�eiden' uit plausibiliteitsargumenten enbeperken de disussie hier tot één ruimtelijke dimensie. We stellen dat de Shrödingervergelijkingdient te voldoen aan:

• De postulaten van de Broglie en Einstein: λ = h
p en E = hν.

• De vergelijking dient onsistent te zijn met de niet-relativistishe relatie tussen energie enimpuls, E = p2

2m + V .
• De vergelijking dient verder lineair te zijn in ψ(x, t). Dit betekent dat indien ψ1 en ψ2oplossingen van de Shrödingerverlijking zijn, dan dient ψ = c1ψ1 + c2ψ2 óók een oplossinghiervan te zijn. Deze eis tot lineariteit maakt toepassing van het superpositieprinipemogelijk en leidt bijvoorbeeld tot interferentievershijnselen.
• We gaan er van uit dat in het speiale geval dat de potentiële energie V (x, t) = V0 onstantis en er dus geen kraht op het deeltje werkt5, we te maken hebben met een vrij deeltjemet λ = h

p en ν = E
h , waarvan de toestandsfuntie gegeven wordt door een harmonishegolf, ψ(x, t) = cos (kx− ωt) + γ sin (kx− ωt). Energiebehoud levert in dit geval de relatie

h2

2mλ2
+ V = hν. (140)Gebruikmakend van k = 2π

λ , ω = 2πν en ~ = h
2π vinden we

~
2k2

2m
+ V = ~ω. (141)We weten dat elke partiële afgeleide naar x een fator k oplevert en verwahten dan ook dat degezohte di�erentiaalvergelijking een tweede-orde partiële afgeleide naar de plaats bevat. Verderverwahten we een eerste-orde partiële afgeleide naar de tijd (vanwege de fator ω) en shrijvende di�erentiaalvergelijking dan ook als

α
∂2ψ

∂x2
+ V ψ = β

∂ψ

∂t
. (142)Mahten van ψ kunnen niet voorkomen in de gezohte vergelijking vanwege de eis dat de Shrö-dingervergelijking lineair in ψ(x, t) dient te zijn.We leiden de vergelijking nu af; dat betekent dat we de onstanten α, β en γ gaan bepalen,voor het geval dat de potentiële energie onstant is, V (x, t) = V0. We proberen dan ook deoplossing

ψ(x, t) = cos (kx− ωt) + γ sin (kx− ωt). (143)5De kraht in de x-rihting wordt gegeven door Fx = − ∂V (x,t)
∂x

en voor een onstante potentiaal werkt er geenkraht op het deeltje.
43



We berekenen de benodigde partiële afgeleiden,
∂ψ
∂x = −k sin (kx− ωt) + kγ cos (kx− ωt),

∂2ψ
∂x2 = −k2 cos (kx− ωt) − k2γ sin (kx− ωt),

∂ψ
∂t = ω sin (kx− ωt) − ωγ cos (kx− ωt).

(144)Invullen van de tweede-orde afgeleide in vergelijking (142) levert
−αk2 cos (kx− ωt) −αk2γ sin (kx− ωt) + V0 cos (kx− ωt)

+V0γ sin (kx− ωt) = βω sin (kx− ωt) − βωγ cos (kx− ωt),
(145)ofwel

[−αk2 + V0 + βωγ] cos (kx− ωt) + [−αk2γ + V0γ − βω] sin (kx− ωt) = 0. (146)Bovenstaande gelijkheid kan enkel gelden indien
−αk2 + V0 = −βωγ en − αk2 + V0 =

βω

γ
. (147)Aftrekken van beide vergelijkingen levert

0 = −βωγ − βω

γ
→ γ = −1

γ
, γ2 = −1, γ = ±

√
−1 = ±i. (148)Invullen van dit resultaat in vergelijking (147) resulteert in

−αk2 + V0 = ∓iβω. (149)We vergelijken dit met het reeds gevonden resultaat
~

2k2

2m
+ V0 = ~ω (150)en vinden voor de onstanten

α = − ~
2

2m
en ∓ iβ = ~, of β = ±i~. (151)We zien dat we twee keuzen hebben voor β. Vanaf nu kiezen we β = +i~ en vinden

− ~2

2m
∂2ψ(x,t)
∂x2 + V (x, t)ψ(x, t) = i~∂ψ(x,t)

∂t .Deze vergelijking is de tijdafhankelijke Shrödingervergelijking. Merk op dat we aannemen dathet gevonden resultaat ook geldig is indien V (x, t) 6= V0.We kunnen demonstreren dat de gevonden vergelijking lineair is in ψ(x, t). We nemen aandat ψ1 en ψ2 voldoen aan de Shrödingervergelijkingen
− ~2

2m
∂2ψ1(x,t)
∂x2 + V (x, t)ψ1(x, t) = i~∂ψ1(x,t)

∂t ,

− ~2

2m
∂2ψ2(x,t)
∂x2 + V (x, t)ψ2(x, t) = i~∂ψ2(x,t)

∂t .

(152)44



We onstrueren nu volgens het superpositieprinipe de gol�untie ψ = c1ψ1 + c2ψ2 en verkrijgen
− ~2

2m

(

c1
∂2ψ1(x,t)
∂x2 + c2

∂2ψ2(x,t)
∂x2

)

+ V0(c1ψ1 + c2ψ2) − i~
(

c1
∂ψ1(x,t)

∂t + c2
∂ψ2(x,t)

∂t

)

= 0. (153)Dit kan hershreven worden tot
c1

[

− ~
2

2m

∂2ψ1

∂x2
+ V ψ1 − i~

∂ψ1

∂t

]

+ c2

[

− ~
2

2m

∂2ψ2

∂x2
+ V ψ2 − i~

∂ψ2

∂t

]

= 0 (154)en we zien dat inderdaad aan lineariteit is voldaan.5.2 Één-dimensionale oplossingen van de Shrödingervergelijking5.2.1 Sheiden van variabelenIn het vervolg van dit hoofdstuk zullen we trahten enkele oplossingen te vinden van de Shrö-dingervergelijking. We beperken de disussie tot één-dimensionale gevallen. Allereerst passenwe de tehniek van het sheiden van variabelen toe, teneinde een oplossing te vinden voor hettijdafhankelijke deel van de gol�untie. We stellen dat de volledige toestandsfuntie beshrevenwordt door Ψ(x, t), die voldoet aan
− ~2

2m

∂2Ψ(x, t)

∂x2
+ V (x, t)Ψ(x, t) = i~

∂Ψ(x, t)

∂t
. (155)We beshouwen in het vervolg een statishe potentiaal V = V (x) en shrijven de toestandsfuntieals een produt van twee fatoren

Ψ(x, t) = ψ(x)φ(t). (156)Invullen in de Shrödingervergelijking levert
− ~

2

2m

∂2ψ

∂x2
φ+ V (x)ψφ = i~

∂φ

∂t
ψ. (157)Delen door het produt ψφ levert de vergelijking

1

ψ

[

− ~
2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ

]

= i~
1

φ

∂φ

∂t
. (158)De linkerzijde van bovenstaande uitdrukking hangt enkel af van x, terwijl de rehterzijde uit-sluitend afhangt van t. De gelijkheid dient te gelden voor elke x en t en hieruit kunnen weonluderen dat

1

ψ

[

− ~
2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ

]

= C = constant = i~
1

φ

∂φ

∂t
, (159)waarbij C de zogenaamde sheidingsonstante is. We zien dat de tijdafhankelijke Shrödingerver-lijking, een tweede-orde partiele di�erentiaalvergelijking, opbreekt in twee gewone di�erenti-aalvergelijkingen.De oplossing van het tijdafhankelijke deel kan eenvoudig verkregen worden. We vinden de eerste-orde di�erentiaalvergelijking

∂φ

∂t
= − iC

~
φ. (160)We proberen als oplossing de funtie φ = eαt met als afgeleide

∂φ

∂t
= αeαt = αφ. (161)Invullen levert

αφ = − iC
~
φ → α = − iC

~
(162)en dus geldt φ(t) = e−iCt/~. Het tijdafhankelijke deel van onze gol�unties is e−iωt met ω = 2πν.Dus geldt ν = C/h en vinden we voor de sheidingsonstante C = E.45



Het tijdafhankelijke deel van de oplossing is dus
φ(t) = e−iEt/~ .

5.2.2 Tijdonafhankelijke ShrödingervergelijkingWe dienen nu oplossingen te vinden van de tijdonafhankelijke Shrödingervergelijking voor eendeeltje met energie E dat zih bevindt in een statishe potentiaal V (x). De golfvergelijking kangeshreven worden als
− ~

2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ = Eψ, (163)waarbij ψ de gol�unties zijn en E de bijbehorende waarden van de energie.Wiskundig worden er enkele eisen gesteld aan de gol�unties: zowel ψ en dψ

dx moeten eindig,eenduidig en ontinu zijn. Uiteraard is dit ook noodzakelijk om onze waarshijnlijkheidsinter-pretatie van de gol�untie overeind te houden. We verwahten dat indien E < V we te makenhebben met quantisatie van energie, terwijl voor E > V we een ontinu energiespetrum verkrij-gen. We zullen de proedure van het bepalen van de gol�unties en energieën demonstreren aanenkele één-dimensionale potentialen.5.2.3 NulpotentiaalWe nemen aan dat een deeltje beweegt in een onstante potentiaal, V = constant = 0. Er werktdan geen kraht en we hebben te maken met een vrij deeltje. De gol�unties kunnen gevondente worden uit de golfvergelijking
− ~

2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ. (164)De oplossing6

ψ = Aeikx +Be−ikx, (168)waarbij Aeikx een harmonishe golf voorstelt die zih voortplant in de rihting van toenemende
x, terwijl Be−ikx een golf is die beweegt in de rihting van negatieve x. We kunnen eenvoudignagaan dat de oplossing voldoet aan de di�erentiaalvergelijking door de tweede-orde afgeleide te6Een tweede-orde di�erentiaalvergelijking van het type

d2ψ

dx2
= −K2ψ (165)heeft voor K2 ≥ 0 als meest algemene oplossing de funtie

ψ = AeiKx +Be−iKx. (166)Hierbij zijn A en B onstanten.Als geldt dat K2 < 0, dan kan de meest algemene oplossing geshreven worden als
ψ = AeKx +Be−Kx. (167)

46



berekenen en in te vullen in de vergelijking.
ψ = Aeikx +Be−ikx,

dψ
dx = Aikeikx −Bike−ikx,

d2ψ
dx2 = A(ik)2eikx +B(ik)2e−ikx = (ik)2ψ.

(169)Invullen in vergelijking (164) levert
− ~

2

2m
(ik)2ψ = Eψ → E =

~
2k2

2m
(170)en dus

k =
√

2mE
~

.We vinden voor een vrij deeltje met energie E een bijbehorend golfgetal k7. De energie is nietdisreet en een ontinu spetrum is mogelijk. Er treedt geen quantisatie op.5.2.4 Stap potentiaal met E < V0We nemen aan dat een vrij deeltje zih beweegt in de rihting van een onstante potentiaal,
V (x) = constant = V0 voor x > 0. De energie van het deeltje is kleiner dan de potentiële energie
V0. De situatie is geshetst in Fig. 24.

Figuur 24: Shematishe voorstelling van een vrij deeltje met een energie E < V0 dat gere-�eteerd wordt aan een stap-potentiaal.We shrijven de potentiële energie als
V (x) =

{
0 x < 0
V0 x > 0

(172)en kunnen hiermee twee gebieden ondersheiden.7Merk op dat k = 2π
λ
, terwijl volgens de Broglie geldt dat λ = h

p
. Er is dus een relatie tussen golfgetal enimpuls, k = 2π

h
p = p

~
. Er geldt dus

p = ~k. (171)47



• x < 0: Hier geldt weer de vergelijking voor een vrij deeltje gegeven door de di�erentiaal-vergelijking
− ~

2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ (173)met als meest algemene oplossing

ψ = Aeik1x +Be−ik1x, (174)waarbij het golfgetal gegeven wordt door k1 =
√

2mE
~

.
• x > 0: Hier geldt de vergelijking voor een deeltje dat zih beweegt in potentiaal V0,

− ~
2

2m

d2ψ

dx2
+ V0ψ = Eψ (175)met als meest algemene oplossing8

ψ = Cek2x +De−k2x, (176)waarbij het golfgetal gegeven wordt door k2 =

√
2m(V0−E)

~
.We kunnen een en ander weer ontroleren door afgeleiden te nemen en die vervolgens inde di�erentiaalvergelijking in te vullen. We vinden

ψ = Cek2x +De−k2x,

dψ
dx = Ck2e

k2x −Dk2e
−k2x,

d2ψ
dx2 = C(k2)

2ek2x +D(k2)
2e−k2x = (k2)

2ψ.

(177)Invullen in vergelijking (175) levert
− ~

2

2m
k2
2ψ + V0ψ = Eψ (178)en dus k2 =

√
2m(V0−E)

~
.We dienen nu na te gaan of de meest algemene oplossingen wel voldoen aan de spei�eke rand-voorwaarden van dit probleem. We merken op dat in de limiet x → +∞ de funtie Cek2x naaroneindig gaat, hetgeen in strijd is met een van de eisen aan een gol�untie. Teneinde dit te ver-hinderen maken we de keuze C = 0. Als tweede randvoorwaarde onderzoeken we de ontinuiteitvan de funties in het punt x = 0. Voor de gol�untie geldt dan

D
(

e−k2x
)

x=0
= A

(

eik1x
)

x=0
+B

(

e−ik1x
)

x=0
. (179)Hieruit vinden we dat geldt D = A+B.Verder dient ook de eerste-orde afgeleide van de gol�untie ontinu te zijn in het punt x = 0. Ergeldt dus

−k2D
(

e−k2x
)

x=0
= ik1A

(

eik1x
)

x=0
− ik1B

(

e−ik1x
)

x=0
. (180)8Merk op dat vanwege E < V0 we nu te maken hebben met geval K2 < 0! Zie ook de opmerkingen in voetnoot4. 48



Hieruit vinden we dat geldt ik2
k1
D = A−B.Als we bovenstaande uitdrukking ombineren met de relatie D = A+B vinden we

A =
D

2

(

1 +
ik2

k1

)

en B =
D

2

(

1 − ik2

k1

)

. (181)Dus voor E < V0 vinden we de gol�untie
ψ(x) =







D
2

(

1 + ik2
k1

)

eik1x + D
2

(

1 − ik2
k1

)

e−ik1x x < 0

De−k2x x > 0.
(182)Merk op dat we de onstante D kunnen bepalen door de normering te berekenen,

∫ +∞

−∞
ψ∗ψdx = 1; (183)maar hier zien we op dit moment van af.We kunnen in de gol�untie voor x < 0 de twee lopende golven Aeikx en Be−ikx ondersheiden.Met deze shrijfwijze kunnen we de re�etie oë�ient R berekenen.

R =
gereflecteerde intensiteit

inkomende intensiteit
=

B∗B
A∗A =

(

1 − ik2
k1

)∗ (
1 − ik2

k1

)

(

1 + ik2
k1

)∗ (
1 + ik2

k1

) = 1. (184)We zien dus dat de golf altijd wordt gere�eteerd, net zoals dat het geval is in de klassiekemehania. Verder merken we op dat er penetratie optreedt van de golf in het klassiek verbodengebied x > 0! De penetratiediepte wordt gede�nieerd door
∆x ≡ 1

k2
=

~
√

2m(V0 − E)
. (185)Fig. 25 toont de re�etie van een golfpakket aan een stap-potentiaal. Het golfpakket dienteen deeltje voor te stellen. De energie van het deeltje is kleiner dan de hoogte V0 van de stap.De ompliaties die optreden in de wiskundige beshrijving van een golfpakket kunnen wordenafgeleid uit de geomplieerde strutuur van het golfpakket tijdens de re�etie.5.2.5 Stap potentiaal met E > V0We nemen weer aan dat een vrij deeltje zih beweegt in de rihting van een onstante potentiaal,

V (x) = constant = V0 voor x > 0, maar nu is de energie van het deeltje groter dan de potentiëleenergie V0. De situatie is geshetst in Fig. 26.We ondersheiden weer twee gebieden.
• x < 0: Hier geldt weer de vergelijking voor een vrij deeltje gegeven door de di�erentiaal-vergelijking

− ~
2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ (186)met als algemene oplossing

ψ = Aeik1x +Be−ik1x, (187)waarbij het golfgetal gegeven wordt door k1 =
√

2mE
~

= p1
~
.49



Figuur 25: Een stap-potentiaal en een deeltje dat wordt voorgesteld door een golfpakket datre�eteerd aan deze potentiaal. De energie van het deeltje is kleiner dan de hoogte van de stap.
• x > 0: Hier geldt weer de vergelijking voor een deeltje dat zih beweegt in potentiaal V0,

− ~
2

2m

d2ψ

dx2
= (E − V0)ψ (188)met als meest algemene oplossing9

ψ = Ceik2x +De−ik2x, (189)waarbij het golfgetal gegeven wordt door k2 =

√
2m(V0−E)

~
= p2

~
. We merken op dat ergeen re�etie kan optreden in x > 0 en er dus ook geen bron is voor een gere�eteerde golf

De−ik2x. We kiezen dan ook D = 0.Vervolgens dienen we weer na te gaan of de meest algemene oplossingen voldoen aan de spei�ekerandvoorwaarden van dit probleem. We onderzoeken de ontinuiteit van de funties in het punt
x = 0. Voor de gol�untie geldt dan

A
(

eik1x
)

x=0
+B

(

e−ik1x
)

x=0
= C

(

eik2x
)

x=0
. (190)Hieruit vinden we dat geldt A+B = C.9Merk op dat vanwege E > V0 we nu te maken hebben met geval K2 > 0! Zie ook de opmerkingen in voetnoot4. 50



Figuur 26: Shematishe voorstelling van een vrij deeltje met een energie E > V0 dat gere-�eteerd wordt aan een stap-potentiaal.Verder dient ook de eerste-orde afgeleide van de gol�untie ontinu te zijn in het punt x = 0. Ergeldt dus
ik1A

(

eik1x
)

x=0
− ik1B

(

e−ik1x
)

x=0
= ik2C

(

eik2x
)

x=0
. (191)Hieruit vinden we dat geldt k1(A−B) = k2C.Als we bovenstaande uitdrukkingen ombineren vinden we

B =
k1 − k2

k1 + k2
A en C =

2k1

k1 + k2
A. (192)Dus voor E > V0 vinden we de gol�untie

ψ(x) =







Aeik1x +Ak1−k2
k1+k2

e−ik1x x < 0

A 2k1
k1+k2

eik2x x > 0.
(193)We kunnen de onstante A weer bepalen door normeren.We kunnen in de gol�untie voor x < 0 weer de twee lopende golven Aeikx en Be−ikx onder-sheiden, terwijl we aan de doorgelaten golf (x > 0) de amplitude C toekennen, en berekenen dere�etie oë�ient R.

R =
B∗B
A∗A =

(
k1 − k2

k1 + k2

)∗(k1 − k2

k1 + k2

)

=

(
k1 − k2

k1 + k2

)2 (194)en zien we dat R < 1 voor E > V0. Merk op dat in het geval van de klassieke mehania geldtdat R = 0.We zien dus dat er een kans bestaat dat de golf wordt gere�eteerd. De overige waarshijnlijkheid,
T ≡ 1−R, betreft de kans dat de golf zih voorplant in de positieve x-rihting. Dit noemen we detransmissieoë�ient T . De berekening van T is geomplieerder, omdat de snelheden in de tweegebieden (x < 0 en x > 0) vershillend zijn. Voor de berekening van T gebruiken we het oneptvan waarshijnlijkheids�ux10. De waarshijnlijkheidsstroom j geeft een natuurlijke manier om10We interpreteren ψ∗ψ als waarshijnlijkheidsdihtheid. Met deze interpretatie kunnen we een nieuwe lokalegrootheid invoeren die de stroming (�ux) van de waarshijnlijkheid aangeeft. We beshouwen eerst de vergelij-51



de invallende, gere�eteerde en doorgelaten omponenten van de gol�untie te vergelijken. Weberekenen j(x, t) eerst in het gebied x < 0.
j(x, t) = ~

2im

(
A∗e−ik1x +B∗eik1x

)
(ik1)

(
Aeik1x −Be−ik1x

)

− ~

2im(−ik1)
(
A∗e−ik1x −B∗eik1x

) (
Aeik1x +Be−ik1x

)
.

(199)Alle kruistermen vallen weg, zodat enkel termen voor inkomende en gere�eteerde golven over-blijven. We vinden
j(x, t) =

~

2im
ik1 (2A∗A− 2B∗B) =

~k1

m
A∗A− ~k1

m
B∗B = jinkomend + jgereflecteerd. (200)Merk op dat er een eé«-op-eé« orrespondentie bestaat tussen jinkomend en ψinkomend en tussen

Figuur 27: Links: waarshijnlijkheidsdihtheid in het geval dat k1 = 2k2. Rehts: R en Tvoor een deeltje dat botst met een stap-potentiaal. De situatie k1 = 2k2 orrespondeert met
E/V0 = 1.33.
jgereflecteerd en ψgereflecteerd vanwege het verdwijnen van de kruistermen. De berekening van jvoor de doorgelaten golf levert

j(x, t) =
~k2

m
C∗C = jdoorgelaten. (201)kingen voor vrije deeltjes die beshreven worden door de gol�unties Ψ(x, t) en Ψ∗(x, t). Er geldt

−
~

2

2m

∂2

∂x2
Ψ = i~

∂

∂t
Ψ en −

~
2

2m

∂2

∂x2
Ψ∗ = −i~

∂

∂t
Ψ∗. (195)Merk op dat beide vergelijkingen gerelateerd zijn door omplexe onjugatie. We gebruiken deze uitdrukkingenom de tijdafhankelijkheid van de waarshijnlijkheidsdihtheid van een vrij deeltje te analyseren.

∂
∂t

(Ψ∗Ψ) = Ψ∗ ∂
∂t

Ψ + Ψ ∂
∂t

Ψ∗ = Ψ∗
(

− ~

2im
∂2Ψ
∂x2

)

+ Ψ
(

+ ~

2im
∂2Ψ∗

∂x2

)

= − ~

2im

(

Ψ∗ ∂2Ψ
∂x2 − ∂2Ψ∗

∂x2 Ψ
)

= − ∂
∂x

[
~

2im

(

Ψ∗ ∂Ψ
∂x

− ∂Ψ∗

∂x
Ψ
)]

.
(196)Deze vergelijking kan hershreven worden tot

∂

∂t
P (x, t) +

∂

∂x
j(x, t) = 0. (197)Bovenstaande vergelijking drukt het behoud van waarshijnlijkheid in de tijd uit. Elke verandering in de tijd vande waarshijnlijkheidsdihtheid in een lokaal gebied wordt geompenseerd door een �ux van waarshijnlijkheid inof uit dat lokale gebied. Hiermee wordt ook de waarshijnlijkheids�ux geïntrodueerd, waarvoor geldt

j(x, t) =
~

2im

(

Ψ∗ ∂Ψ

∂x
−
∂Ψ∗

∂x
Ψ

)

. (198)52



De transmissie- en re�etieoë�ienten T en R worden nu als volgt geshreven,
T =

jdoorgelaten

jinkomend
en R =

jgereflecteerd

jinkomend
. (202)Invullen levert

T =
~k2
m C∗C

~k1
m A∗A

=
k2

k1

(2k1)
2

(k1 + k2)2
=

4k1k2

(k1 + k2)2
. (203)We kunnen laten zien dat op deze wijze we weer hetzelfde resultaat vinden voor R, terwijl ookgeldt dat R+ T = 1.Fig. 27 toont de re�etie van een golf aan een stap-potentiaal. De linker �guur toont dewaarshijnlijkheidsdihtheid in het geval dat k1 = 2k2. De rehter �guur toont het gedrag van Ren T als funtie van de verhouding E/V0. Merk op dat het speiale geval k1 = 2k2 orrespondeertmet E/V0 = 1.33.5.2.6 Tunnel e�etWe nemen weer aan dat een vrij deeltje zih beweegt in de rihting van een onstante potentiaal,

V (x) = constant = V0 voor 0 < x < a. De situatie is geshetst in Fig. 28.

Figuur 28: Shematishe voorstelling van een vrij deeltje dat onderhevig is aan het tunnel e�et.We ondersheiden nu drie gebieden.
• x < 0 en x > a: Hier gelden weer de oplossingen voor een vrij deeltje gegeven door

ψ = AeikIx +Be−ikIx x < 0,
ψ = CeikIx +De−ikIx x > a,

(204)waarbij het golfgetal gegeven wordt door kI =
√

2mE
~

.
• 0 < x < a: Hier hebben we voor het geval E < V0 weer de oplossing

ψ = Fe−kIIx +GekIIx, 0 < x < a, (205)waarbij het golfgetal gegeven wordt door kII =

√
2m(V0−E)

~
. Voor E > V0 vinden we

ψ = FeikIIx +Ge−ikIIx, 0 < x < a, (206)waarbij het golfgetal gegeven wordt door kII =

√
2m(E−V0)

~
.53



We merken op dat er in het gebied rehts van de barrière enkel een doorgelaten golf kan bestaanen dus stellen we D = 0.In onze analyse beshouwen we nu eerst het geval dat
E < V0 (207)is. De toestands�untie en zijn eerste afgeleide dienen weer eindig en ontinue te zijn op depunten x = 0 en x = a. Hierdoor krijgen we vier vergelijkingen met de willekeurige onstanten

A, B, C, F en G. Deze vergelijkingen kunnen gebruikt worden om B, C, F en G uit tedrukken in A. De waarde van A kan dan weer in prinipe uit de normering bepaald worden. Dewaarshijnlijkheidsdihtheid is shematish weergegeven in Fig. 29.

Figuur 29: Typishe verdeling van de waarshijnlijkheidsdihtheid Ψ∗Ψ voor een situatie mettunnel e�et.In het gebied x < 0 is de gol�untie grotendeels een staande golf, maar bevat een kleine bijdragevan een lopende golf, omdat de gere�eteerde golf een kleinere amplitude heeft dan de inkomendegolf. In het gebied 0 < x < a is de gol�untie een staande golf waarvan de amplitude exponentieelafneemt. Het meest interessant is het de oë�iënt T uit te rekenen, die de verhouding geeft vande doorgelaten waarshijnlijkheids�ux in het gebied x > a ten opzihte van de inkomende �ux.Een berekening geeft
T =

v1C∗C
v1A∗A =



1 +
(ekIIa − e−kIIa)2

16 E
V0

(

1 − E
V0

)





−1

, (208)waarbij
kIIa =

√

2mV0a2

~2

(

1 − E

V0

)

. (209)Voor gevallen waarbij de exponent erg groot is simpli�eert de vergelijking tot
T ≈ 16

E

V0

(

1 − E

V0

)

e−2kIIa kIIa≫ 1. (210)Deze vergelijkingen geven een voorspelling van een opmerkelijk feit (gezien vanuit het gezihtpuntvan de klassieke mehania) dat een deeltje met massa m en energie E, dat invalt op een barrièremet hoogte V0 > E en eindige dikte a, een zekere waarshijnlijkheid T heeft om deze barrière tepenetreren. Dit vershijnsel heet het tunnel e�et.54



We beshouwen vervolgens het geval dat
E > V0 (211)is. We vinden nu voor de transmissieoë�iënt T

T =
v1C∗C
v1A∗A =



1 − (eikIIa − e−ikIIa)2

16 E
V0

(
E
V0

− 1
)





−1

, (212)waarbij
kIIa =

√

2mV0a2

~2

(
E

V0
− 1

)

. (213)

Figuur 30: Re�etie en transmissieoë�ienten R en T voor een deeltje dat verstrooit aan eenbarrière met hoogte V0 en dikte a, zodanig dat 2mV0a
2/~2 = 9.Fig. 30 toont R en T voor een deeltje dat aan een stap potentiaal verstrooit. Merk op dat R en Tosillaties vertonen die veroorzaakt worden door interferenties van de waarshijnlijkheidsgolvendoor re�eties aan de disontinuiteiten.5.3 Oneindige rehthoekige put potentiaalDe potentiaal van een rehthoekige put met oneindig hoge wanden kan geshreven worden als

V (x) =

{
∞ x < −a/2 or x > +a/2
0 −a/2 < x < +a/2

(214)en wordt geshetst in Fig. 31.De algemene oplossing van de Shrödingervergelijking voor een deeltje in het interval −a/2 <
x < +a/2 kan geshreven worden als

ψ = AeikIx +Be−ikIx, (215)55



Figuur 31: Shematishe weergave van de potentiaal voor een rehthoekige put met oneindighoge wanden.waarbij het golfgetal gegeven wordt door kI =
√

2mE
~

. We hebben hier te maken met een deeltjedat tussen de beide wanden heen en weer beweegt en we maken de aanname dat de gol�untiein dat gebied een gelijk mengsel is van golven die in beide rihtingen bewegen, dus A = B. Ditgeeft
ψ = B

(

eikIx + e−ikIx
)

, (216)hetgeen ook geshreven kan worden als
ψ = B′

(
eikIx + e−ikIx

)

2
, (217)waar B′ een nieuwe willekeurige onstante is, gede�nieerd door de relatie B′ = 2B. De eenvoudigeombinatie van omplexe exponentiële funties geeft ons

ψ = B′ cos kIx met kI =

√
2mE

~
. (218)We kunnen ook een staande golf onstrueren door te stellen dat −A = B en vinden dan

ψ = A
(

eikIx − e−ikIx
)

, (219)hetgeen geshreven kan worden als
ψ = A′

(
eikIx − e−ikIx

)

2i
, (220)waar A′ een nieuwe willekeurige onstante is, gede�nieerd door de relatie A′ = 2iA. Dit geeftons

ψ = A′ sin kIx met kI =

√
2mE

~
. (221)56



De Shrödingervergelijking is lineair en we shrijven daarom als oplossing
ψ = A′ sin kIx+B′ cos kIx met kI =

√
2mE

~
− a/2 < x < +a/2. (222)Merk op dat we vanaf nu de aenten zullen weglaten. We kunnen eenvoudig nagaan dat wehier met een staande golf te maken hebben door te kijken naar de volledige gol�untie Ψ(x, t) =

ψ(x)e−iEt/~. Verder dient ψ(x) gelijk aan nul te zijn in het gebied buiten de put, omdat dewaarshijnlijkheidsdihtheid daar gelijk aan nul dient te zijn. Met name aan de grenzen van deput dient te gelden
ψ = 0 x = ±a/2. (223)We vinden twee klassen van oplossingen die aan deze randvoorwaarden voldoen

ψn(x) = Bn cos knx met kn = nπ
a n = 1, 3, 5, ..

ψn(x) = An sin knx met kn = nπ
a n = 2, 4, 6, ..

(224)Het quantumgetal n wordt gebruikt om de toestanden te labelen. Als we verder de relatie
k =

√
2mE/~ en de uitdrukking kn = nπ/a vinden we

En =
~

2k2
n

2m
=
π2

~
2n2

2ma2
n = 1, 2, 3, 4, 5, .. (225)We zien dat de energieën nu gequantiseerd zijn. Verder vinden we weer de nulpuntsenergie

E1 6= 0. Merk op dat dit antwoord identiek is aan hetgeen we gevonden hebben in paragraaf 4.3op basis van staande golven.De quantummehanishe theorie die in 1925 door Erwin Shrödinger werd ontwikkeld is een gene-ralisatie van het postulaat van de Broglie. Het vershilt behoorlijk van de `oude quantumtheorie'(zie hoofdstuk 3.6). Bijvoorbeeld het beeld van atoomstrutuur: in het model van Niels Bohr be-wegen elektronen in exat gede�nieerde irkelbanen rond een kern, terwijl Shrödinger werkt metwaarshijnlijkheidsgolven. In de volgende hoofdstukken zullen we trahten ons inziht signi�antte verdiepen.
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6 WISKUNDIG INTERMEZZO - II6.1 Lineaire ruimten en lineaire afbeeldingen6.1.1 Lineaire ruimtenElke verzameling, waarbinnen de elementen `opgeteld' en `met een salar vermenigvuldigd' kun-nen worden, wordt een lineaire ruimte ofwel een vetorruimte genoemd en de elementen ervanheten vetoren.De�nitie: Een verzameling L heet een lineaire ruimte over een getallenlihaam K als geldt
• ∀a,a∈L∃!c∈L[a + b = c]

• ∀p∈K,a∈L∃!b∈L[pa = b],terwijl de volgende aht axioma's gelden1. ∀a,b∈L[a + b = b + a]2. ∀a,b,c∈L[(a + b) + c = a + (b + c)]3. ∃0∈L∀a∈L[a + 0 = a]4. ∀a∈L∃−a∈L[a + (−a) = 0]5. ∀p,q∈K,a∈L[(p + q)a = pa + qa]6. ∀a,b∈L,p∈K[p(a + b) = pa + pb7. ∀p,q∈K,a∈L[p(qa) = (pq)a]8. ∀a∈L[1a = a]We hebben in hoofdstuk 1.1 reeds gezien dat vetoren aan bovenstaande axioma's voldoen.Hier bekijken we een en ander op meer abstratie wijze en het getallenlihaam K kan K ∈ R,respetievelijkK ∈ C, zijn. Men spreekt dan van een reële, respetievelijk omplexe, vetorruimte
L. In paragraaf 1.1 hebben we ons beperkt tot een disussie van reële vetorruimten. Ook indeze paragraaf beshouwen we enkel reële vetorruimten. Later zullen we de disussie uitbreidentot omplexe vetorruimten.6.1.2 EigenshappenAls L een lineaire ruimte is gelden de volgendeStellingen1. ∃!0∈L∀a∈L[a + 0 = a]2. ∀a∈L∃!−a∈L[a + (−a) = 0]De�nitie a − b ≡ a + (−b)Stellingen1. ∀a,b,c∈L[a + b = c ⇔ a = c − b]2. ∀a∈L[0a = 0]3. ∀a∈L[(−1)a = −a]4. ∀p∈R[p0 = 0] 58



6.1.3 Lineaire onafhankelijkheid, basis, dimensieDe�nitie: Een deelverzameling S van een lineaire ruimte L heet een onafhankelijke stelsel vetorenals S 6= {0}, terwijl geen enkel element van S gelijk is aan een lineaire ombinatie van andereelementen van S.Stelling 1: Als 0 ∈ S, dan is S een afhankelijk stelsel.Stelling 2: S = {a1, ..,an} is dan en slehts dan een onafhankelijk stelsel als uit ∑n
i=1 ciai = 0volgt dat ci = 0 voor alle i = 1, .., n.De�nitie: B heet een basis van de lineaire ruimte L als1. B ⊂ L,2. B een onafhankelijk stelsel is,3. elk element van L gelijk is aan een lineaire ombinatie van elementen van B.Als B = {e1, ..en} dan geldt

∀a∈L∃a1,..,an∈R

[

a =

n∑

i=1

aiei

]

. (226)Deze getallen a1 tot en met an heten de kentallen van a ten opzihte van de basis B. We noemen
(i, j,k) `de' basis van R3 van de drietallige getalgrepen.Stelling 3: Als de lineaire ruimte L een basis heeft die uit n elementen bestaat, dan bestaat elkebasis van L uit n elementen.De�nitie: De dimensie van L is het aantal elementen van de basis van L.6.1.4 Inwendig produt, norm en orthogonaliteit van vetorenDe�nitie: Een inwendig produt binnen een vetorruimte L is een afbeelding van L× L naar R,waarvoor, als (a,b) ∈ R het aan a ∈ L en b ∈ L toegevoegde getal is, geldt1. ∀a,b∈L[(a,b) = (b,a)]2. ∀a,b,c∈L[(a,b + c) = (a,b) + (a, c)]3. ∀a,b∈L,p∈R[(pa,b) = p(a,b)]4. ∀a∈L[(a,a) ≥ 0]; (a,0) = 0Het getal A · B = AB cos ∠(A;B) zullen we `het' inwendig produt in V3 noemen. Met `het'inwendig produt in Rn duiden we aan

(a,b) = (a1, .., an)









b1
.
.
.
bn









=

n∑

i=1

aibi. (227)Dit inwendig produt noteren we dus door de eerste vetor als rijvetor en de tweede als kolomve-tor te shrijven.De�nitie: De norm |a| van de vetor a is het getal √(a,a).De�nitie: De vetoren a en b zijn onderling orthogonaal dan en slehts dan als (a,b) = 0.59



6.1.5 Lineaire afbeeldingenEen afbeelding van de verzameling A naar de verzameling B is een relatie waarvan A de origi-nelenverzameling is en B de beeldverzameling omvat, terwijl elk origineel één beeld heeft (eenfuntie is dus een afbeelding).De�nitie: Een afbeelding F van de lineaire ruimte L1 naar de lineaire ruimte L2 heet een lineaireafbeelding als1. ∀a,b∈L1[F(a + b) = F(a) + F(b)] en2. ∀a∈L1,p∈R[F(pa) = pF(a)] .Merk op dat als B = {e1, .., en} een basis is van L dan is de afbeelding van L naar Rn, waarvoorgeldt dat het beeld van a =
∑n

i=1 aiei de `kentalvetor' (a1, .., an) is, een lineaire afbeelding.
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6.2 Matrixrekening6.2.1 MatriesHet stelsel van k lineaire vergelijkingen met n onbekenden x1 tot en met xn,
a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

. . .

. . .

. . .
an1x1 + an2x2 + ... + annxn = bn

(228)is volkomen gekarakteriseerd door de getalverzamelingen
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an1 an2 ... ann
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bn











. (229)Het eerste van deze getallenshema's heet een matrix van de orde k × n; deze matrix bevatnamelijk k rijen en n kolommen. De andere twee getalgroepen zijn blijkbaar kolomvetoren, dieook opgevat kunnen worden als matries van de orde n× 1, respetievelijk k × 1.De�nitie: Een matrix is een in rijen en kolommen gesorteerde getalverzameling.De getallen van die verzameling heten de elementen van de matrix. Ze worden bij voorkeur mettwee indies genoteerd, waarvan de eerste het rangnummer van de rij en de tweede dat van dekolom aangeeft.Als het aantal rijen k en het aantal kolommen n is dan heet k × n de orde van de matrix. Als
k = n dan heet de matrix een vierkante matrix van de orde n ofwel een n× n matrix.De matrix met elementen aij , (i = 1, .., k; j = 1, .., n) wordt dan wel kortweg aangeduid met

A = (aij), (k × n). (230)Opmerkingen:1. Elke rij van een matrix is op zihzelf beshouwd een rijvetor en elke kolom van de matrixeen kolomvetor.2. A = B betekent dat A en B van dezelfde orde, k × n, zijn en dat aij = bij voor elke
i = 1, .., k en elke j = 1, .., k.6.2.2 Determinant van een matrixDe determinant van de matrix A =

(
a b
c d

) is het getal
|A| = det A =

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
= ad− bc. (231)De ondermatrix Aij van de matrix A is de matrix die ontstaat als uit A de ide rij en de jdekolom weggelaten worden. 61



Voorbeeld: Als A =





1 2 3
2 5 6
1 9 2



, dan is A21 =

(
2 3
9 2

).De determinant van de vierkante matrix A, (n× n) is het getal
det A = |A| =

n∑

j=1

(−1)i+j aij |Aij |, (i = 1, . . . , n), (232)en ook
det A = |A| =

n∑

i=1

(−1)i+j aij|Aij |, (j = 1, . . . , n). (233)Dit zijn de formules voor het ontwikkelen van det A volgens de ide rij, respetievelijk volgens de
jde kolom.Voorbeeld: We ontwikkelen volgens de eerste rij.
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
−1 0 5

2 −3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1 ·
∣
∣
∣
∣

0 5
−3 1

∣
∣
∣
∣
− 2 ·

∣
∣
∣
∣

−1 5
2 1

∣
∣
∣
∣
+ 3 ·

∣
∣
∣
∣

−1 0
2 −3

∣
∣
∣
∣
= 15 + 22 + 9 = 46. (234)6.2.3 Produt van een matrix met een kolomvetorDe�nitie: Het produt van een k × n-matrix A met een n-dimensionale kolomvetor x is gelijkaan de k-dimensionale kolomvetor b waarvan het ie-element, (i = 1, .., k), gelijk is aan hetinwendig produt van de ie-rijvetor van de matrix A met de kolomvetor x.Dus als A = (aij), (k × n) en x = (xi), (n × 1), dan is b = (bi), (k × 1), waarbij bi =

∑n
j=1 aijxj , (i = 1, .., k).Het hele vergelijkingenstelsel van de paragraaf 6.2.1 kan dus genoteerd worden als Ax = b.6.2.4 Matrix als transformatie-operatorAls A = (aij), (k × n), dan de�nieert Ax = y een afbeelding van x naar Rk,

A : x(∈ Rn) → Ax(= y ∈ Rk). (235)Deze afbeelding is blijkbaar een lineaire afbeelding, want1. ∀x,y∈Rn [A(x + y) = Ax + Ay] en2. ∀x∈Rn,p∈C[A(px) = pAx].Stellingen:1. Als A = (aij), (k × n), terwijl {e1, .., en} de basis van Rn is, dan is Aei de ie-kolomvetorvan A, (i = 1, .., n).2. Als T een lineaire afbeelding is van Rn naar Rk, dan bestaat er een matrix A, (k × n),zodanig , dat voor elke x ∈ Rn geldt, dat het beeld van x onder de transformatie T (dus
Tx) gelijk is aan het produt Ax.Deze matrix A is de matrix waarvan de ie-kolomvetor, (i = 1, .., n), het T -beeld van de iebasisvetor ei van Rn (dus Tei) is. Deze A heet de transformatiematrix van de afbeelding
T . 62



6.2.5 Som van matriesAls A = (aij), (k × n) en B = (bij), (k × n), dan is de afbeelding C die aan x ∈ Rn als beeldtoevoegt Cx = Ax + Bx een lineaire afbeelding. De transformatiematrix van deze afbeelding is
C = (cij), (k × n), met cij = aij + bij , (i = 1, .., k; j = 1, .., n). (236)Deze matrix C noemen we de som van matries A en B. Merk op dat enkel matries van gelijkeorde een som hebben. De vermenigvuldiging met een kolomvetor is distributief ten opzihte vanmatrixoptelling. Bovendien is matrixoptelling ommutatief en assoiatief.Voorbeeld: Als A =

(
1 2 3
0 1 4

) en B =

(
2 3 0

−1 2 5

), dan
A + B =

(
1 + 2 2 + 3 3 + 0

0 + (−1) 1 + 2 4 + 5

)

=

(
3 5 3

−1 3 9

) (237)en
A− B =

(
1 − 2 2 − 3 3 − 0

0 − (−1) 1 − 2 4 − 5

)

=

(
−1 −1 3

1 −1 −1

)

. (238)6.2.6 Produt van salar met matrixAls A = (aij), (k ×n), dan is A +A = (aij + aij) = (2aij). Deze matrix van orde k× n noemenwe 2A. Analoog kan het produt van een matrix met een willekeurige salar gede�nieerd wordenals
pA = (paij). (239)Zowel ten opzihte van optellen van matries als van salaren is deze vermenigvuldiging distribu-tief, (p+ q)A = pA + qA en p(A + B) = pA + pB. Bovendien geldt de assoiatieve eigenshap

(pq)A = p(qA), terwijl kennelijk 1A = A.Samenvattend onluderen we dat de verzameling van matries van een bepaalde orde een lineaireruimte is.6.2.7 Produt van matriesDe�nitie: Het produt AB = C van de matrix A = (aij), (k×m) met de matrix B = (bij), (m×
n), is de matrix C = (cij), (k × n), waarvan

cij =

m∑

h=1

aihbhj, (i = 1, .., k; j = 1, .., n). (240)Het element cij van C is dus gelijk aan het inwendig produt van de ie rijvetor van A met de
je kolomvetor van B.Voorbeeld: Als A =

(
1 2 1
4 0 2

) en B =





3 −4
1 5

−2 2



, dan
AB =

(
1 2 1
4 0 2

)




3 −4
1 5

−2 2



 =

(
1(3) + 2(1) + 1(−2) 1(−4) + 2(5) + 1(2)
4(3) + 0(1) + 2(−2) 4(−4) + 0(5) + 2(2)

)

=

(
3 8
8 −12

)

.(241)Opmerkingen 63



1. De vermenigvuldiging van een matrix met een kolomvetor is een bijzonder geval van dezematrixvermenigvuldiging: een kolomvetor is immers een matrix van de orde m× 1.2. Het produt AB bestaat slehts dan als het aantal kolommen van A gelijk is aan het aantalrijen van B.Matrix vermenigvuldiging is in het algemeen niet ommutatief, AB 6= BA. Het vershil tussendeze twee volgordes noemen we de ommutator,
[A,B] ≡ AB −BA. (242)Tenslotte merken we op dat matrixvermenigvuldiging wel assoiatief is ((AB)C = A(BC) =

ABC) en distributief ((A + B)C = AC + BC en A(B + C) = AB + AC).6.2.8 Diagonale matriesOnder de hoofddiagonaal van een vierkante matrix A = (aij) van de n-de orde verstaan we degetallenrij (a11, a22, .., ann). Een diagonale matrix is een vierkante matrix A = (aij), waarvoorgeldt, dat aij = 0 als i 6= j, terwijl er minstens één i is waarvoor aii 6= 0. Alleen in dehoofddiagonaal staan dus elementen die ongelijk nul zijn.Als P een diagonale matrix is waarvan alle diagonaalelementen gelijk is aan p zijn en B eenzodanige matrix is, dat PB, respetievelijk BP bestaat, dan is volgens de de�nitie van matrix-vermenigvuldiging en vermenigvuldigen met een salar
PB = pB, respectievelijk BP = pB. (243)Een diagonale matrix, waarvan alle diagonaaltermen onderling gelijk zijn heet daarom een salairematrix. Een salaire matrix, waarvan alle diagonaaltermen gelijk zijn aan 1 wordt aangeduidmet de letter I. Zo een eenheidsmatrix I is neutraal element ten opzihte van matrixvermenig-vuldiging.6.2.9 Geadjugeerde en inverse matriesDe�nitie: De geadjugeerde matrix adj A = (αij), (n× n), van de matrix A = (aij , (n× n), is dematrix, waarvan het algemene element gelijk is aan αij = (−1)i+j |Aji|.De�nitie: Als AB = I, dan heet B een rehterinverse van A en A een linkerinverse van B.Voorbeeld: Omdat  1 2 3

1 3 3
1 2 4









6 −2 −3
−1 1 0
−1 0 1



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = I, is iedere matrix inhet produt de inverse van de ander.Stelling 1: Als A een (k × n)-matrix is, AB = Ik×k en CA = In×n, dan B = C, (n× k).Bewijs: B = In×nB = (CA)B = C(AB) = CIk×k = C.Stelling 2: Als AB = I en BA = I, dan is A vierkant.Bewijs: Als A = (aij), (k × n), dan B = (bij), (n × k), AB = I, (k × k), en BA − I, (n× n).De som van de diagonaalelementen van respetievelijk AB en BA is dan k =
∑k

i=1

∑n
j=1 aijbjien n =

∑n
j=1

∑k
i=1 aijbji, dus n = k.De�nitie: Als AB = BA = I dan heten A en B elkaars inverse matrix: A = B−1 en B = A−1.Een matrix die een inverse heeft heet regulier, terwijl een matrix die geen inverse heeft singulierheet. Iedere reguliere matrix is vierkant. Als A regulier is dan heeft Ax = b juist één oplossing,namelijk x = A−1b. 64



Door gebruik te maken van de de�nities van de determinant, kan men laten zien dat
A(adj A) = (adj A)A = (det A)I, (244)dus als det A 6= 0 en B = adj A

det A
, dan AB = BA = I. We vinden dus dat als det A 6= 0, dan is

A regulier en A−1 = adj A
det A

.Een matrix is dan en slehts dan regulier als zijn determinant ongelijk is aan nul. Een vierkantematrix is dan en slehts dan singulier als zijn determinant gelijk is aan nul.Voorbeeld: Als A =





1 −2 4
−3 1 2

5 4 −3



, dan
|A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −2 4
−3 1 2

5 4 −3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1

∣
∣
∣
∣

1 2
4 −3

∣
∣
∣
∣
− (−2)

∣
∣
∣
∣

−3 2
5 −3

∣
∣
∣
∣
+ (4)

∣
∣
∣
∣

−3 1
5 4

∣
∣
∣
∣
= −81, (245)terwijl

|A11| =

∣
∣
∣
∣

1 2
4 −3

∣
∣
∣
∣
= −11, |A12| =

∣
∣
∣
∣

−3 2
5 −3

∣
∣
∣
∣
= −1, |A13| =

∣
∣
∣
∣

−3 1
5 4

∣
∣
∣
∣
= −17, (246)

|A21| =

∣
∣
∣
∣

−2 4
4 −3

∣
∣
∣
∣
= −10, |A22| =

∣
∣
∣
∣

1 4
5 −3

∣
∣
∣
∣
= −23, |A23| =

∣
∣
∣
∣

1 −2
5 4

∣
∣
∣
∣
= 14, (247)

|A31| =

∣
∣
∣
∣

−2 4
1 2

∣
∣
∣
∣
= −8, |A32| =

∣
∣
∣
∣

1 4
−3 2

∣
∣
∣
∣
= 14, |A33| =

∣
∣
∣
∣

1 −2
−3 1

∣
∣
∣
∣
= −5, (248)zodat

adj A =





−11 10 −8
1 −23 −14

−17 −14 −5



 , dus A−1 =
1

81





11 −10 8
−1 23 14
17 14 5



 . (249)6.2.10 De getransponeerde van een matrix; symmetrishe en alternerende matriesAls A = (aij) een (k × n)-matrix is en B = (bij een (n × k)-matrix, terwijl bij = aji voor elke
i = 1, .., n en elke j = 1, .., k, dan heten A en B elkaars getransponeerde, B = AT en A = BT.Voorbeeld: De getransponeerde van A =

(
1 2 3
4 5 6

) is AT =





1 4
2 5
3 6



.1. De getransponeerde van een vierkante matrix wordt dus verkregen door die matrix te`spiegelen ten opzihte van de hoofddiagonaal'.2. De getransponeerde van een kolomvetor is een rijvetor en omgekeerd.Stellingen:1. (AT)T = A.2. (A + B)T = AT + BT.3. (AB)T = BTAT.4. Als x een kolomvetor is dan is xTx = |x|2.65



De�nities: A heet een symmetrishe matrix als A = AT.
A heet een alternerende (anti-symmetrishe of sheefsymmetrishe) matrix als AT = −A.Voorbeeld: De matrixA =





1 2 3
2 4 −5
3 −5 6



 is symmetrish, terwijl de matrixA =





0 −2 3
2 0 4

−3 −4 0



 .anti-symmetrish is.6.2.11 Orthogonale matriesDe�nitie: De matrix A heet orthogonaal als AAT = ATA = I, dus als AT = A−1.Stelling 1: Een orthogonale matrix is een matrix waarvan de rijvetoren zowel als de kolomve-toren een orthonormaal stelsel vormen (dit wil zeggen dat elke twee onderling vershillenderijvetoren, respetievelijk kolomvetoren, onderling orthogonaal zijn, terwijl al die vetoren denorm 1 hebben.Stelling 2: Als A orthogonaal is, dan geldt voor elke x (van de juiste dimensie) dat |Ax| = |x|.We onluderen dat de norm van een vetor is invariant voor een transformatie waarvan detransformatiematrix orthogonaal is. Het omgekeerde van deze stelling geldt ook: als voor eenlineaire afbeelding de norm invariant is, dan is de transformatiematrix orthogonaal.Bewijs: |Ax|2 = (Ax)T(Ax) = (xTAT)(Ax) = xT(ATA)x = xTIx = xTx = |x|2.Voorbeeld: De lineaire transformatie y = Ax =






1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

− 2√
6

0
1√
3

1√
6

1√
2




x is orthogonaal. Hetbeeld van x = (a, b, c) is y =

(
a√
3

+ b√
6
− c√

2
, a√

3
− 2b√

6
, a√

3
+ b√

6
+ c√

2

) en beide vetoren hebbenlengte √
a2 + b2 + c2.
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6.3 Vetorrekening over de omplexe ruimte6.3.1 VetorenWe generaliseren nu de onepten die we geleerd hebben van vetoren over een reële ruimtein twee opzihten. Ten eerste mogen de salaren nu omplexe getallen worden, en ten tweedebeperken we ons niet tot drie dimensies, maar beshouwen we vetoren die leven in ruimten metoneindig veel dimensies. Merk op dat een en ander redelijk rehttoe rehtaan is, maar dat weabstratie notatie gebruiken. Deze notatie sluit aan bij wat gebruikelijk is in de quantum fysia.De reden dat we dit doen, is dat we dan later onze intuitie van vetoren kunnen gebruiken voorandere systemen die dezelfde formele eigenshappen bezitten.Een vetorruimte bestaat uit een verzameling vetoren (we noteren dit als |α >, |β >, |γ >
, ...), samen met een verzameling salaren (a, b, c, ...)11, die aan twee bewerkingen - vetor optellingen salaire vermenigvuldiging - onderhevig zijn.Vetor optelling De som van twee willekeurige vetoren is een vetor,

|α > +|β >= |γ > . (250)Vetor additie is ommutatief
|α > +|β >= |β > +|α > (251)en assoiatief

|α > +(|β > +|γ >) = (|α > +|β >) + |γ > . (252)Er bestaat een nulvetor, |0 >, met de eigenshap
|α > +|0 >= |α > (253)voor elke vetor |α >. Verder bestaat er voor elke vetor |α > een geassoieerde inverse vetor,

| − α >, zodat
|α > +| − α >= |0 > . (254)Salaire vermenigvuldiging Het produt van een salar met een willekeurige vetor is eenvetor

a|α >= |γ > . (255)Het salaire produt is distributief ten opzihte van vetor optelling
a(|α > +|β >) = a|α > +a|β > (256)en ten opzihte van salaire optelling
(a+ b)|α >= a|α > +b|α > . (257)Het is ook assoiatief ten opzihte van gewone vermenigvuldiging met salaren

a(b|α >) = (ab)|α > . (258)Vermenigvuldiging met de salaren 0 en 1 heeft het gebruikelijke e�et
0|α >= |0 > en 1|α >= |α > . (259)Blijkbaar geldt er | − α >= (−1)|α >.11We beperken ons tot eenvoudige omplexe getallen, want dit is wat we voor quantum fysia nodig hebben.Wiskundig gezien zouden we ook meer geomplieerde objeten kunnen beshouwen.67



Lineaire ombinaties van vetoren Een lineaire ombinatie van de vetoren |α >, |β >
, |γ >, ... is een uitdrukking van de vorm

a|α > +b|β > +c|γ > +... (260)Een vetor |λ > wordt lineair onafhankelijk van de verzameling |α >, |β >, |γ >, ... genoemd alshet geshreven kan worden als een lineaire ombinatie van deze vetoren. Op dezelfde wijze is eenverzameling vetoren lineair onafhankelijk als elke vetor lineair onafhankelijk is van de rest. Eenverzameling vetoren spant een ruimte op als elke vetor geshreven kan worden als een lineaireombinatie van de elementen van deze verzameling. De verzameling van lineair onafhankelijkevetoren die een ruimte opspant, wordt een basis genoemd. Het aantal vetoren in een basiswordt de dimensie van de ruimte genoemd. Op dit moment nemen we aan dat de dimensie, n,eindig is.Ten opzihte van een voorgeshreven basis
|e1 >, |e2 >, |e3 >, .., |en >, (261)wordt een willekeurige vetor

|α > +a1|e1 > +a2|e2 > +..+ an|en > (262)op unieke wijze vertegenwoordigd door de (geordende) verzameling van zijn omponenten
|α >↔ (a1, a2, .., an). (263)Het is vaak eenvoudiger om met de omponenten te werken dan met de abstrate vetoren zelf.Om twee vetoren op te tellen, tel je dan de orresponderende omponenten op

|α > +|β >↔ (a1 + b1, a2 + b2, .., an + bn). (264)Vermenigvuldigen met een salar betekent
c|α >↔ (ca1, ca2, .., can), (265)terwijl de nulvetor door een reeks nullen wordt voorgesteld

|0 >= (0, 0, .., 0) (266)en de omponenten van de inverse vetor hebben het tegenovergestelde teken
| − α >↔ (−a1,−a2, ..,−an). (267)Het enige nadeel van het werken met omponenten, is dat men zih moet ommiteren tot eenbepaalde basis en dat sommige manipulaties er vershillend uit zullen zien voor iemand die ineen andere basis werkt.6.3.2 InprodutIn drie dimensies zijn we twee soorten vetorprodut tegengekomen: inprodut en uitprodut.In n-dimensionale ruimten beshouwen we enkel het inprodut. Het inprodut van twee vetoren

|α > en |β > is een omplex getal, dat we noteren als < α|β >, met de volgende eigenshappen
< β|α >=< α|β >∗, (268)

< α|α >≥ 0, en < α|α >= 0 ↔ |α >= |0 >, (269)68



< α| (b|β > +c|γ >) = b < α|β > +c < α|γ > . (270)We zien hier in een nieuwe notatie weer het vertrouwde gedrag van inproduten. Een vetorruimtemet een inprodut wordt een inprodutruimte genoemd.Omdat het inprodut van een willekeurige vetor met zihzelf een niet-negatief getal is, noe-men we dit de norm of lengte van een vetor
‖α‖ ≡

√

< α|α >. (271)Een eenheidsvetor heeft norm 1 en wordt genormaliseerd genoemd. Twee vetoren waarvanhet inprodut nul is worden orthogonaal genoemd. Een verzameling van onderling orthogonalegenormaliseerde vetoren,
< αi|αj >= δij , (272)wordt een orthonormale verzameling genoemd. Het is altijd mogelijk en bijna altijd makkelijk omeen orthonormale basis te kiezen. In dat geval kan het inprodut van twee vetoren geshrevenworden als

< α|β >= a∗1b1 + a∗2b2 + ..+ a∗nbn, (273)en (het kwadraat van de) norm wordt
< α|α >= |a1|2 + |a2|2 + ...+ |an|2, (274)en de omponenten zijn

ai =< ei|α > . (275)Een andere geometrishe grootheid die men kan generaliseren is de hoek tussen twee vetoren.In gewone vetorrekening hebben cos θ = (a · b)/|a||b|. Ehter, omdat het inprodut in hetalgemeen een omplex getal is, de�nieert de analoge formule geen reëele hoek. Het is ehter zodat de absolute waarde van deze grootheid een getal kleiner dan 1 is,
| < α|β > |2 ≤< α|α >< β|β > . (276)Dit belangrijke resultaat staat bekend als de ongelijkheid van Shwarz. We kunnen hiermee dehoek tussen |α > en |β > de�niëren als

cos θ =

√

< α|β >< β|α >
< α|α >< β|β >. (277)Voorbeeld: Stel |α >= (1+i,−i, 1) en |β >= (2+3i, 1−2i, i >. Dan is |α >∗=< α| = (1−i, i, 1).Het inprodut < α|β > is dan

< α|β >= (1 − i, i, 1)





2 + 3i
1 − 2i
i



 = (1 − i)(2 + 3i) + i(1 − 2i) + 1(i) = 7 + 3i. (278)Het inprodut < β|α > is dan
< β|α >= (2 − 3i, 1 + 2i,−i)





1 + i
−i
1



 = 7 − 3i. (279)
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6.3.3 De Gram-Shmidt proedureStel je begint met een basis (|e1 >, |e2 >, .., |en >) die niet orthonormaal is. De Gram-Shmidtproedure beshrijft hoe hem dan een orthonormale basis (|e′1 >, |e′2 >, .., |e′n >) kan genereren.Dit gaat als volgt.1. Normeer de eerste basis vetor (deel door de norm),
|e′1 >=

|e1 >
‖e1‖

. (280)2. Bereken de projetie van de tweede vetor langs de eerste en trek die eraf,
|e2 > − < e′1|e2 > |e′1 > . (281)Deze vetor is orthogonaal met |e′1 >. We normeren de vetor en vinden hiermee |e′2 >.3. Trek van |e3 > de projeties langs |e′1 > en |e′2 > af,

|e3 > − < e′1|e3 > |e′1 > − < e′2|e3 > |e′2 > . (282)De gevonden vetor is orthogonaal op |e′1 > en |e′2 >. Normeer deze vetor om |e′3 > tevinden. Enzovoort.6.3.4 Eigenvetoren en eigenwaardenBeshouw de lineaire transformatie T in 3D die bestaat uit een rotatie, om een gegeven as, overeen hoek θ. De meeste vetoren |α > zullen in een geomplieerde manier veranderen, maarvetoren die toevallig langs de draaias liggen gedragen zih eenvoudig: zij veranderen helemaalniet: T |α >= |α >. Als θ = 180◦, dan zullen vetoren die in het `equator' vlak liggen van tekenveranderen, T |α >= −|α >. In een omplexe vetorruimte heeft elke lineaire transformatie vandit soort speiale vetoren, die getransformeerd worden in eenvoudige veelvouden van zihzelf,
T |α >= λ|α >, (283)en deze worden de eigenvetoren van de transformatie genoemd, terwijl de (omplexe) getallen

λ de eigenwaarden zijn (de nulvetor telt hierbij niet mee). Merk op dat ieder veelvoud van eeneigenvetor nog steeds een eigenvetor met dezelfde eigenwaarde is.Ten opzihte van een bepaalde basis, neemt de eigenwaarde vergelijking de matrix vorm
Ta = λa (284)aan, ofwel

(T − λ1)a = 0. (285)Hierbij stelt 0 de nulmatrix voor, waarvan alle elementen gelijk aan nul zijn. Als de matrix
(T− λ1) een inverse heeft, kunnen we beide zijden van vergelijking (285) vermenigvuldigen met
(T − λ1)−1, en onluderen dan dat a = 0. We hebben ehter aangenomen dat a ongelijk aannul is en dus dient de matrix (T − λ1) singulier te zijn, hetgeen betekent dat haar determinantverdwijnt,

det(T − λ1) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(T11 − λ) T12 . . . T1n

T21 (T22 − λ) . . . T2n... ... ...
Tn1 Tn2 . . . (Tmm − λ)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0. (286)70



Expansie van de determinant levert een algebraïshe vergelijking voor λ,
Cnλ

n + Cn−1λ
n−1 + . . .+ C1λ+ C0 = 0, (287)waarbij de oë�ienten Ci van de matrixelementen van T afhangen. Dit wordt de karakteristiekevergelijking van de matrix genoemd; haar oplossingen bepalen de eigenwaarden. Merk op dathet een nde-orde vergelijking is, die dus n omplexe wortels heeft. Sommige van deze wortelskunnen hetzelfde zijn en alles wat we kunnen zeggen is dat een n × n matrix op zijn minst éénen op zijn meest n unieke eigenwaarden heeft.Voorbeeld: Vind de eigenwaarden en eigenvetoren van de matrix

M =





2 0 −2
−2i i 2i
1 0 −1



 . (288)De karakteristieke vergelijking is
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(2 − λ) 0 −2
−2i (i− λ) 2i
1 0 (−1 − λ)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −λ3 + (1 + i)λ2 − iλ = 0, (289)en de wortels zijn 0, 1 en i. Noem de omponenten van de eerste eigenvetor (a1, a2, a3), dan




2 0 −2
−2i i 2i
1 0 −1









a1

a2

a3



 = 0





a1

a2

a3



 =





0
0
0



 , (290)hetgeen de volgende drie vergelijkingen levert
2a1 − 2a3 = 0,

−2ia1 + ia2 + 2ia3 = 0,
a1 − a3 = 0.

(291)De eerste bepaalt a3 (in termen van a1), a3 = a1; de tweede bepaalt a2, a2 = 0; en de derde isredundant. We kunnen net zo goed a1 = 1 kiezen, omdat een veelvoud van een eigenvetor weereen eigenvetor is. We vinden
a(1) =





1
0
1



 , voor λ1 = 0. (292)Voor de tweede eigenvetor (we reylen dezelfde notatie voor de omponenten) hebben we




2 0 −2
−2i i 2i
1 0 −1









a1

a2

a3



 = 1





a1

a2

a3



 =





a1

a2

a3



 , (293)hetgeen leidt tot de vergelijkingen
2a1 − 2a3 = a1,

−2ia1 + ia2 + 2ia3 = a2,
a1 − a3 = a3,

(294)
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met als oplossing a3 = (1/2)a1, a2 = [(1 − i)/2]a2; deze keer kiezen we a1 = 2, zodat
a(2) =





2
(1 − i)

1



 , voor λ2 = 1. (295)Tenslotte geldt voor de derde eigenvetor




2 0 −2
−2i i 2i
1 0 −1









a1

a2

a3



 = i





a1

a2

a3



 =





ia1

ia2

ia3



 , (296)hetgeen leidt tot de vergelijkingen
2a1 − 2a3 = ia1,

−2ia1 + ia2 + 2ia3 = ia2,
a1 − a3 = ia3,

(297)met als oplossing a3 = a1 = 0, terwijl a2 onbepaald is. We kiezen a2 = 1 en onluderen
a(3) =





0
1
0



 , voor λ3 = i. (298)6.3.5 Geonjugeerde en Hermitishe matriesDe (omplex) geonjugeerde van een matrix A = (aij) wordt aangeduid met A∗ en wordt verkre-gen door de omplex toegevoegde van elk element te nemen A∗ = (a∗ij).Voorbeeld: Als A =

(
1 + 2i i

3 2 − 3i

), dan is A∗ =

(
1 − 2i −i

3 2 + 3i

).Een matrix is reëel als alle elementen reëel zijn, A∗ = A, en imaginair als alle elementen imaginairzijn, A∗ = −A.De Hermitish geonjugeerde (of Hermitish toegevoegde) van een matrix A = (aij) wordt aange-duid met A† en wordt verkregen door transponeren en omplex onjugeren, A† = (a∗ji).Met deze notatie kunnen we het inprodut van twee vetoren, ten opzihte van een orthogonalebasis, shrijven als
< α|β >= a†b. (299)Evenzo als bij een getransponeerde matrix, geldt voor de Hermitish toegevoegde van een produtdat
(AB)† = B†A†. (300)Een vierkante matrix is Hermitish als hij gelijk is aan zijn Hermitish geonjugeerde, A† =

A; als Hermitishe onjugatie een minteken introdueert, dan wordt de matrix anti-Hermitishgenoemd.Voorbeeld: De matrix A =





i 1 − i 2
1 + i 3 i

2 −i 0



 is Hermitish.We hebben gezien dat voor de Hermitish geonjugeerde van een matrix geldt dat A† = AT∗.De Hermitish geonjugeerde van een lineaire transformatie, A† geeft, als hij wordt toegepast72



op het eerste lid van een inprodut, hetzelfde resultaat als wanneer A zou zijn toegepast op detweede vetor,
< A†α|β >=< α|Aβ > (301)voor alle vetoren |α > en |β >. Voor de duidelijkheid, |Aβ > betekent A|β > en < A†α|β >betekent het inprodut van de vetor A†|α > met de vetor |β >. Merk op dat
< α|cβ >= c < α|β >, (302)maar
< cα|β >= c∗ < α|β > (303)voor elke salar c. Voor een lineaire transformatie kunnen we nu shrijven

< α|Aβ >= a†Ab = (A†a)†b =< A†α|β > . (304)Als de matrix Hermitish is, T = T†, dan kunnen we het bovenstaande shrijven als
< α|Tβ >=< Tα|β >=< α|T |β > . (305)Hermitishe transformaties spelen een fundamentele rol in de quantummehania. De eigenve-toren en eigenwaarden van een Hermitishe transformatie bezitten drie ruiale eigenshappen.1. De eigenwaarden van een Hermitishe transformatie zijn reëel.Bewijs: Stel dat λ een eigenwaarde van T is, T |α >= λ|α >, met |α > 6= |0 >. Dan geldt
< α|Tα >=< α|λα >= λ < α|α > . (306)Als T Hermitish is, dan geldt ook

< α|Tα >=< Tα|α >=< λα|α >= λ∗ < α|α > . (307)Omdat < α|α > 6= 0, geldt λ = λ∗ en is λ dus reëel.2. De eigenvetoren van een Hermitishe transformatie die horen bij aparte eigenwaarden zijnorthogonaal.Bewijs: Stel dat T |α >= λ|α > en T |β >= µ|β >, met λ 6= β. Dan geldt
< α|Tβ >=< α|µβ >= µ < α|β >, (308)en als T Hermitish is, dan

< α|Tβ >=< Tα|β >=< λα|β >= λ∗ < α|β > . (309)Maar λ = λ∗ (zie hierboven) en de aanname was dat λ 6= µ. Dientengevolge is < α|β >= 0.3. De eigenvetoren van een Hermitishe operator spannen de ruimte op.Opmerking: Wanneer alle n wortels van de karakteristieke vergelijking vershillend zijn,dan hebben we n onderling orthogonale eigenvetoren en kunnen deze vetoren vanzelf-sprekend de ruimte opspannen. De zaak wordt ingewikkeld als de eigenwaarden ontaardzijn en dezelfde wortels optreden. We dienen dan lineaire ombinaties te vormen en dienenvervolgens te bewijzen dat we hiermee ook lineair onafhankelijke eigenvetoren verkrijgen.Vervolgens kunnen we deze vetoren orthonormaliseren met de Gram-Shmidt proedure.73



6.3.6 Unitaire matriesDe�nitie: Een matrix is unitair als haar inverse gelijk is aan haar Hermitish geonjugeerde,
A† = A−1. De kolommen van een unitaire matrix vormen een orthonormale set, evenals haarrijen.Merk op dat terwijl de elementen van een orthogonale matrix in Rn liggen, liggen de elementenvan een unitaire matrix in de ruimte Cn.Unitaire transformaties behouden het inprodut in de zin dat geldt

< Uα|Uβ >=< α|β > (310)voor alle vetoren |α > en |β >.
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7 GRONDSLAGEN VAN DE QUANTUMMECHANICA7.1 Operatoren en omplexe funties7.1.1 InleidingEr zijn vele manieren om quantummehania te leren: historish, empirish, Hamiltonish, axio-matish enz. We kiezen hier de axiomatishe wijze omdat die het snelst tot een niveau leidtwaarbij we de belangrijkste elementaire problemen te lijf kunnen gaan. De grootste hindernis ishet overwinnen van de abstrate en ongewone taal. We zullen hier beginnen met de benodigdewiskundige ahtergrond.David Hilbert heeft ingezien dat funties zih formeel net zo gedragen als vetoren. Dit kanmen logish aannemelijk maken door te bewijzen dat funties voldoen aan dezelfde axiomas alsvetoren, waaruit dan alle eigenshappen van de vetorruimte volgen. De funties bouwen ookeen dergelijke ruimte op, die de Hilbertruimte genoemd wordt.
• Een n-dimensionale vetor a wordt gede�nieerd door aan elke heeltallige waarde van deindex i (i = 1, ..., n) een getal toe te voegen, dat de omponent ai van de vetor voorstelt.Een funtie f wordt gede�nieerd door aan elke waarde van het argument x (meestal met

−∞ < x <∞) een getal toe te voegen, dat de funtiewaarde f(x) voorstelt.
• Twee vetoren a en b kunnen worden opgeteld tot een nieuwe vetor c, indien men voorelke index i de omponenten ai en bi optelt en de som gelijk stelt aan ci.Twee funties f en g kunnen worden opgeteld tot een nieuwe funtie h, indien men voorelk argument x de funtiewaarde f(x) en g(x) optelt en de som gelijk stelt aan h(x).
• Het inprodut < a|b > van twee vetoren a en b wordt verkregen door voor elke index detwee omponenten a∗i en bi te vermenigvuldigen. De som van al deze produten wordt hetinprodut genoemd,

< a|b >= (a,b) = a†b =

n∑

i=1

a∗i · bi. (311)Het inprodut < f |g > van twee omplexe funties f en g wordt verkregen door voor elkargument x de funtiewaarden te vermenigvuldigen. De integraal van al deze produtenwordt het inprodut12 genoemd,
< f |g >=

∫ ∞

−∞
f∗(x) · g(x)dx. (312)

• De lengte of norm van een vetor of funtie wordt gede�nieerd als de wortel uit het inpro-dut van de vetor of funtie met zihzelf,
|a| =

√

< a|a >, |f | =
√

< f |f >. (313)
• De hoek φ tussen twee vetoren of funties wordt ook met behulp van het inprodutgede�nieerd,

cosφ =

√

< a|b >< b|a >
< a|a >< b|b >, cosφ =

√

< f |g >< g|f >
< f |f >< g|g >. (314)12Merk op dat geldt < f |g >∗=< g|f >. Verder dienen de funtie kwadratish integreerbaar te zijn,

∫
|f(x)|2dx <∞, anders bestaat het inprodut van f met zihzelf al niet.75



• Twee vetoren of funties zijn orthogonaal als hun salair produt gelijk is aan nul,
a ⊥ b ↔ < a|b >= 0, f ⊥ g ↔ < f |g >= 0. (315)

• Twee vetoren of funties zijn parallel als de een uit de andere verkregen kan worden doorte vermenigvuldigen met een salar,
a‖b ↔ a = cb, f‖g ↔ f = cg. (316)Na al deze overeenstemmingen willen we op het wezenlijke vershil tussen een vetor en een funtiewijzen: een funtie is een vetor met oneindig veel dimensies. Hierdoor hebben twee funties veelmeer mogelijkheden om niet parallel te zijn in vergelijking met twee vetoren. Funties hebbenbijvoorbeeld meer mogelijkheden orthogonaal te zijn.7.1.2 Bases in de Hilbert ruimteWe beshouwen de verzameling P (N) van alle polynomen van de graad < N ,

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · + aN−1x

N−1, (317)op het interval −1 ≤ x ≤ 1. De funties zijn op dit domein zeker kwadratish integreerbaar en wehebben dus een bona �de inprodut ruimte. Een voor de hand liggende basis is de verzameling
|e1 >= 1, |e2 >= x, |e3 >= x2, · · · , |eN >= xN−1. (318)We hebben duidelijk te maken met een N -dimensionale vetor ruimte. De basis is ehter nietorthonormaal, want we zien bijvoorbeeld diret dat
< e1|e1 >=

∫ 1

−1
1dx = 2, < e1|e3 >=

∫ 1

−1
x2dx =

2

3
. (319)We kunnen nu de Gram-Shmidt proedure toepassen, teneinde de basis te orthonormaliseren.Als we dat doen vinden we de Legendre polynomen, Pn(x), behalve dan dat Legendre niet zo opde normering gelet heeft,

|e′n >=

√

n− 1

2
Pn−1(x), (n = 1, 2, N). (320)De eerste paar Legendre polynomen worden in table 2 getoond.Tabel 2: Enkele van de eerste Legendre polynomen, Pn(x).

P0 = 1
P1 = x
P2 = 1

2 (3x2 − 1)
P3 = 1

2 (5x3 − 3x)
P4 = 1

8 (35x4 − 30x2 + 3)
P5 = 1

8 (63x5 − 70x3 + 15x)Als tweede voorbeeld beshouwen we de verzameling T (N) van alle goniometrishe funties vande vorm
f(x) =

N−1∑

n=0

[an sin (nπx) + bn cos (nπx)] , (321)76



op het interval −1 ≤ x ≤ 1. Ook nu kunnen we laten zien dat
|en >=

1√
2
einπx, (n = 0,±1, · · · ,±(N − 1)) (322)een orthonormale basis vertegenwoordigt. Hierdoor kunnen we een willekeurige funtie shrijvenals een lineaire ombinatie van deze basis funties. Hierop berust de Fourieranalyse.7.1.3 Matries en operatorenEen kwadratishe matrix kan voorgesteld worden door een kwadratish getallenshema. Bijvoor-beeld voor n = 3,

M = mik =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 . (323)De belangrijkste matrixoperatie is de vermenigvuldiging met een vetor a. Het resultaat vandeze operatie is een andere vetor: b = Ma = mikak, waarbij deze vetor b als omponenten
bi =

∑n
k=1mikak heeft. De omponent i is het inprodut van rij i van de matrix met de vetor

a. Men kan ook stellen dat de matrix M uit de vetor a een andere vetor b genereert. Preiezergeformuleerd is de matrix een lineaire vetorfuntie. Hiermee wordt bedoeld dat net zoals eenfuntie f aan elk getal x een ander getal f(x) toevoegt, voegt een matrix aan elke vetor a eenandere vetor b = Ma toe. Lineair betekent in dit verband dat in het algemeen geldt dat
M(a + b) = Ma + Mb. (324)Een operator is voor funties hetzelfde als een matrix is voor vetoren. Een operator Agenereert uit elke funtie f een andere funtie g = Af . Preiezer geformuleerd voegt een lineaireoperator aan elke funtie f een andere funtie g = Af toe, waarbij
A(f1 + f2) = Af1 + Af2. (325)Andere voorbeelden van operatoren worden gegeven in tabel 3.Tabel 3: Enkele voorbeelden van operatoren die werken op een funtie en hieruit een nieuwefuntie genereren.Voorbeeld AtieAdditie van een onstante Af = f + aVermenigvuldiging met een onstante Af = afVermenigvuldiging met x Af = xfDi�erentiëren naar x Af = d

dx fIntegraaloperator met `kernel' K(x, x′) Af =
∫
K(x, x′)f(x′)dx′ = g(x)7.1.4 Eigenfunties en eigenwaardenEen operator heeft op een funtie, net zoals een matrix dat heeft op een vetor, in het algemeentwee aties: hij strekt de funtie (verandert de lengte) en hij roteert de funtie (verandert derihting). Voor deze rotatie zijn er bij oneindig veel dimensies buitengewoon veel mogelijkheden.77



Van belang zijn vooral die gevallen waarbij een rotatie ahterwege blijft, waarbij de funtie Afparallel is aan de funtie f ,
Af = af . (326)Funties die door een gegeven operator niet geroteerd worden heten de eigenfunties van dieoperator. De bijbehorende waarden van a heten de eigenwaarden van de operator. Als erbij dezelfde eigenwaarde meerdere eigenfunties horen, dan noemt men die eigenwaarden eneigenfunties ontaard.In de quantummehania is een speiale klasse van operatoren van bijzonder belang: deHermitishe operatoren. Een Hermitish operator voldoet aan de de�nitie

< f |Ag >=< Af |g >, (327)voor alle funtie f en g. De eigenfunties en eigenwaarden van Hermitishe operatoren hebben eenaantal belangrijke eigenshappen. De eigenwaarden van een Hermitishe operator zijn reëel ende eigenvetoren die horen bij vershillende eigenwaarden zijn orthogonaal. De derde eigenshap,ompleetheid van de eigenvetoren, is in het algemeen slehts geldig in een eindig-dimensionaleruimte. In oneindig dimensionale ruimten hebben sommige Hermitishe operatoren een om-plete verzameling eigenvetoren, sommige hebben een niet-omplete verzameling, en sommigehebben helemaal geen eigenvetoren in die ruimte. In de quantum fysia is de eigenshap vanompleetheid absoluut essentieel en de eigenfunties van de meest voorkomende Hermitisheoperatoren hebben behalve hun orthogonaliteit deze belangrijke eigenshap van volledigheid:men kan elke willekeurige funtie ontwikkelen in deze eigenfunties, net zoals men funties kanFourier-ontwikkelen naar de eveneens orthogonale funties sinnx en cosnx. Op deze generali-satie van de Fourier-ontwikkeling berusten de meeste benaderingsmethoden die gebruikt wordenin de quantummehania. We zullen later zien hoe we hier mee omgaan.
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7.2 Grondslagen van de quantummehania7.2.1 AxiomasDe axiomas waarop de quantummehania gebaseerd is, zijn minder evident dan bijvoorbeelddie van de mehania van Newton en drukken het wezenlijk nieuwe idee uit dat niet alle fysishegrootheden onder alle omstandigheden een nauwkeurig bepaalde waarde hebben.1. De toestand van een systeem wordt door een toestandsfuntie ψ voorgesteld.2. Iedere fysishe grootheid orrespondeert met een Hermitishe operator.3. Een toestand van een systeem, waarin een fysishe grootheid A een nauwkeurig bepaalde(zogenaamde sherpe) waarde heeft, moet door een eigenfuntie van de orresponderendeoperator beshreven worden. De waarde van de grootheid A is de bijbehorende eigenwaarde
a.4. Als de fysishe grootheid A, gekenmerkt door de operatorA, voor een systeem dat beshrevenwordt door de toestandsfuntie ψ geen sherp bepaalde waarde heeft, dan kan men toheen verwahtingswaarde aangeven, namelijk

< A >=< ψ|Aψ >=

∫

ψ∗(x, t)Aψ(x, t)dx. (328)Indien de metingen aan het systeem in dezelfde toestand meerdere malen worden uitge-voerd, dan vindt men voor de gemiddelde waarde van A preies de waarde < A >.We zullen nu trahten deze axiomas toe te lihten. We houden hierbij dezelfde volgorde aan.Ad. 1: De toestandsfuntie ψ geeft alle informatie over een systeem. De funtie ψ zelf is ehterniet observabel.Ad. 2: De verwahtingswaarde van de observabele A voor een systeem beshreven door toestand
ψ wordt gegeven door

< A >=< ψ|Aψ >=

∫

ψ∗Aψdr. (329)Deze verwahtingswaarden zijn reële grootheden (zoals plaats en energie) en er dient duste gelden dat
< ψ|Aψ >=< ψ|Aψ >∗=< Aψ|ψ > . (330)Dit is equivalent met

∫

ψ∗Aψdr =

∫

ψ(Aψ)∗dr =

∫

(Aψ)∗ψdr. (331)Een operator die voldoet aan bovenstaande ondities wordt een Hermitishe operator ge-noemd en we onluderen dat observabelen dienen overeen te komen met Hermitisheoperatoren.Het is mogelijk om de eis tot Hermitiiteit algemener op te shrijven, waarbij de onditiegegeven door vergelijking (331) voor de Hermitiiteit van een operator equivalent is metde onditie dat voor twee willekeurige toestanden ψ1 en ψ2 geldt dat
< Aψ1|ψ2 >=< ψ1|Aψ2 >=< ψ1|A|ψ2 > . (332)79



Bovenstaande uitdrukking is equivalent met
∫

ψ∗
1Aψ2dr =

∫

(Aψ1)
∗ψ2dr. (333)Bewijs: Teneinde het bovenstaande te bewijzen beshouwen we de toestand

ψ = c1ψ1 + c2ψ2, (334)waarbij c1 en c2 willekeurige omplexe getallen zijn. Als we deze toestand invullen invergelijking (331), dan vinden we
2∑

m,n=1

c∗mcn

[∫

ψ∗
mAψndr −

∫

(Aψm)∗ψndr

]

= 0 (335)en dit geldt voor willekeurige c1 en c2. Hieruit volgt vergelijking (333) als we aannemendat
A(c1ψ1 + c2ψ2) = c1Aψ1 + c2Aψ2. (336)We noemen een operator met deze eigenshap een lineaire operator.Ad. 3: We vragen ons af of er toestanden ψ bestaan waarvoor het resultaat van metingenvan de observabele A uniek is, dus waarbij metingen van A altijd tot dezelfde waardeleiden. In het algemeen weten we dat het uitvoeren van meerdere metingen aan identiekgeprepareerde systemen in de toestand ψ zullen leiden tot resultaten met een spreiding

∆A rond de meest waarshijnlijke waarde < A >. Als een maat voor de spreiding nemenwe de standaarddeviatie ∆A, gede�nieerd door
(∆A)2 =

∫

ψ∗(A− < A >)(A− < A >)ψdr

=

∫

[(A− < A >)ψ]∗ [(A− < A >)ψ] dr

=

∫

|(A− < A >)ψ|2dr. (337)Hieruit volgt dat ∆A = 0 als
Aψ = aψ, (338)waarbij a een getal is waarvoor geldt dat
< A >= a. (339)Vergelijking (338) vertegenwoordigt een uitermate belangrijk resultaat. Het stelt dat eenmeting aan een systeem in een eigentoestand van de Hermitishe operator, als resultaatmet zekerheid de bijbehorende eigenwaarde geeft.Een fysishe observable van een systeem orrespondeert met een Hermitishe operator in detheorie. Deze operator heeft een spetrum van eigenwaarden en eigenfunties. We hebben

Aψn = anψn. (340)Resultaten van metingen van de observable A zullen orresponderen met eigenwaarden anvan deze operator. Na een meting wordt de toestand van het systeem beshreven door debijbehorende eigenfuntie ψn van deze operator.80



Ad. 4: De eigenfunties van een Hermitishe operator hebben de belangrijke eigenshap dat zeeen orthonormaal stelsel vormen. Er geldt
< ψm|ψn >=

∫

ψ∗
mψndr = δmn =

{
1, m = n,
0, m 6= n.

(341)Een andere belangrijke eigenshap van Hermitishe operatoren is dat de verzameling eigen-funties, ψ1, ψ2, .., een omplete set vormen. Dit betekent dat een willekeurige toestands-funtie ψ van het systeem geëxpandeerd kan worden in termen van de eigenfunties vaneen willekeurige Hermitishe operator als
ψ =

∑

cnψn. (342)Indien we bovenstaande vergelijking vermenigvuldigen met ψ∗
m en vervolgens integreren,waarbij we gebruik maken van de orthonormaliteitsrelaties, dan verkrijgen we voor deexpansieoë�ienten

cm =

∫

ψ∗
mψdr. (343)Met behulp van het expansietheorema (vergelijking (342)), kunnen we de waarshijnlijk-heidsverdeling a�eiden voor de resultaten van metingen van A. De verwahtingswaardevan de observabele A voor een systeem beshreven door toestand ψ wordt gegeven door

< A >=< ψ|A|ψ >=

∫

ψ∗Aψdr. (344)Indien we gebruik maken van het expansietheorema, ψ∗ =
∑

m c
∗
mψ

∗
m en ψ =

∑

n cnψn,dan vinden we
< A >=

∑

m

∑

n

c∗mcn

∫

ψ∗
mAψndr. (345)Vervolgens maken we gebruik van de eigenwaardenvergelijking Aψn = anψn en vinden

< A >=
∑

m

∑

n

c∗mcn

∫

anψ
∗
mψndr. (346)Tenslotte gebruiken we de orthonormaliteitsrelaties ψ∗

mψn = δmn en verkrijgen
< A >=

∑

n

|cn|2an. (347)Hieruit onluderen we dat voor een systeem in toestand |ψ > een meting van de grootheid
A de waarde an levert met een waarshijnlijkheid

P (an) = |cn|2 = |
∫

ψ∗
nψdr|2. (348)Uit de normering van de toestandsfuntie volgt dat

∫

ψ∗ψdr = 1, (349)en als we nu gebruik maken van het expansietheorema en de orthonormaliteits relaties, danvinden we ∑

n

|cn|2 = 1. (350)81



In dat geval geldt dus ook
∑

n

P (an) = 1, (351)waaruit we onluderen dat de enige mogelijke waarden die verkregen kunnen worden bijeen meting van de observabele A, de eigenwaarden a1, a2, ... zijn.We komen dus tot de opmerkelijke onlusie dat in welke toestand |ψ > het systeem ook is,als resultaat van een meting kunnen enkel eigenwaarden zoals a1 en a2 gevonden wordenen niet bijvoorbeeld een waarde tussen a1 en a2. Dit is volledig anders dan we op basisvan de klassieke fysia zouden verwahten. Dit gedrag is volledig in overeenstemming metexperimentele resultaten.7.2.2 Operatoren voor plaats en impulsWe dienen nu enkel nog te weten wat de operatoren zijn die orresponderen met de desbetre�endefysishe grootheden. Helaas kunnen deze niet algemeen afgeleid worden en dient men analogiën tegebruiken. De juiste operator is die, waarvoor men in het grensgeval met de klassieke mehaniade bekende klassieke resultaten verkrijgt. Dergelijke analogiën worden bijzonder duidelijk indienmen de klassieke mehania uitdrukt in het Hamilton en Lagrange formalisme (hetgeen we hierniet zullen doen). Op deze wijze vindt men dat de operator van de positie x overeenkomt methet vermenigvuldigen met de variabele x,
xψ = xψ. (352)De operator van de impulsomponent px orrespondeert met de partiële afgeleide naar x,

pxψ =
~

i

∂

∂x
ψ. (353)We vragen ons af hoe de toestanden er uitzien, waarvoor de deeltjes een sherpe waarde van deimpulsomponent px hebben. In dat geval dient hun toestandsfuntie ψ een eigenfuntie van deimpulsoperator zijn,

pxψ =
~

i

∂

∂x
ψ = pxψ. (354)Enkel een exponentiële funtie is evenredig met zijn eigen afgeleide en daarom wordt een toestandmet sherp gede�nieerde impuls geshreven als

ψ = ψ0e
i
~
pxx. (355)Het reële deel hiervan is een harmonishe golf die geshreven kan worden als

ψ0 cos
px
~
x = ψ0 cos

2π

λ
x, (356)waarbij de gol�engte gelijk is aan λ = h

p zoals vereist door de Broglie. Enkel harmonishe ψgolven hebben een sherp bepaalde impuls. Nuttig is de afkorting k = 2π
λ , met k het golfgetal,waarmee de impulseigenfuntie geshreven kan worden als

ψ = ψ0e
ikx. (357)Het is iets geomplieerder om de vraag te beantwoorden welke toestanden orresponderenmet een deeltje dat zih op een sherp bepaalde positie bevindt, bijvoorbeeld op positie x = a.In dat geval dient ψ een eigenfuntie van de plaatsoperator te zijn,

xψ = xψ = aψ. (358)82



Hierbij dient vermenigvuldigen met de variabele x overeen te komen met vermenigvuldigen metde onstante a. Als we dat proberen, dan vinden we dat hiervoor de funtie ψ overal gelijk aannul dient te zijn, behalve bij x = a! Deze funtie, die overal nul is behalve op de positie x = a,waar ze oneindig is, heet de δ-funtie. Men kan zih deze funtie voorstellen als bijvoorbeeld eenGaussverdeling waarvan de breedte steeds kleiner wordt, maar waarvan het maximum tegelijker-tijd steeds hoger wordt. Indien ψ(x) geen δ-funtie is, dan heeft x geen sherpe waarde en kanhet deeltje zih overal bevinden. Volgens de axiomas van de quantummehania wordt de meestwaarshijnlijke positie dan gegeven door
< x >=< ψ|x|ψ >=

∫ +∞

−∞
ψ∗(x)xψ(x)dx =

∫ +∞

−∞
xψ2(x)dx. (359)Deze vergelijking ziet er hetzelfde uit die voor de gemiddelde waarde van een grootheid x, waarvanwe enkel de waarshijnlijkheidsverdeling P (x) kennen,

< x >=

∫ +∞

−∞
xP (x)dx, (360)indien we ervan uitgaan dat P (x) op de juiste wijze genormeerd is.Dan geldt namelijk dat ∫ +∞

−∞ P (x)dx = 1. Men kan ψ2(x)dx dus interpreteren als de waar-shijnlijkheid13 dat bij een meting het deeltje in het interval tussen x en x + dx zou wordenaangetro�en.7.2.3 De onzekerheidsrelaties van HeisenbergHet is duidelijk dat een eigenfuntie van impuls (een harmonishe golf) niet tegelijkertijd eeneigenfuntie van de plaats (δ-funtie) kan zijn. Er bestaat dus geen toestand, waarin een deeltjetegelijkertijd een sherp bepaalde impuls px en een sherp bepaalde positie x heeft. Men kanzelfs zeggen dat voor een toestand met sherp bepaalde impuls de positie volledig onbepaald isen omgekeerd.Een voorwaarde voor het bestaan van een verwahtingswaarde van de plaats is dat de golf-funtie ψ van het deeltje ergens (of op meerdere plaatsen) geonentreerd is. Voor het bestaanvan de verwahtingswaarde van de impuls, dient deze op zijn minst een golfkarakter te hebben.Een redelijk ompromis wordt bijvoorbeeld gegeven door de funtie in Fig. 32.Een dergelijk golfpakket kan volgens de Fourieranalyse worden opgebouwd uit een grootaantal vlakke golven van de vorm (355), ehter met vershillende waarden voor p, dus metvershillende gol�engten. Deze impulsen dienen in een bepaald gebied ∆p te liggen en men dienter dan verder nog voor te zorgen dat de fasen zó gekozen zijn dat men een maximum reëert opde positie x = a. Op alle andere plaatsen kloppen de fasen dan niet meer, indien men oneindigveel waarden voor p gebruikt (in geval van een eindig aantal p-waarden krijgen we periodiekeherhalingen). We hebben in paragraaf 2.3.4 getoond, dat een dergelijke superpositie een breedte
∆x heeft, die met de breedte van het gebruikte gol�engtegebied samenhangt volgens

∆x ≈ λ2

∆λ
. (361)Volgens de relatie van de Broglie is dat identiek aan

∆x ≈ h

∆px
. (362)13Merk op dat in het geval van een omplexe toestandsfuntie deze waarshijnlijkheid gegeven wordt door

ψ∗ψdx. 83



Figuur 32: Superpositie van golven die gekozen zijn uit een nauw gol�engtegebied levert eengol�untie met een niet al te grote spreiding in positie.Dit is de onzekerheidsrelatie van Heisenberg.We zullen nu bovenstaande relatie a�eiden voor het geval dat de gewenste positie van hetdeeltje x = 0, de gemiddelde impuls px, en het voor de superpositie gebruikte impulsgebied gelijkis aan (px − ∆p
2 , px + ∆p

2 ). Al deze partiële golven zijn vertegenwoordigd met gelijke amplitude.Dus met andere woorden: we weten niet welke impulswaarde uit dit gebied een voorkeur heeft,maar enkel dat de impuls in dit gebied ligt. Alle waarden in dit gebied zijn even waarshijnlijk!We vinden de toestandsfuntie door superpositie en integreren dus over alle partiële golven,
ψ(x) ∝

∫ px+∆p
2

px−∆p
2

e
ixp
~ dp =

~

ix
e

ixpx
~

(

e
ix∆p
2~ − e−

ix∆p
2~

)

=
2~

x
sin

x∆p

2~
e

ixpx
~ . (363)Dit is een vlakke golf, waarvan de amplitude met de fator sin z

z gemoduleerd is (z = ∆p
2~
x).Deze funtie heeft preies de vorm zoals getoond in Fig. 32. Het hoofdmaximum ligt tussen dewaarden z = −π

2 en z = +π
2 en heeft een breedte

∆z = π, en dus ∆x =
h

∆p
, (364)waaruit de onzekerheidsrelatie van Heisenberg volgt.Als we de operatoren beshouwen, dan uit zih de onzekerheidsrelatie in het feit dat de plaats-en impulsoperator niet verwisselbaar zijn. Men krijgt vershillende resultaten als men op eenfuntie eerst de plaats- en dan de impulsoperator laat werken of omgekeerd,

pxx f =
~

i

∂

∂x
(xf) =

~

i

(

f + x
∂f

∂x

) (365)en
xpx f = x

~

i

∂

∂x
f =

~

i
x
∂f

∂x
. (366)Het vershil van beide uitdrukkingen bedraagt

(pxx− xpx)f =
~

i
f (367)84



en toont dat iedere funtie een eigenfuntie is van de operator pxx − xpx met een eigenwaardegelijk aan ~

i . We gebruiken voor het operatorvershil de notatie [px,x] = pxx−xpx en noemen
[px,x] de ommutator van px en x. Onafhankelijk van de keuze van f kan men dus de zuivereoperatorvergelijking

[px,x] = pxx − xpx =
~

i
(368)opshrijven. Dit is een van de verwisselingsrelaties. Wat de impuls betreft zijn er natuurlijkdrie, voor elke oördinaat één. Ook bestaat er een dergelijke relatie tussen energie en tijd. Zegeven de abstrate voorstelling van de onzekerheidsrelaties, die gewoonlijk als volgt geformuleerdwordt: `Het is onmogelijk de plaats en impuls van een deeltje of het tijdstip en energie van eengebeurtenis, in het algemeen een paar geonjugeerde grootheden tegelijkertijd sherp te bepalen.Bij een dergelijke meting resteren er altijd onzekerheden ∆x en ∆px, respetievelijk ∆t en ∆E,waarvan het produt prinipieel niet kleiner gemaakt kan worden dan ~.'7.2.4 Shrödingervergelijking als eigenwaardenvergelijkingWe hebben tot nu toe steeds over slehts één impulsomponent gesproken, terwijl er toh drieomponenten bestaan. De hiermee orresponderende operatoren ~

i
∂
∂x , ~

i
∂
∂y en ~

i
∂
∂x kunnen in eenvetor worden samengevat,

p =
~

i

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

=
~

i
∇. (369)De operator die orrespondeert met de volledige impulsvetor van een deeltje is dus de gradiëntoperator, vermenigvuldigd met ~

i . De operator voor de kinetishe energie van een deeltje kanmen analoog aan de klassieke uitdrukking Ekin = p2

2m uit de impulsoperator opbouwen,
Ekin =

p2

2m
= − ~

2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

= − ~
2

2m
∆. (370)De operator die orrespondeert met de kinetishe energie is dus op de fator − ~2

2m na de Laplaeoperator (met de�nitie ∆ ≡ ∇ · ∇).De plaatsoperator werkt door een eenvoudige vermenigvuldiging met de oördinaat of al-gemener met de plaatsvetor r. Elke fysishe grootheid die enkel een funtie van de plaatsoör-dinaten is, heeft eveneens een orresponderende operator, waarvan de werking bestaat uit eeneenvoudige vermenigvuldiging met deze funtie. Dit is bijvoorbeeld het geval voor de poten-tiële energie U(r) van een onservatief krahtveld. De wet van behoud van energie, waarbij hetgaat om de som van de kinetishe en potentiële energie, kan als de volgende operatorvergelijkinggeshreven worden,
E = Ekin + Epot = − ~

2

2m
∆ + U(r). (371)Uit zowel het Hamiltonformalisme als de relativiteitstheorie is het plausibel te maken dat deenergieoperator op dezelfde manier met de tijd in verband staat als de impulsoperator met deplaats14,

E = i~
∂

∂t
. (372)De operator die de tijd bepaalt, analoog aan de plaatsoperator, bestaat uit een eenvoudigevermenigvuldiging met t. Hieruit volgt diret een verwisselingsrelatie tussen energie en tijd die14Merk op dat men de operator ook als E ≡ ~

i
∂
∂t

aantreft, die van onze de�nitie vershilt in een minteken. Ditvershil in keuzemogelijkheid hebben we uitgelegd in paragraaf 5.1.85



overeenkomt met een orresponderende onzekerheidsrelatie, analoog aan die tussen plaats enimpuls,
[E, t] = Et− tE = i~ (373)en dus

∆E · ∆t ≈ ~. (374)We vragen ons nu af hoe de eigenfunties van de energieoperator E eruit zien. Wat zijn detoestanden met een sherp bepaalde waarde voor de energie? Geheel analoog aan de disussievan de impulseigenfunties zoeken we nu de oplossingen van de eigenwaardevergelijking
Eψ = i~

∂

∂t
ψ = Eψ (375)van de vorm

ψ = ψ0e
iEt

~ , (376)die harmonishe osillaties voorstellen met hoekfrequentie ω = E
~
, dus met frequentie

ν =
E

h
. (377)Dit noemen we de tweede vergelijking van de Broglie en hij herinnert aan de quantisatie diePlank oplegde aan liht. We zien dat zowel materie- als lihtgolven met frequentie ν een energie

E = hν hebben.Een toestandsfuntie die overeenkomt met een sherpe waarde voor de energie orrespondeertdus met een harmonishe trilling op ieder punt in de ruimte. Het is een staande golf! Teneindedeze golf volledig te kenmerken moeten we nog de ruimtelijke verdeling van haar amplitudeaangeven,
ψ(r, t) = φ(r) · eiωt. (378)De energieoperator gegeven in vergelijking (372) geeft hierover geen informatie, maar wel de wetvan behoud van energie.

Ekin + Epot = − ~
2

2m
∆ + U(r) = E = i~

∂

∂t
. (379)Als men een dergelijke operatorvergelijking opshrijft, dan bedoelt men dat de operatoren dieaan beide kanten van het =-teken staan, als ze werken op elke mogelijke funtie, steeds hetzelfderesultaat leveren. Dit betekent dat iedere toestandsfuntie ψ(r, t) een oplossing moet zijn vande vergelijking

− ~
2

2m
∆ψ(r, t) + U(r)ψ(r, t) = i~

∂

∂t
ψ(r, t). (380)Dit is de tijdafhankelijke Shrödingervergelijking.In het speiale geval van toestanden met een sherp bepaalde energie, zogenaamde statio-naire toestanden, weten we reeds dat de rehterkant van bovenstaande vergelijking eenvoudig

Eψ(r, t) = Eφ(r)eiωt levert. Het tijdafhankelijke deel eiωt kan dan aan beide kanten van devergelijking weggestreept worden. Het amplitudedeel φ(r) van een stationaire toestand is daneen oplossing van de tijdsonafhankelijke Shrödingervergelijking,
− ~

2

2m
∆φ(r) + U(r)φ(r) = Eφ(r). (381)De operator aan de linkerkant noemt men de Hamilton operator of Hamiltoniaan. Stationairetoestanden zijn eigenfunties van deze Hamiltoniaan, Hφ = Eφ, en in deze vergelijking komt de86



tijd niet meer voor. Dientengevolge veranderen de gol�unties ψ voor de stationaire toestandenniet in de tijd, afgezien van de verplihte fator eiωt. Dit is de reden dat men deze toestandenstationair noemt. Enkel een toestand die niet verandert in de tijd heeft een sherp bepaaldeenergie. Toestanden van atomen en molekulen, als ze geen straling emitteren of absorberen, endus niet in de tijd veranderen, zijn van dit type en worden beshreven door de tijdsonafhankelijkeShrödingervergelijking.7.2.5 Dira notatieIn de notatie die is ingevoerd door Dira shrijven we in plaats van de gol�unties ψa, ψb, ... detoestanden |ψa >, |ψb >, ... of zelfs |a >, |b >, ... waarbij a, b, ...de toestanden labelen waarvande gol�unties ψa, ψb, ... zijn. Het symbool | > werd door Dira een ket genoemd, terwijl de bra
< | de omplex geonjugeerde toestand voorstelt. De ket is een vetor, maar wat is een bra? Hetis duidelijk geen operator, want als een operator op een vetor werkt, dan dient het resultaat eenvetor te zijn. Ehter als een bra op een vetor (een ket) werkt, dan is het resultaat een omplexgetal, dat we als inprodut kennen. In deze notatie kan het salaire produt van twee toestanden
|a > en |b > geshreven worden als

< b|a >=< ψb|ψa >=

∫

ψ∗
b (r)ψa(r)dr. (382)De verzameling van alle bra's vormen weer een lineaire vetorruimte, die we de duale ruimtenoemen.Het blijkt dat we met de Dira notatie ook meer inziht in de ompleetheid (volledigheid) vaneen operator kunnen krijgen. Beshouw hiertoe het volgende: als ξ1(r), ξ1(r), ..., ξn(r), eenomplete set orthonormale gol�unties is, dan geldt

< ξm|ξn >= δmn (383)en de expansie van een willekeurige gol�untie ψa(r) in termen van de omplete set ξ1(r), ξ1(r),... heeft in Dira notatie de vorm
|a >=

∑

n

ca(n)|ξn > . (384)Als we het inprodut hiervan nemen met |ξm >, dan verkrijgen we de expansieoë�iënt
ca(m) =< ξm|a > . (385)Stel dat |ξn > een genormeerde vetor is, dan kunnen we de operator Pn de�nieren als
Pn ≡ |ξn >< ξn| (386)en deze operator seleteert de omponent van elke vetor die langs |ξn > ligt. Zo vinden we voorde omponent |a >n langs |ξn > de vetor

|a >n= Pn|a >= |ξn >< ξn|a >=< ξn|a > |ξn > . (387)We kunnen hiermee vergelijking (384) shrijven als
|a >=

∑

n

|ξn >< ξn|a > . (388)Stel dat Q een operator is met een omplete verzameling orthonormale eigenvetoren,
Q|ej >= λj |ej > (j = 1, 2, 3, . . . , n), (389)87



dan noemen we
Q =

n∑

j=1

λj|ej >< ej | (390)de spetrale deompositie van Q.In een meer eenvoudige notatie vinden we voor vergelijking (388)
|a >=

∑

n

|n >< n|a > . (391)We zien dat de operator ∑n |n >< n| = 1 voor een omplete set.7.3 Onzekerheid in de quantum fysiaIn de bespreking van Fourieranalyse zijn we de onzekerheidsrelatie van Heisenberg tegen gekomen.Ook hebben we gezien dat bepaalde, zogenaamde geonjugeerde operatoren niet ommuteren.In het volgende willen we hier een verband tussen leggen en een bewijs leveren van het algemeneonzekerheidsprinipe in de quantum fysia.Voor iedere observabele A geldt
σ2
A =< (A− < A >)ψ|(A− < A >)ψ >=< f |f >, (392)met |f >≡ (A− < A >)|ψ >. Evenzo geldt voor iedere andere observabele B,
σ2
B =< g|g >, met |g >≡ (B− < B >)|ψ > . (393)Voor inproduten geldt altijd,
σ2
Aσ

2
B =< f |f >< g|g > ≥ | < f |g > |2. (394)Ook geldt voor elk omplex getal z,

|z|2 = (Re(z))2 + (Im(z))2 ≥ (Im(z))2 =

[
1

2i
(z − z∗)

]2

. (395)Dus als we stellen dat z =< f |g >, dan
σ2
Aσ

2
B ≥

(
1

2i
[< f |g > − < g|f >]

)2

. (396)Ehter
< f |g > = < (A− < A >)ψ|(B− < B >)ψ >=< ψ|(A− < A >)(B− < B >)ψ >

= < ψ|(AB − A < B > −B < A > + < A >< B >)ψ >

= < ψ|ABψ > − < B >< ψ|Aψ > − < A >< ψ|Bψ > + < A >< B >< ψ|ψ >

= < AB > − < B >< A > − < A >< B > + < A >< B >

= < AB > − < A >< B > . (397)Evenzo geldt
< g|f >=< BA > − < A >< B >, (398)dus

< f |g > − < g|f >=< AB > − < BA >=< [A,B] >, (399)88



met
[A,B] ≡ AB− BA (400)de ommutator van de twee operatoren. We kunnen hiermee de onlusie trekken, dat

σ2
Aσ

2
B ≥

(
1

2i
< [A,B] >

)2

. (401)Dit is de onzekerheidsrelatie in zijn meest algemene vorm.Stel dat we als eerste observabele de positie nemen, A = x en voor de tweede de impuls B =
(~/i)d/dx. Voor de ommutator geldt dan [x,p] = i~ en we vinden

σ2
xσ

2
p ≥

(
1

2i
i~

)2

=

(
~

2

)2

, (402)en omdat standaarddeviaties altijd positief zijn,
σxσp ≥

~

2
. (403)We zien dus dat onzekerheid algemeen ingebouwd zit in de quantum theorie en we vinden eenonzekerheidsrelatie voor elk paar observabelen waarvan de orresponderende operatoren nietommuteren. We noemen deze inompatibele observabelen.7.4 Tijdevolutie van een systeemIn de Shrödinger representatie is de gol�untie van een systeen tijdafhankelijk, terwijl de ob-servabelen geen expliiete tijdafhankelijkheid hebben. De Hamiltoniaan wordt gegeven door

H = Ekin +V(r), waarbij Ekin en V(r) de operatoren zijn die orresponderen met de kinetisheen potentiële energie van het systeem. De tijdevolutie van het systeem wordt gegeven door detijdafhankelijke Shrödingervergelijking
i~
∂ψ

∂t
= Hψ. (404)De Shrödingervergelijking is de quantummehanishe bewegingsvergelijking van het systeem.Indien we aannemen dat H niet van de tijd afhankelijk is, dan is het zinvol om oplossingen tezoeken van de vorm

ψ(r, t) = φ(r)e−iEt/~. (405)Invullen in de Shrödingervergelijking levert de eigenwaardenvergelijking
Hφ(r) = Eφ(r). (406)Bovenstaande vergelijking wordt de tijdonafhankelijke Shrödingervergelijking genoemd en hetoplossen ervan levert de energie eigenwaarden E1, E2, ... en de orresponderende eigenfunties

φ1(r), φ2(r), ..., die weer een omplete orthonormale set vormen.Voor een systeem in de toestand ψn(r, t) = φn(r)e
−iEnt/~ vinden we voor de verwahtingswaardevan de observabele A op tijdstip t

< A >t =

∫

ψ∗
n(r, t)Aψn(r, t)dr

=

∫

φ∗n(r)e
iEnt/~Aφn(r)e

−iEnt/~dr

=

∫

φ∗n(r)Aφn(r)dr. (407)89



We zien dus dat wanneer de operator A geen expliiete tijdafhankelijkheid heeft, ook < A >tonstant is in de tijd.De energie eigenfunties vormen een omplete orthonormale set en hiermee kan een willekeurigetoestand φ(r) geshreven worden als
φ(r) =

∑

n

cnφn(r), (408)waarbij
cn =

∫

φ∗n(r)φ(r)dr. (409)We kunnen dit resultaat gebruiken om de Shrödingervergelijking (404) te integreren voor eenwillekeurige begintoestand ψ(r, t0) = φ(r) en vinden
ψ(r, t) =

∑

n

cnφn(r)e
−iEn(t−t0)/~. (410)7.5 Een systeem met N deeltjesAllereerst beshouwen we een systeem van twee deeltjes die geen interatie met elkaar hebben.We kunnen de Hamiltoniaan shrijven als

H = H1 + H2, (411)waarbij H1 en H2 de Hamiltonianen zijn voor deeltje 1 en 2. We kunnen nu de eigenfuntiesen eigenwaarden van de operator gegeven in vergelijking (411), shrijven in termen van de één-deeltjes Hamiltonianen H1 en H2. Er geldt
H1φ

(1)
m (r1) = E

(1)
m φ

(1)
m (r1), m = 1, 2, ...

H2φ
(2)
m (r2) = E

(2)
m φ

(2)
m (r2), m = 1, 2, ...

(412)met φ(k)
m (rk) en E

(k)
m , m = 1, 2, .. de eigenfunties en eigenwaarden van de Hamiltoniaan

Hk voor het deeltje met label k(= 1, 2). Hieruit volgt dat voor elk produt van eigenfunties
φ

(1)
m (r1)φ

(2)
n (r2) geldt dat

Hφ(1)
m (r1)φ

(2)
n (r2) = (H1 + H2)φ

(1)
m (r1)φ

(2)
n (r2)

=
[

H1φ
(1)
m (r1)

]

φ(2)
n (r2) + φ(1)

m (r1)
[

H2φ
(2)
n (r2)

]

= (E(1)
m + E

(2)
2 )φ(1)

m (r1)φ
(2)
n (r2), (413)en dat de produtfuntie

φ(1)
m (r1)φ

(2)
n (r2) (414)een eigenfuntie is van de Hamiltoniaan H = H1 +H2 behorend bij de eigenwaarde E(1)

m +E
(2)
2 .We vinden dat voor een systeem van twee niet-wisselwerkende deeltjes de energie gegeven wordtdoor de som van de energieën van de individuele deeltjes.De generalisatie van deze resultaten naar die van een systeem met N deeltjes zonder interatie,met een Hamiltoniaan H = H1 +H2 + ...+HN is triviaal. In realistishe gevallen, waarbij de Ndeeltjes wisselwerken, dienen we termen toe te voegen aan de Hamiltoniaan die deze wisselwer-king tussen de deeltjes vertegenwoordigen. Hierdoor wordt het in het algemeen moeilijk om debijbehorende Shrödingervergelijking op te lossen. Men gaat dan over tot benaderingsmethoden,storingsrekening, symmetriebeshouwingen en/of numerieke methoden teneinde oplossingen tevinden. 90



8 WATERSTOFATOOM8.1 Wiskundig intermezzoTot nu toe hebben de disussie veelal beperkt tot één dimensie. Hier beshouwen we systemenin drie dimensies en om een en ander te verduidelijken gebruiken we vetgedrukte letters omoperatoren aan te duiden en pijltjes om het vetorgedrag aan te geven. Verder hebben wegrootheden enkel beshreven in een artesish oördinatensysteem. Ehter, als het natuurkundigvershijnsel dat we willen beshrijven sferishe symmetrie heeft, dan is het voordelig om eensferish oördinatensysteem te gebruiken. Beide systemen worden getoond in �guur 33. De

Figuur 33: De sferishe oördinaten r, θ en φ van een punt P en de bijbehorende artesisheoördinaten x, y en z.oördinaten in beide stelsels staan met elkaar in verband volgens
x = r sin θ cosφ,

y = r sin θ sinφ,

z = r cos θ.

(415)Verder geldt de relatie
r =

√

x2 + y2 + z2. (416)In hoofdstuk 7.2.4 zijn we voor het eerst de tijdonafhankelijke Shrödingervergelijking in driedimensies tegengekomen,
Hψ =

(

− ~
2

2m
∆ + U(r)

)

ψ(r) = − ~
2

2m
∆ψ(r) + U(r)ψ(r) = Eφ(r). (417)91



De operator aan de linkerkant noemt men de Hamilton operator of Hamiltoniaan. De vershil-lende energietoestanden van het waterstofatoom zijn stationaire toestanden en dat zijn eigen-funties van deze Hamiltoniaan, Hψ = Eψ. De eerste term orrespondeert met de operator voorde kinetishe energie van een deeltje en is analoog aan de klassieke uitdrukking Ekin = p2

2m . Weshrijven,
Ekin =

p2

2m
= − ~

2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

= − ~
2

2m
∆. (418)De operator ∆ is de zogenaamde Laplae operator met als de�nitie ∆ ≡ ∇ · ∇. De tweede termorrespondeert met de operator voor potentiële energie, Epot.In artesishe oördinaten heeft de impulsoperator in drie dimensies de vorm

p =
~

i

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

=
~

i
∇. (419)De operator die orrespondeert met de volledige impulsvetor van een deeltje is dus de gradiëntoperator, vermenigvuldigd met ~

i .Teneinde de Laplae operator in sferishe oördinaten te vinden, dienen we afgeleiden tenemen. Een elegante manier om deze uitdrukkingen af te leiden, is door gebruik te maken vanmatrixnotatie. Er geldt
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∂r

∂
∂θ

∂
∂φ
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sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ

r cos θ cosφ r cos θ sinφ −r sin θ

−r sin θ sinφ r sin θ cosφ 0

















∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z









. (420)We kunnen deze matrix inverteren en verkrijgen op deze wijze uitdrukkingen voor de operatoren
∂
∂x , ∂

∂y en ∂
∂z . Er geldt









∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z









=









sin θ cosφ cos θ cosφ
r − sinφ

r sin θ

sin θ sinφ cos θ sinφ
r − cos φ

r sin θ

cos θ − sin θ
r 0

















∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂φ









. (421)We kunnen de juistheid van bovenstaande uitdrukking ontroleren door de twee matries tevermenigvuldigen, waarbij het resultaat de eenheidsmatrix dient te zijn.De Laplae operator is een ingrediënt van de Shrödingervergelijking en wordt in een arte-sish oördinatensysteem geshreven als
∆ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
, (422)terwijl in een sferish oördinatensysteem geldt dat

∆ = ∆r + ∆θ + ∆φ =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
. (423)We kunnen de eerste term, ∆r van de Laplae operator in sferishe oördinaten vinden dooraan te nemen dat de gol�untie enkel een funtie is van r en dus geldt ψ = ψ(r). Met behulpvan de kettingregel vinden we dan

∂ψ

∂x
=
∂r

∂x

∂ψ

∂r
=

x
√

x2 + y2 + z2

∂ψ

∂r
=
x

r

∂ψ

∂r
, (424)92



terwijl voor de tweede-orde afgeleide geldt
∂2ψ

∂x2
=

∂

∂x

(
x

r

∂ψ

∂r

)

=
∂x

∂x

(
1

r

∂ψ

∂r

)

+ x
∂

∂x

(
1

r

∂ψ

∂r

)

=
1

r

∂ψ

∂r
+ x

∂r

∂x

∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

) (425)en dus
∂2ψ

∂x2
=

1

r

∂ψ

∂r
+
x2

r

∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

)

. (426)Op dezelfde manier kunnen we de afgeleiden naar y en z uitrekenen en vinden
∂2ψ

∂y2
=

1

r

∂ψ

∂r
+
y2

r

∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

)

en
∂2ψ

∂z2
=

1

r

∂ψ

∂r
+
z2

r

∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

)

. (427)Als we de laatste drie vergelijkingen optellen, dan vinden we
∆rψ(r) =

3

r

∂ψ

∂r
+

(x2 + y2 + z2)

r

∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

)

=
3

r

∂ψ

∂r
+ r

∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

)

. (428)We kunnen bovenstaande vergelijking omshrijven tot
∆rψ(r) =

3

r

∂ψ

∂r
+ r

(

− 1

r2
∂ψ

∂r
+

1

r

∂2ψ

∂r2

)

=
2

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂r2
. (429)Hiermee hebben we de eerste term, ∆r van de Laplae operator in sferishe oördinaten gevonden.In de a�eiding hebben we aangenomen dat de gol�untie enkel een funtie is van r, dus geldt

ψ = ψ(r). Merk op dat
∆rψ(r) =

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂ψ

∂r

)

=
1

r2

(

2r
∂ψ

∂r
+ r2

∂2ψ

∂r2

)

=
2

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂r2
. (430)De tweede en derde term, respetievelijk ∆θ en ∆φ, in de uitdrukking voor de Laplae operatorin sferishe oördinaten kunnen we vinden door eerst ψ = ψ(θ) en vervolgens ψ = ψ(φ) aan tenemen. Het resultaat is

∆ = ∆r + ∆θ + ∆φ =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
. (431)8.2 Shrödingervergelijking in drie dimensies8.2.1 Sheiden van variabelenDe tijdonafhankelijke Shrödingervergelijking in drie dimensies luidt als volgt,

Hψ == − ~
2

2m

[
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

]

ψ(r) = Eφ(r). (432)We gaan nu deze vergelijking in sferishe oördinaten oplossen met behulp van de tehniekvan het sheiden van variabelen. Hiertoe proberen we de oplossing
ψ(r, θ, φ) = χ(r)g(θ)h(φ). (433)We substitueren ψ(r, θ, φ) in de Shrödingervergelijking

− ~
2

2m

[
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂χgh

∂r

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2χgh

∂φ2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂χgh

∂θ

)]

+ V (r)χgh = Eχgh(434)93



en kunnen dit hershrijven als
− ~

2

2m

[
gh

r2
d

dr

(

r2
dχ

dr

)

+
χg

r2 sin2 θ

d2h

dφ2
+

χh

r2 sin θ

d

dθ

(

sin θ
dg

dθ

)]

+ V (r)χgh = Eχgh. (435)We vermenigvuldigen de vergelijking met −2mr2 sin2 θ/χgh~
2 en krijgen

1

h

d2h

dφ2
=

− sin2 θ

χ

d

dr

(

r2
dχ

dr

)

− sin θ

g

d

dθ

(

sin θ
dg

dθ

)

− 2m

~2
r2 sin2 θ [E − V (r)] . (436)De linkerkant van bovenstaande vergelijking hangt niet af van r of θ, terwijl de rehterzijde nietafhangt van φ. De uitdrukkingen aan beide kanten van het gelijkteken dienen derhalve gelijkte zijn aan een onstante. Hiervoor kiezen we −m2 en verkrijgen de volgende twee di�erenti-aalvergelijkingen.

d2h

dφ2
= −m2h (437)en

− 1

χ

d

dr

(

r2
dχ

dr

)

− 1

g sin θ

d

dθ

(

sin θ
dg

dθ

)

− 2m

~2
r2 [E − V (r)] = − m2

sin2 θ
. (438)8.2.2 Oplossingen van de hoekvergelijkingenDe eerste vergelijking in uitdrukking (437) heeft als oplossing h(φ) = eimφ. We dienen nu deeis te stellen dat de oplossing eenduidig is, hetgeen van speiaal belang is voor de hoeken φ = 0en φ = 2π. We krijgen hiermee eim0 = eim2π en dus 1 = cosm2π + i sinm2π. Aan deze eiskan enkel voldaan worden in geval |m| = 0, 1, 2, 3, ... Het is duidelijk dat er quantisatie vande rihting optreedt. In de klassieke fysia zouden we de hoekafhankelijkheid als sin- en os-funties opshrijven, omdat de hoekenfunties reëel dienen te zijn. In de quantummehaniabestaat een dergelijke beperking niet. We zien dat de oplossing voor de φ afhankelijkheid deShrödingervergelijking gegeven wordt door eimφ. We noemen m het magnetish quantumgetal.De tweede vergelijking kan hershreven worden tot

1

χ

d

dr

(

r2
dχ

dr

)

+
2m

~2
r2 [E − V (r)] =

m2

sin2 θ
− 1

g sin θ

d

dθ

(

sin θ
dg

dθ

)

. (439)In bovenstaande vergelijking zijn we er in geslaagd de variabelen r en θ te sheiden. We voe-ren dan ook een sheidingsonstante in en kiezen hiervoor l(l + 1). We vinden dan de tweedi�erentiaalvergelijkingen
− 1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
dg

dθ

)

+
m2g

sin2 θ
= l(l + 1)g (440)en

1

r2
d

dr

(

r2
dχ

dr

)

+
2m

~2
[E − V (r)]χ = l(l + 1)

χ

r2
. (441)Als we de di�erentiaalvergelijking voor de θ afhankelijkheid oplossen15, dan vinden we dat eindigeoplossingen slehts verkregen kunnen worden indien

l = |m|, |m| + 1, |m| + 2, |m| + 3, ... (446)15De di�erentiaalvergelijking
−

1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
dg

dθ

)

+
m2

l g

sin2 θ
= l(l + 1)g (442)kan worden opgelost door aan te nemen dat de oplossing geshreven kan worden als een mahtreeks,

g =
∞∑

l=0

alu
l ≡ a0 + a1u+ a2u

2 + a3u
3 + ...., (443)94



Deze oplossingen kunnen geshreven worden als
g(θ) = glm(θ) = Nm

l P
|m|
l (cos θ). (447)We herkennen in de funties P |m|

l (cos θ) de Legendre funties die polynomen zijn in cos θ enwaarvan de vorm afhangt van de waarde van het quantumgetal l en de absolute waarde van hetquantumgetal m. De geassoieerde Legendre funtie worden gede�nieerd door de vergelijking
P

|m|
l (µ) =

1

2ll!
(1 − µ2)|m|/2 dl+|m|

dµl+|m| [(µ
2 − 1)l] (448)en de normalisatie onstanten door

Nm
l = (−1)(m+|m|)/2

[
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

]1/2

. (449)De omplete hoekafhankelijkheid wordt in het geval van een entrale potentiaal, hierbij doet deexate vorm van deze potentiaal niet terzake, gegeven door de zogenaamde sferish harmonishefunties, Y m
l (θ, φ). De funties Y m

l (θ, φ) kunnen expliiet geshreven worden als
Y m
l (θ, φ) = Nm

l P
|m|
l (cos θ)eimφ, (450)De laagste-orde sferish harmonishe funties worden gegeven door

Y 0
0 (θ, φ) =

√
1
4π ,

Y 0
1 (θ, φ) =

√
3
4π cos θ, Y ±1

1 (θ, φ) = ∓
√

3
8π sin θe±iφ,

Y 0
2 (θ, φ) =

√
5

16π (3 cos2 θ − 1).

(451)
De sferish harmonishe funties Y m

l (θ, φ) zijn in de funtieruimte van de kwadratish inte-greerbare funties gede�nieerd op de eenheidsbol. De funties voldoen aan orthogonaliteit. Ergeldt
< Y m

l (θ, φ)|Y m′

l′ (θ, φ) >=

∫

Y ∗m
l (θ, φ)Y m′

l′ (θ, φ) sin θdθdφ = δmm′δll′ . (452)We kunnen nu de algemene oplossingen van de Shrödingervergelijking voor een entrale poten-tiaal dus shrijven als
ψ(r, θ, φ) = χ(r)g(θ)h(φ) = χl(r)Y

m
l (θ, φ). (453)In de volgende paragraaf beshouwen we het radiële deel nader.met u = cos θ. Er geldt dan voor de eerste afgeleide

dg

du
=

∞∑

l=1

lalu
l−1 ≡ 1a1 + 2a2u+ 3a3u

2 + .... (444)en voor de tweede afgeleide
d2g

du2
=

∞∑

l=2

(l − 1)lalu
l−2 ≡ +1 · 2a2 + 2 · 3a3u+ 3 · 4a4u

2 + .... (445)We substitueren deze uitdrukkingen in de di�erentiaalvergelijking en stellen de eis dat de individuele oë�ientenvoor elke maht van u gelijk aan nul dienen te zijn. Dit levert een reursierelatie en de algemene oplossing.95



8.2.3 Radiële oplossingenHet radiële deel van de oplossing van de Shrödingervergelijking voldoet aan
d

dr

(

r2
dχ

dr

)

− 2mr2

~2
[V (r) −E]χ = l(l + 1)χ. (454)We gieten deze vergelijking in een andere vorm en beginnen met een verandering van variabelen,

u(r) ≡ rχ(r), (455)waarmee χ = u/r, dχ/dr = [r(du/dr) − u]/r2, (d/dr)[r2(dR/dr)] = rd2u/dr2 en dus
− ~

2

2m

d2u

dr2
+

[

V +
~

2

2m

l(l + 1)

r2

]

u = Eu. (456)Dit wordt de radiële vergelijking genoemd en deze is identiek in vorm aan de één-dimensionaleShrödingervergelijking, behalve dat de e�etieve potentiaal,
Veff = V +

~
2

2m

l(l + 1)

r2
, (457)een extra term bevat, de zogenaamde entrifugale term, (~2/2m)[l(l + 1)/r2]. De term probeerthet deeltje naar buiten te drukken (weg van de oorsprong), net als een entrifugale kraht in deklassieke fysia.De enige eis die we verder nog op kunnen leggen is die van normering. Er dient te gelden dat

∫ ∞

0
|u|2dr = 1. (458)Na het sheiden van de variabelen vinden we voor de gol�untie waarbij ul(r) de oplossing is

ψml (r, θ, φ) = r−1ul(r)Y
m
l (θ, φ) ,van de radiële vergelijking met ul(0) = 0. Verder dient de funtie ul(r) begrensd te zijn. Meerkunnen we op dit punt niet zeggen. Daartoe hebben we een preieze vorm van de potentiaalnodig.8.3 Centrale vierkante sferishe potentiaal putWe gaan een deeltje nu opsluiten in een drie-dimensionale put met oneindig hoge potentiaal. Wehebben dit reeds eerder bestudeerd voor het één-dimensionale geval in hoofdstuk 4.3 en 5.3. Hierbespreken we een opsluiting in drie dimensies. Voor de potentiaal geldt

V (r) =

{
0, r < a,
∞, r > a.

(459)De gol�untie is dan nul buiten de put, terwijl de gol�untie binnen de put gegeven wordt doorde radiële vergelijking
d2u

dr2
=

[
l(l + 1)

r2
− k2

]

u, (460)waarbij we voor k de de�nitie
k ≡

√
2mE

~
, (461)gebruiken. 96



8.3.1 Oplossing oneindige potentiaal put voor l=0In het geval dat l = 0 gaat vergelijking (460) over in
d2u

dr2
= −k2u (462)en vinden we als oplossing

u(r) = A sin kr +B cos kr. (463)Voor de radiële gol�untie geldt dan χ(r) = u(r)/r. Omdat limr→0 cos kr/r = ∞, dienen we
B = 0 te kiezen. De randvoorwaarde vereist dan sin ka = 0 en dus ka = nπ, voor n = 1, 2, 3, . . ..De toegestane energieniveaus zijn dus

En0 =
n2π2

~
2

2ma2
, (n = 1, 2, 3, . . .). (464)Dit is hetzelfde resultaat als we eerder in hoofdstuk 4.3 en 5.3 gevonden hebben.Als we u(r) normeren vinden we A =

√

2/a en als we het hoekgedeelte meenemen (dat isoverigens onstant, omdat Y 0
0 (θ, φ) = 1/

√
4π), vinden we

ψn00 =
1√
2πa

sin (nπr/a)

r
. (465)We voorzien de stationaire toestanden van de labels n, l en m: ψnlm(r, θ, φ). De toestandenhangen van deze drie quantum getallen af. De energie hangt enkel af van n en l: Enl.8.3.2 Algemene oplossing oneindige potentiaal putDe algemene oplossing van de radiële vergelijking voor de oneindige potentiaal put wordt gegevendoor

u(r) = Arjl(kr) +Brnl(kr), (466)met jl(kr) de sferishe Bessel funtie van de orde l en nl(kr) de sferishe Neumann funtie vande orde l.Deze funties zijn gede�nieerd als
jl(ρ) =

√
π

2ρ
Jl+ 1

2
(ρ) (467)en

nl(ρ) = (−)l
√

π

2ρ
J−l− 1

2
(ρ), (468)met Jν de normale Besselfuntie van de orde ν. Merk op dat jl en nl reëele funties zijn. Fig.34 toont enkele van de reguliere Besselfunties.De laagste-orde sferishe Bessel en Neumann funties zijn

j0 = sinx
x , n0 = − cos x

x ,

j1 = sinx
x2 − cos x

x , n1 = − cos x
x2 − sinx

x ,

j2 =
(

3
x3 − 1

x

)
sinx− 3

x2 cos x, n2 = −
(

3
x3 − 1

x

)
cosx− 3

x2 sinx.

(469)
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Figuur 34: Reguliere Besselfunties die het radiële deel van de gol�untie beshrijven van eendeeltje dat zih in een potentiaal put beweegt.Merk op dat voor kleine x geldt dat sinx ≈ x en cos x ≈ 1. We zien dan dat enkel de Besselfunties eindig blijven bij de oorsprong, terwijl de Neumann funties naar oneindig gaan. Daaromdient te gelden dat Bl = 0 en we vinden
χ(r) = Ajl(kr). (470)Verder hebben we nog de randvoorwaarde χ(a) = 0 en dienen we k zo te kiezen dat jl(ka) = 0.Nu is het zo dat iedere Bessel funtie oneindig veel nulpunten heeft. We noemen βnl het nde-nulpunt van de lde sferishe Bessel funtie. Er dient dan te gelden dat
k =

1

a
βnl. (471)De mogelijke energietoestanden zijn dan gegeven door

Enl =
~

2

2ma2
β2
nl, (472)en de gol�unties door

ψnlm(r, θ, φ) = Anljl(βnlr/a)Y
m
l (θ, φ), (473)waarbij we de onstante Anl weer uit de normeringsonditie kunnen bepalen. We zien dat elkenergieniveau (2l + 1)-keer ontaard is, omdat er (2l + 1) vershillende waarden voor m zijn bijelke waarde van l.8.4 Verstrooiing aan een gelokaliseerde potentiaalWe beshouwen hier de quantummehanishe beshrijving van de botsing van twee deeltjes, ofbeter gezegd, de verstrooiing van een inkomende vlakke golf, eikz, aan een sferish symmetrishe98



Figuur 35: Verstrooiing van golven, waarbij een inkomende golf een uitgaande sferishe golfgenereert.potentiaal, V (r). Het verstrooiingsproes wordt weergegeven in �guur 35. We hebben te makenmet een inkomende vlakke golf, ψ(z) = Aeikz, die in de z-rihting beweegt. De golf komt een ver-strooiingspotentiaal tegen en genereert een uitgaande sferishe golf. We zoeken dus oplossingenvan de Shrödingervergelijking van de vorm
ψ(r, θ) ≈ A

{

eikz + f(θ)
eikr

r

}

, voor grote r. (474)De sferishe golf dient af te vallen met 1/r, omdat dit deel van |ψ|2 met 1/r2 moet gaan omwaarshijnlijkheid te behouden. We noemen f(θ) de verstrooiingsamplitude.We zoeken oplossingen van de vorm
ψ(r, θ, φ) = χ(r)Y m

l (θ, φ), (475)met Y m
l de sferish harmonishen en u(r) = rχ(r). Deze laatste moet een oplossing zijn van deradiële vergelijking

− ~
2

2m

d2u

dr2
+

[

V (r) +
~

2

2m

l(l + 1)

r2

]

u = Eu. (476)Op grote afstand (r → ∞) gaat de potentiaal naar nul en is ook de entrifugale term verwaar-loosbaar. We hebben dan
d2u

dr2
≈ −k2u, (477)met k ≡

√
2mE
~

. De algemene oplossing is dan
u(r) = Ceikr +D−ikr. (478)De eerste term vertegenwoordigt een uitgaande sferishe golf en de tweede een inkomende sferishegolf - in ons geval willen we D = 0. Op grote afstand vinden we dus

χ(r) ≈ eikr

r
, (479)zoals we in de inleiding al aangaven. 99



Als we aannemen dat de potentiaal lokaal is, dan is er een gebied waarvoor de potentiaal Vverwaarloosd kan worden, maar waar we rekening moeten houden met de entrifugale term. Indit intermediaire gebied kunnen we de radiële vergelijking shrijven als
d2u

dr2
− l(l + 1)

r2
u = −k2u (480)en de algemene oplossing hiervan hebben we reeds in de vorige paragraaf gevonden. Het is eenlineaire ombinatie van sferishe Bessel en Neumann funties,

ul(r) = Arjl(kr) +Brnl(kr). (481)Het is ehter zo, dat zowel jl (iets als een sin-funtie) als nl (iets als een os-funtie) geenuitgaande (of inkomende) golf kan voorstellen. We hebben een lineaire ombinatie hiervan nodig(analoog aan eikr en e−ikr). Deze ombinatie staat bekend als de sferishe Hankel funties en isgede�neerd als
h

(±)
l (x) = nl(x) ± ijl(x). (482)Merk op dat h(−)

l = h
(+)∗
l .De laagste-orde Hankel funties zijn

h
(±)
0 = ∓ie∓ix

x ,

h
(±)
1 = ∓

(
i
x2 + 1

x

)
e±ix,

h
(±)
2 =

(
± 3i
x3 − 3

x2 ∓ i
x

)
e∓ix.

(483)We zien dat de Hankel funtie van de eerste soort, h+, als eikr/r gaat, terwijl de Hankel funtievan de tweede soort, h− als e−ikr/r gaat. Voor uitgaande sferishe golven hebben we duidelijkde sferishe Hankel funtie van de eerste soort nodig.Hierbij shrijven we voor de omplete gol�untie, in het externe gebied met V (r) = 0,
ψ(r, θ, φ) = A






eikz +

∑

l,m

Cl,mh
+
l (kr)Y m

l (θ, φ)






. (484)Tenslotte merken we op dat we nu ook een vergelijking kunnen vinden voor de gol�untie van eenvrij deeltje uitgedrukt in sferishe oördinaten. Er geldt onderstaande expansie van een vlakkegolf

eikz ≡ eikr cos θ =
∑∞

l=0(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ).
8.5 Deeltje in de Coulomb potentiaalHet waterstofatoom bestaat uit een proton en een elektron. We beshouwen de beweging vanhet elektron met (geredueerde16) massa m onder invloed van de Coulomb potentiaal

V = V (r) = − e2

4πǫo

1

r
, (485)16De geredueerde massa voor een twee-deeltjessysteem is gegeven door m = m1m2/m1 +m2.100



met r de afstand van het elektron met lading −e tot het proton met lading +e. We veronder-stellen dat het proton zih in de oorsprong bevindt. Invullen van de Coulomb potentiaal in deShrödingervergelijking levert
[

− ~
2

2m
∆ − e2

4πǫ0r

]

ψ(~r) = Eψ(~r). (486)We stellen ψ(~r) = ψ(r, θ, φ) = χl(r) · Y m
l (θ, φ) en vinden dan, met u = rχ, voor de radiëlegol�untie de di�erentiaalvergelijking

− ~
2

2m

d2u

dr2
+

[

− e2

4πǫ0

1

r
+

~
2

2m

l(l + 1)

r2

]

u = Eu. (487)We zien in bovenstaande vergelijking dat de Coulomb potentiaal aantrekkend is, terwijl de l(l+1)-`potentiaal' altijd afstotend is. Dit is weergegeven in Fig. 36.

Figuur 36: De e�etieve potentiaal in de Shrödingervergelijking voor een aantrekkendeCoulomb potentiaal en l ≥ 1.We dienen nu deze vergelijking voor u(r) op te lossen en de mogelijke energietoestanden tebepalen. Het waterstofatoom vormt de hoeksteen van de quantum theorie en we zullen stap voorstap door de a�eidingen gaan.We beginnen met het opshonen van de notatie en de�niëren hiertoe de variabele
κ ≡

√
−2mE

~
. (488)101



Merk op dat voor gebonden toestanden geldt dat E < 0 en dat κ daarom reëel is. Vervolgensdelen we vergelijking (487) door E en vinden
1

κ2

d2u

dr2
=

[

1 − me2

2πǫ0~2

1

κr
+
l(l + 1)

(κr)2

]

u. (489)Vervolgens de�niëren we de variabelen
ρ ≡ κr en ρ0 ≡ me2

2πǫ0~2κ
. (490)De radiële vergelijking simpli�eert nu tot

d2u

dρ2
=

[

1 − ρ0

ρ
+
l(l + 1)

ρ2

]

u. (491)We verwahten dat de oplossingen exponentieel gedempt zijn voor ρ→ ∞. In die limiet hebbenwe
d2u

dρ2
= u, (492)met als algemene oplossing

u(ρ) = Ae−ρ +Bρ. (493)De laatste term blaast weer op als ρ → ∞ en we kiezen daarom B = 0. Klaarblijkelijk geldt
u(ρ) ∼ Ae−ρ voor grote ρ. Aan de andere kant, domineert de entrifugale term in de limiet
ρ→ 0. We vinden in dat geval

d2u

dρ2
=
l(l + 1)

ρ2
u. (494)De algemene oplossing hiervan is

u(ρ) = Cρl+1 +Dρ−l, (495)zoals eenvoudig te ontroleren valt door dit in te vullen in vergelijking (494). We zien dat in delimiet ρ → 0 de term met e−l opblaast. We kiezen daarom D = 0 en hebben voor kleine ρ alsoplossing u(ρ) ∼ Cρl+1.Als volgende stap proberen we nu dit asymptotishe gedrag af te sheiden, door een nieuwefuntie υ(ρ) te introdueren,
u(ρ) = ρl+1e−ρυ(ρ), (496)in de hoop dat de di�erentiaalvergelijking voor υ(ρ) eenvoudiger wordt. De eerste afgeleide is

du

dρ
= ρle−ρ

[

(l + 1 − ρ)υ + ρ
dυ

dρ

]

, (497)en de tweede afgeleide is
d2u

dρ2
= ρle−ρ

{[

−2l − 2 + ρ+
l(l + 1)

ρ

]

υ + 2(l + 1 − ρ)
dυ

dρ
+ ρ

d2υ

dρ2

}

. (498)We kunnen de radiële vergelijking nu hershrijven in termen van υ(ρ). Dit leidt uiteindelijk totde di�erentiaalvergelijking
ρ
d2υ

dρ2
+ 2(l + 1 − ρ)

dυ

dρ
+ [ρ0 − 2(l + 1)] υ = 0. (499)102



Bovenstaande di�erentiaalvergelijking kan opgelost worden door aan te nemen dat de oplossingals een mahtreeks kan worden geshreven. We shrijven
υ(ρ) =

∞∑

j=0

ajρ
j (500)en we dienen nu de oë�iënten a0, a1, . . . te bepalen. Voor de eerste-orde afgeleide geldt

dυ

dρ
=

∞∑

j=0

jajρ
j−1 =

∞∑

j=0

(j + 1)aj+1ρ
j. (501)Hierbij is in de tweede sommatie de index hergede�nieerd (j → j + 1). Voor de tweede-ordeafgeleide geldt

d2υ

dρ2
=

∞∑

j=0

j(j + 1)aj+1ρ
j−1, (502)Als we deze uitdrukkingen invullen in radiële vergelijking in termen van υ, vinden we

∞∑

j=0

j(j + 1)aj+1ρ
j + 2(l+ 1)

∞∑

j=0

(j + 1)aj+1ρ
j − 2

∞∑

j=0

jajρ
j + [ρ0 − 2(l + 1)]

∞∑

j=0

ajρ
j = 0. (503)Vervolgens merken we op dat oë�iënten behorend bij dezelfde maht van ρ tegen elkaar wegdienen te vallen. Dit levert

j(j + 1)aj+1 + 2(l + 1)(j + 1)aj+1 − 2jaj + [ρ0 − 2(l + 1)]aj = 0, (504)of
aj+1 =

{
2(j + l + 1) − ρ0

(j + 1)(j + 2l + 2)

}

aj . (505)Deze reursierelatie bepaalt de oë�iënten en daarmee de funtie υ(ρ). We beginnen met a0 = Aen de vergelijking geeft ons dan a1. Overigens bepalen we uiteindelijk de waarde voor A door dezaak te normeren. Vervolgens stoppen we a1 in de reursierelatie en bepalen zo a2, enzovoort.We inspeteren nu de oë�iënten voor grote waarden van j. Dat orrespondeert met grote ρ,waar de hogere mahten domineren. In dit gebied kunnen we de reursie relatie shrijven als
aj+1 ≈ 2j

j(j + 1)
aj =

2

j + 1
aj ,⇒ aj ≈

2j

j!
A. (506)Stel dat we zouden aannemen dat dit het exate resultaat is, dan zou gelden

υ(ρ) = A
∞∑

j=0

2j

j!
ρj = Ae2ρ, (507)en dus

u(ρ) = Aρl+1eρ (508)en daarvan wisten we al dat dit opblaast bij grote ρ. Dit positieve exponentiële gedrag is nou netpreies wat we niet wilden hebben in vergelijking (493). Het is trouwens niet verbazingwekkenddat we dit hier terug vinden, omdat het nu eenmaal het asymptotishe gedrag van sommigeoplossingen van de radiële vergelijking beshrijft. Wij zijn er alleen niet geïnteresseerd in, omdatze niet te normeren zijn. Er is ehter een uitweg uit dit dilemma: de mahtreeks dient eindig tezijn! Er moet een of andere maximale integer, jmax, bestaan, zodat ajmax = 0. Vanwege reursie103



verdwijnen alle oë�iënten voor hogere mahten dan automatish. Klaarblijkelijk voldoet dereursie formule aan
2(jmax + l + 1) − ρ0 = 0. (509)We de�niëren

n ≡ jmax + l + 1 (510)als het hoofdquantumgetal en vinden
ρ0 = 2n. (511)We weten dat volgens vergelijkingen (488) en (490) ρ0 de energie E bepaalt en vinden

E = −~
2κ2

2m
= − me4

8π2ǫ20~
2ρ2

0

, (512)en de mogelijke energiën worden gegeven door
En = −

[

m

2~2

(
e2

4πǫ0

)2
]

1

n2
=
E1

n2
, n = 1, 2, 3, · · · (513)Dit is de beroemde vergelijking van Bohr. We onstateren dat voor de Coulomb potentiaal,net als voor elke andere potentiaal die tot gebonden toestanden leidt, de toegestane energieënvan een deeltje dat zih beweegt in deze potentiaal disreet gequantiseerd is. De energieniveausworden getoond in Fig. 37.

Figuur 37: De laagste energieniveaus En van het waterstofatoom orresponderen met de energieeigenwaarden van de Hamiltoniaan.Als we vergelijkingen (490) en (511) ombineren, vinden we
κ =

(
me2

4πǫ0~2

)
1

n
=

1

an
, (514)104



waarbij
a ≡ 4πǫ0~

2

me2
= 0.529 × 10−10 m (515)de zogenaamde Bohrstraal is. Hieruit volgt dat
ρ =

r

an
. (516)De ruimtelijke gol�unties van het waterstofatoom worden gekenmerkt door drie quantumgetallen(n, l en m) en worden geshreven als

ψnlm(r, θ, φ) = χnl(r)Y
m
l (θ, φ), (517)waarbij volgens vergelijkingen u(r) = rχ(r) en u(ρ) = ρl+1e−ρυ(ρ) geldt dat

χnl(r) =
1

r
ρl+1e−ρυ(ρ), (518)met υ(ρ) een polynoom van de orde jmax = n − l − 1 in ρ, waarvan de oë�iënten, tot op eenalgemene normeringsfator na, bepaald worden door de reursie formule

aj+1 =
2(j + l + 1 − n)

(j + 1)(j + 2l + 2)
aj . (519)Voor de grondtoestand, de toestand met laagste energie, geldt n = 1. We vinden hiervoor

E1 = −
[

m

2~2

(
e2

4πǫ0

)2
]

= −13, 6 eV. (520)Hieruit volgt dat de bindingsenergie, dat is de energie die het kost om het elektron van het water-stofatoom te verwijderen (het atoom te ioniseren), van waterstof 13,6 eV is. Volgens vergelijking(510) is in dat geval l = 0 en dus ook m = 0 (volgens vergelijking (446)) en vinden we voor degol�untie
ψ100(r, θ, φ) = R10(r)Y

0
0 (θ, φ). (521)De reursie formule breekt af na de eerste term. Daarom is υ(ρ) een onstante (a0) en

R10(r) =
a0

a
e−r/a. (522)Als we dit normeren vinden we

∫ ∞

0
|R10|2r2dr =

|a0|2
a2

∫ ∞

0
e−2r/ar2dr = |a0|2

a

4
= 1, (523)waaruit volgt dat a0 = 2

√
a. Verder geldt Y 0

0 = 1/
√

4 en dus
ψ100(r, θ, φ) =

1√
πa3

e−r/a. (524)Voor n = 2 is de energie gelijk aan
E2 =

−13, 6 eV

4
= −3, 4 eV (525)105



Figuur 38: De radiële waarshijnlijkheidsdihtheid voor het elektron in het waterstofatoom voordiverse quantumgetallen n en l.
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en dit is de eerste aangeslagen toestand van het waterstofatoom. Preiezer gezegd, de eersteaangeslagen toestanden, want we kunnen nu zowel l = 0 (waarvoor geldt m = 0) als l = 1 (met
m = −1, 0, of +1) hebben. Voor l = 0 geldt dan

χ20(r) =
a0

2a

(

1 − r

2a

)

e−r/2a, (526)terwijl voor l = 1 geldt dat
χ21(r) =

a0

4a2
re−r/2a. (527)In beide gevallen dienen we de onstante a0 uit de normering te bepalen. Fig. 38 toont enkeleradiële waarshijnlijkheidsdihtheden voor het waterstofatoom.De laagste-orde radiële gol�unties van een één-elektron atoom kunnen expliiet geshreven wor-den als

n = 1 l = 0 χ10 = 2a−3/2e−r/a,

n = 2 l = 0 χ20 = 1√
2
a−3/a

(
1 − r

2a

)
e−

r
2a ,

n = 2 l = 1 χ21 = 1√
24
a−3/2 r

ae
− r

2a ,

n = 3 l = 0 χ30 = 2√
27
a−3/2

(

1 − 2
3
r
a + 2

27

(
r
a

)2
)

e−
r
3a ,

n = 3 l = 1 χ31 = 8
27

√
6
a−3/2

(
1 − 1

6
r
a

) (
r
a

)
e−

r
3a ,

n = 3 l = 2 χ32 = 4
81

√
30
a−3/2

(
r
a

)2
e−

r
3a ,

...

(528)
Voor willekeurige waarden van n zijn de mogelijke waarden van l gelijk aan

l = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (529)Voor elke l zijn er (2l+1) mogelijke waarden vanm, zodat de totale ontaardheid van energieniveau
En gelijk is aan

d(n) =

n−1∑

l=0

(2l + 1) = n2. (530)Overigens is de polynoom υ(ρ) een bekende wiskundige funtie (afgezien van de normering) enkan geshreven worden als
υ(ρ) = L2l+1

n−l−1(2ρ), (531)met
Lpq−p(x) ≡ (−1)p

(
d

dx

)p

Lq(x) (532)de geassoieerde Laguerre polynoom en
Lq(x) ≡ ex

(
d

dx

)q
(
e−xxq

) (533)
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de qde Laguerre polynoom. Hiermee kunnen we de genormeerde gol�unties voor het waterstofa-toom shrijven als
ψnlm =

√
(

2

na

)3 (n − l − 1)!

2n[(n+ l)!]3
e−r/na

(
2r

na

)l

L2l+1
n−l−1

(
2r

na

)

Y m
l (θ, φ). (534)Met bovenstaande uitdrukking hebben we een oplossing gevonden voor een van de weinige realis-tishe systemen die we zonder de hulp van een omputer kunnen beshrijven. Overigens kunnenwe ook nog bewijzen dat de oplossingen onderling orthogonaal zijn,

∫

ψ∗
nlmψn′l′m′r2 sin θdrdθdφ = δnn′δll′δmm′ . (535)

Figuur 39: Spetra voor het normale Lorentz triplet in zink en het anomaal Zeeman e�et inkalium en in zink.Tenslotte tonen we in Fig. 39 de experimentele observatie van de opsplitsing van de spetraallij-nen van diverse elementen in een zwak magnetish veld. Het verband tussen de strutuur van demultipletten en het periodiek systeem leidde tot de uiteindelijke ontdekking van spin. WolfgangPauli kende deze eigenshap toe aan het elektron, waarbij hij twee waarden van spin toeliet. Ditbetekende e�etief het invoeren van een vierde quantumgetal in de beshrijving van elk atomairelektron.
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9 IMPULSMOMENT9.1 InleidingWe weten uit de klassieke mehania dat het impulsmoment van een deeltje gede�nieerd is als
~L ≡ ~r × ~p en we onstrueren daarom de quantummehanishe operator op analoge wijze

~L ≡ ~r× ~p =
~

i
(~r ×∇). (536)In een artesish oördinatensysteem kunnen de operatoren voor de drie omponenten van hetimpulsmoment van een deeltje geshreven worden als

~L = −i~~r×∇ = −i~

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
x y z
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(537)en we vinden
Lx = −i~

(

y ∂
∂z − z ∂

∂y

)

,

Ly = −i~
(
z ∂
∂x − x ∂

∂z

)
,

Lz = −i~
(

x ∂
∂y − y ∂

∂x

)

.

(538)In een sferish oördinatenstelsel hebben de operatoren de volgende vorm
Lx = i~

(

sinφ ∂
∂θ + cot θ cosφ ∂

∂φ

)

,

Ly = i~
(

− cosφ ∂
∂θ + cot θ sinφ ∂

∂φ

)

,

Lz = −i~ ∂
∂φ .

(539)
We zullen tonen dat de uitdrukkingen (538) en (539) equivalent zijn. Hiervoor maken we gebruikvan de relaties (415). Er geldt

∂ψ

∂φ
=
∂ψ

∂x

∂x

∂φ
+
∂ψ

∂y

∂y

∂φ
+
∂ψ

∂z

∂z

∂φ
. (540)We vinden met behulp van de relaties (415)

∂x
∂φ = −r sin θ sinφ = −y,

∂y
∂φ = r sin θ cosφ = x,

∂z
∂φ = 0

(541)en dus
∂ψ

∂φ
= −y∂ψ

∂x
+ x

∂ψ

∂y
. (542)We kunnen dit shrijven als een operatorvergelijking en vinden

∂

∂φ
= −y

∂

∂x
+ x

∂

∂y
, (543)109



waarmee we de equivalentie hebben aangetoond van de twee uitdrukkingen voor Lz gegeven invergelijking (538) en (539). De uitdrukkingen voor Lx en Ly kunnen op analoge wijze afgeleidwordenIn artesishe oördinaten kan de operator voor het kwadraat van de grootte van het impulsmo-ment gevonden worden uit
~L2 = Lx

2 + Ly
2 + Lz

2. (544)We kunnen de uitdrukking voor ~L2 in een sferish stelsel vinden met enige algebra en krijgen
~L2 = −~

2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]

. (545)Merk op dat we hier de vorm herkennen van de tweede en derde term in uitdrukking (423) voor deLaplae operator in sferishe oördinaten. Vervolgens gebruiken we een stelling voor vetoren17,waarbij het uitprodut van twee vetoren geshreven kan worden als (~a ×~b)2 = a2b2 − (~a ·~b)2,en we passen deze stelling toe op de norm van de operator van het impulsmoment. We vindennu de belangrijke operatorvergelijking
~p2 = pr

2 +
~L2

r2
(r 6= 0). (547)We kunnen de Shrödingervergelijking in sferishe oördinaten shrijven als

− ~
2

2m

(
1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ

)

ψ + V (r)ψ = Eψ (548)en kunnen dit met behulp van vergelijkingen (545) en (550) beknopter weergeven als
1

2m

(

pr
2 +

~L2

r2

)

ψ + V (r)ψ = Eψ, (549)waarbij pr de radiële omponent is van de impulsoperator in sferishe oördinaten. We hebben
pr ≡ ~

i

1

r

∂

∂r
r =

~

i

(
∂

∂r
+

1

r

)

. (550)9.2 Operator voor impuls in de radiële rihtingDe Shrödingervergelijking kan geshreven worden als
(Ekin + V(r))ψ =

(

− ~
2

2m
∆ + V(r)

)

ψ = Eψ (551)en dus (

− ~
2

2m
∆r +

1

2m

L2

r2
+ V(r)

)

ψ =
1

2m

(

pr
2 +

L2

r2

)

ψ + V(r)ψ = Eψ. (552)17Als we deze stelling toepassen op operatoren, dan dienen we rekening te houden met de volgorde van deoperatoren. Dit omdat de omponenten van de operatoren ~r en ~p niet ommuteren. Er geldt [ri, pj ] = ripj−pjri =
i~δij .

~L2 ≡ (~r × ~p) · (~r× ~p) =
∑

ij

(ripjripj − ripjrjpi) = ~r2~p2 − (~r · ~p)2 + i~(~r · ~p). (546)We gebruiken verder de relatie ~r · ~p = rpr + i~ en vinden hiermee het gewenste resultaat.110



Allereerst laten we zien dat met de de�nitie
pr ≡

~

i

1

r

∂

∂r
r =

~

i

(
∂

∂r
+

1

r

) (553)voor de radiële impuls, we een uitdrukking voor de radiële Laplae operator, ∆r, krijgen die inovereenstemming is met de uitdrukking gegeven in vergelijking (430).
∆rψ =

(
1
r + ∂

∂r

) (
1
r + ∂

∂r

)
ψ

=
(

1
r + ∂

∂r

) (ψ
r + ∂ψ

∂r

)

= ψ
r2

+ 1
r
∂ψ
∂r + ∂ψ

∂r

(
ψ
r

)

+ ∂2ψ
∂r2

= ψ
r2

+ 1
r
∂ψ
∂r − ψ

r2
+ 1

r
∂ψ
∂r + ∂2ψ

∂r2

=
(

2
r
∂
∂r + ∂2

∂r2

)

ψ.

(554)
Ook geldt dat ∆r = 1

r
∂2

∂r2
r. Het bewijs gaat als volgt

∆rψ = 1
r
∂2

∂r2
(rψ) = 1

r
∂
∂r

(
ψ + r ∂∂r

)

= 1
r
∂ψ
∂r + 1

r
∂ψ
∂r + ∂2ψ

∂r2

= 2
r
∂ψ
∂r + ∂2ψ

∂r2

=
(

2
r
∂
∂r + ∂2

∂r2

)

ψ.

(555)Tenslotte geldt ook ∆r = 1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂

∂r

). Dit laatste bewijs gaat als volgt
∆rψ = 1

r2
∂
∂r

(
r2 ∂

∂r

)
ψ = 1

r2
∂
∂r

(

r2 ∂ψ∂r

)

= 1
r2

(

2r ∂ψ∂r + r2 ∂
2ψ
∂r2

)

= 2
r
∂ψ
∂r + ∂2ψ

∂r2

=
(

2
r
∂
∂r + ∂2

∂r2

)

ψ.

(556)9.3 Commutatierelaties voor het impulsmomentWe zullen nu de operatoren voor het impulsmoment van een deeltje nader beshouwen. Wezien in vergelijking (538) dat de omponenten zijn opgebouwd uit ommuterende Hermitisheoperatoren. Daarom zal ~L ook Hermitish zijn. In het algemeen geldt voor een ommutator vande vorm [a+ b, c+ d] de relatie
[a+ b, c+ d] = (a+ b)(c+ d) − (c+ d)(a+ b)

= ac+ ad+ bc+ bd− ca− cb− da− db
= ac− ca+ ad− da+ bc− cb+ bd− db
= [a, c] + [a, d] + [b, c] + [b, d].

(557)Hiermee vinden we de ommutatierelaties voor de omponenten van het impulsmoment. Bijvoor-beeld
[Lx,Ly] = [ypz − zpy, zpx − xpz]

= [ypz, zpx] − [ypz,xpz]
︸ ︷︷ ︸

=0

− [zpy, zpx]
︸ ︷︷ ︸

=0

+[zpy,xpz]

= [ypz, zpx] + [zpy,xpz]
= (ypzzpx − zpxypz) + (zpyxpz − xpzzpy)
= (ypzzpx − pxzpzy) + (pyzpzx − xpzzpy)
= (y[pz, z]px − x[pz, z]py)
= −i~(ypx − xpy) = i~(xpy − ypx)
= i~Lz.

(558)
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Op analoge wijze ontdekken we dat ook de overige omponenten niet ommuteren. We vinden
LxLy − LyLx = i~Lz, LyLz − LzLy = i~Lx, LzLx − LxLz = i~Ly, (559)We kunnen dit afkorten tot

~L × ~L = i~~L, of ook als [Li,Lj] = i~ǫijkLk. (560)Hierbij is ǫijk de volledig antisymmetrishe tensor in drie dimensies gegeven door
ǫijk =







+1 als i, j, k een even permutatie van 1, 2, 3 is,
−1 als i, j, k een oneven permutatie van 1, 2, 3 is,
0 als twee of meer indices gelijk zijn.

(561)Dit betekent dat de omponenten van het impulsmoment van een deeltje niet allemaal op dezelfdetijd meetbaar zijn.Vervolgens beshouwen de ommutatierelaties met het kwadraat van het impulsmoment.
[L2,Lx] = [Lx

2 + Ly
2 + Lz

2,Lx]
= [Ly

2,Lx] + [Lz
2,Lx] (want [Lx

2,Lx] = 0)
= LyLyLx − LxLyLy + LzLzLx − LxLzLz

= LyLyLx − LyLxLy + LyLxLy
︸ ︷︷ ︸

=0

−LxLyLy

+ LzLzLx − LzLxLz + LzLxLz
︸ ︷︷ ︸

=0

−LxLzLz

= Ly[Ly,Lx] + [Ly,Lx]Ly + Lz[Lz,Lx] + [Lz,Lx]Lz

= −i~LyLz − i~LzLy + i~LzLy + i~LyLz

= 0.

(562)
Evenzo vinden we dat [L2,Ly] = [L2,Lz] = 0. De operator van het kwadraat van het impulsmo-ment van een deeltje ommuteert met alle omponenten van de operator van het impulsmoment.Er geldt

[L2,Lx] = [L2,Ly] = [L2,Lz] = 0. (563)Omdat Lx, Ly en Lz niet ommuteren, kan slehts een van deze operatoren een gezamelijke basismet L2 hebben, en we kiezen hier Lz voor.9.4 Sferish harmonishe funtiesDe sferish harmonishe funties Y m
l (θ, φ) zijn de gemeenshappelijke eigenfunties van de ope-ratoren ~L2 en Lz.

~L2Y m
l (θ, φ) = l(l + 1)~2Y m

l (θ, φ) (l = 0, 1, 2, ...,∞),

LzY
m
l (θ, φ) = m~Y ml (θ, φ) (m = −l,−l + 1, .., 0, l − 1, l).

(564)Bovenstaande eigenwaardenvergelijkingen hebben slehts eindige en eenduidige eigenfunties voorbepaalde eigenwaarden, l(l + 1) voor l = 0, 1, 2, .... De eigenwaarde l(l + 1) is (2l + 1)-voudigontaard. Dit betekent dat er (2l + 1) lineair onafhankelijke funties bestaan die eigenfuntiezijn van de operator ~L2 behorende bij de eigenwaarde l(l + 1)~2. Deze eigenfunties wordenaangegeven door de sferish harmonishe funties Y m
l (θ, φ) met (m = −l,−l+ 1, .., 0, l − 1, l).112



Anders geformuleerd kunnen we stellen dat de eigenwaardenvergelijkingen (564) de quantisatievan het impulsmoment uitdrukken: de kwadratishe grootte van het impulsmoment ~L2 van eendeeltje kan slehts één van de disrete set van waarden
l = 0, 1, 2, ...,∞ (565)aannemen, terwijl de z-omponent van het impulsmoment Lz van een deeltje slehts één van dedisrete waarden

m = −l,−l + 1, .., 0, l − 1, l (566)kan aannemen. We noemen l het quantumgetal voor het impulsmoment en m het magnetishequantumgetal. Toestanden met l = 0, 1, 2, 3 worden s-, p-, d-, f -toestanden genoemd. Voortoestanden met l = 4, 5, .. gaat de aanduiding alfabetish verder met g, h, enzovoort. Dit noemtmen de spetrosopishe notatie. In Fig. 40 zijn de sferish harmonishe funties Y m
l (θ, φ)

Figuur 40: De sferish harmonishe funties Y m
l (θ, φ) voor de laagste waarden van l en m.geplot voor de laagste waarden van l en m. De �guur toont de funtie |Y m

l (θ, φ)|2 in sferisheoördinaten. Voor een gegeven rihting van θ en φ in het oördinatenstelsel, is de afstandvan het oppervlak tot de oorsprong zijn gelijk aan het kwadraat van de sferish harmonishefuntiewaarde. De waarshijnlijkheidsdihtheden van de diverse toestanden worden gegeven door
|Y m
l (θ, φ)| en de polaire verdelingen worden getoond in Fig. 41 voor het geval l = 3; m =

0, ± 1, ± 2, ± 3. De funties Y m
l (θ, φ) kunnen expliiet geshreven worden als
Y m
l (θ, φ) = Nm

l P
|m|
l (cos θ)eimφ, (567)met P |m|

l (cos θ) de geassoieerde Legendre funties en Nm
l een set normalisatie onstanten.Enkele van de Legendre polynomen die de θ afhankelijkheid van de gol�untie in een sferish113



Figuur 41: Polaire diagrammen van de ruimtelijke afhankelijkheid van de waarshijnlijkheids-dihtheden van het waterstofatoom voor l = 3; m = 0, ± 1, ± 2, ± 3.

Figuur 42: Enkele Legendre polynomen die de θ afhankelijkheid van de gol�untie in een sferishoördinatenstelsel beshrijven.oördinatenstelsel beshrijven worden getoond in Fig. 42. De geassoieerde Legendre funtieworden gede�nieerd door de vergelijking
P

|m|
l (µ) =

1

2ll!
(1 − µ2)|m|/2 dl+|m|

dµl+|m| [(µ
2 − 1)l] (568)en de normalisatie onstanten door

Nm
l = (−1)(m+|m|)/2

[
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

]1/2

. (569)
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De laagste-orde sferish harmonishe funties worden gegeven door
Y 0

0 (θ, φ) =
√

1
4π ,

Y 0
1 (θ, φ) =

√
3
4π cos θ, Y ±1

1 (θ, φ) = ∓
√

3
8π sin θe±iφ,

Y 0
2 (θ, φ) =

√
5

16π (3 cos2 θ − 1).

(570)
De sferish harmonishe funties Y m

l (θ, φ) zijn in de funtieruimte van de kwadratish inte-greerbare funties gede�nieerd op de eenheidsbol. De funties voldoen aan orthogonaliteit. Ergeldt
< Y m

l (θ, φ)|Y m′

l′ (θ, φ) >=

∫

Y ∗m
l (θ, φ)Y m′

l′ (θ, φ) sin θdθdφ = δmm′δll′ . (571)
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10 SPIN - INTRINSIEK IMPULSMOMENT10.1 Impulsmoment van een systeemDe operatoren J voor het impulsmoment zijn gede�nieerd als de drie Hermitishe operatoren Jx,
Jy en Jz die aan de ommutatieregels

[Jx,Jy] = i~Jz, etc. (572)voldoen. Alle eigenshappen van het impulsmoment van een systeem volgen diret uit dezeommutatierelaties en we hoeven bij de operatoren J niet diret aan de di�erentiaal operatorente denken.Als J2 gede�nieerd is door
J2 = Jx

2 + Jy
2 + Jz

2, (573)dan kan met behulp van relatie (572) bewezen worden dat geldt
[
Jj,J

2
]

= 0, j = x, y, z. (574)Omdat de omponenten van J niet met elkaar ommuteren, kan slehts één ervan simultaanmet J2 worden gespei�eerd. Hiervoor kiezen we onventioneel Jz. Teneinde de simultaneeigentoestanden van J2 en Jz te bepalen, dienen we de eigenwaardenvergelijkingen,
J2|J,M > = ~

2J(J + 1)|J,M > (575)
Jz|J,M > = ~M |J,M >, (576)(577)op te lossen, waarbij |J,M > de gezamelijke eigentoestand van J2 en Jz is met eigenwaar-den ~

2J(J + 1) en ~M . Men noemt J en M het impulsmoment en magnetish quantumgetal,respetievelijk.Men vindt de volgende belangrijke resultaten
• De eigenwaarden van J2 zijn van de vorm ~

2J(J + 1), waarbij J de waarden
J = 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2, ... (578)aanneemt.

• Met elke eigenwaarde van J2, dus met een van de waarden voor J , orrespondeert voor Jzde eigenwaarde ~M , waarbij M één van 2J + 1 waarden
M = J, J − 1, ...,−J (579)aanneemt.Eigentoestanden die behoren bij vershillende eigenwaarden van een observabele zijn orthogonaal.We zullen ook aannemen dat deze toestanden genormeerd zijn, waarbij geldt dat

< J ′,M ′|J,M >= δJJ ′δMM ′ . (580)We hebben in het vorige hoofdstuk gezien dat het quantumgetal van baanimpulsmoment, l, enkelintegerwaarden kan aannemen, l = 0, 1, 2, ..., terwijl we nu ontdekken dat J ook halftalligewaarden kan aannemen. 116



10.2 SpinIn de klassieke mehania kan een lihaam twee soorten impulsmoment hebben. Zo kan de aardein een baan rond de zon draaien en we spreken hier van baanimpulsmoment, een vetor die zijnoorsprong vindt in het uitprodut L = r × p. Verder draait de aarde ook rond haar as en ookhier is er een vetor impulsmoment, S = Iω, waarbij I het traagheidsmoment wordt genoemd.Het impulsmoment S is ehter terug te voeren tot het baanimpulsmoment van de materie opaarde ten opzihte van de draaias.In de quantummehania tre�en we een vergelijkbare situatie aan. Tijdens de behandeling vanhet waterstofatoom hebben we kennis gemaakt met de operator voor baanimpulsmoment. Dezeoperator beshrijft de beweging van het elektron rond het proton en kan enkel integerwaardenaannemen. Het is ehter zo dat het elektron (en trouwens ook het proton) nog een andere vormvan impulsmoment met zih meedraagt en dit wordt spin genoemd. Spin heeft niets te makenmet enige ruimtelijke beweging (voor zover we weten is het elektron puntvormig), maar is heteen intrinsieke eigenshap van het deeltje. We zien nu dat de hierboven gevonden halftalligewaarden van impulsmoment gerelateerd zijn aan de spin van deeltjes. Verder is het zo datniet alle waarden van J optreden voor een bepaald systeem. Terwijl in de disussie van hetwaterstofatoom we hebben gezien dat het baanimpulsmoment l, diverse waarden kan aannemen,ligt de waarde van de spin voor elk deeltje vast. Voor ieder deeltje is er maar één waarde.Zo hebben het elektron, proton, neutron, quarks, enz. allemaal een spin van 1
2 (in eenhedenvan ~), terwijl pionen bijvoorbeeld spin 0 hebben. Verder zijn er voor elke waarde van J dieoptreedt, altijd 2J + 1 waarden voor Jz . Als er geen voorkeursrihting in de ruimte is, omdat erbijvoorbeeld geen magnetish veld aanstaat, dan zijn deze 2J + 1 waarden ontaard (ze hebbendezelfde energie).10.3 Matrix representatie van spin 1

2
deeltjesDe natuur realiseert de half-integer waarden voor impulsmoment in de vorm van het intrinsiekeimpulsmoment in het rustsysteem van deeltjes, zoals elektronen, protonen, neutronen en quarks.Alle materie waaruit ons universum opgebouwd is, bestaat uit deze deeltjes. Omdat de spinvan deze deeltjes vastligt, hebben we hier feitenlijk te maken met wiskundig gezien de meesteenvoudige niet-triviale quantum systemen. Conventioneel gebruikt met symbool s voor deoperator van dit zogenaamde spin impulsmoment, terwijl s en ms de geassoieerde spin enmagnetishe quantumgetallen zijn. Er zijn slehts twee mogelijke toestanden, ms = ±1

2 en wewerken in een twee-dimensionale vetor ruimte. De operatoren zijn eenvoudige 2× 2 matries ende toestanden zijn vetoren met maar twee omponenten.Uit vergelijking (577) volgt dat s2 de waarde ~
2s(s + 1) = 3

4~
2 heeft. Voor de lengte van sgeldt dus ‖s‖ = 1

2

√
3~. De projetie sz heeft slehts twee eigenwaarden ~ms met ms = ±1

2 , dieorresponderen met de spin parallel (spin up: ↑) en spin antiparallel (spin down: ↓) aan de z-as.De orresponderende eigentoestanden van sz kunnen geshreven worden als
|α >= |ms = +

1

2
> |β >= |ms = −1

2
> (581)en dus

sz|α >=
~

2
|α > sz|β >= −~

2
|β > . (582)Omdat de toestanden |α > en |β > behoren bij vershillende eigenwaarden van sz, zijn zeorthogonaal. We nemen verder aan dat ze genormeerd zijn. Er geldt

< α|α >= 1 < β|β >= 1 < α|β >= 0. (583)117



10.3.1 Operatoren voor spin-1
2In de beshrijving van spin-12 deeltjes hebben we te maken met de spinoperatoren sx, sy en sz,welke gezien kunnen worden als omponenten van de spinoperator s = (sx, sy, sz). Verder is ernog de operator s2. Spin-12 impulsmoment kan eenvoudig worden behandeld door de spinopera-toren voor te stellen als 2×2 matries en de spintoestanden door twee-omponent kolomvetoren.We shrijven |α > en |β > als
α =

(
1
0

)

, β =

(
0
1

)

, (584)en de spinimpulsmoment operatoren door
s =

1

2
~σ, (585)waarbij σ = (σx, σy, σz) de Pauli spinmatries zijn, gede�nieerd door

σx =

(
0 1
1 0

)

, σy =

(
0 −i
i 0

)

, σz =

(
1 0
0 −1

)

. (586)Met behulp van bovenstaande relaties kunnen we diret een aantal resultaten a�eiden. Er geldt
szα =

~

2

(
1 0
0 −1

)(
1
0

)

=
~

2

(
1
0

)

=
~

2
α, (587)hetgeen de matrixvorm is van de eerste uitdrukking in vergelijking (582). De spinmatries voldoenaan de ommutatieregels voor impulsmoment, [sx, sy] = i~sz, enz., waarbij men gebruik dientte maken van de regels voor matrixvermenigvuldiging18 .10.3.2 SpinorenDe algemene toestand van een spin-12 deeltje kan worden uitgedrukt als een twee-omponentkolommatrix, |χ >, die een spinor wordt genoemd. Deze kan geshreven worden als

χ = a1α+ a2β = a1

(
1
0

)

+ a2

(
0
1

)

=

(
a1

a2

)

. (589)Verder de�nieren we het salaire produt. Stel dat
|η >= |α >< α|η > +|β >< β|η >= |α > b1 + |β > b2, (590)dan is het salaire produt hiervan met de toestand |χ >, gegeven door vergelijking (589), gelijkaan

< η|χ > =< η|α >< α|χ > + < η|β >< β|χ >
= b∗1a1 + b∗2a2 = (b∗1, b

∗
2)

(
a1

a2

)

.
(591)Het laatste deel van deze uitdrukking is de matrixvorm van het salaire produt. Hierbij wordt deket |χ > voorgesteld als een kolomvetor, terwijl de bra < η| wordt voorgesteld als een rijvetor.Het salaire produt volgt uit de regels van matrixvermenigvuldiging.18Voor het produt van twee 2 × 2 matries A en B, geldt

(AB)mn =
2∑

p=1

AmpBpn, m, n = 1, 2. (588)118



10.3.3 VerwahtingswaardenWe gaan het matrixformalisme voor spin-12 deeltjes nu toepassen. Allereerst berekenen we deverwahtingswaarde van sx voor de spintoestand |χ >. We vinden
< χ|sx|χ > = 1

2~ (a∗1, a
∗
2)

(
0 1
1 0

)(
a1

a2

)

= 1
2~ (a∗1, a

∗
2)

(
a1

a2

)

= 1
2~(a1a

∗
2 + a∗2a1).

(592)Evenzo berekenen we < χ|sz|χ >. Er geldt
|χ >= |α >< α|χ > +|β >< β|χ > (593)en dus

sz|χ >= sz|α >< α|χ > +sz|β >< β|χ >=
~

2
|α >< α|χ > +

~

2
|β >< β|χ >, (594)waarmee we vinden

< χ|sz|χ >=
~

2

[
| < α|χ > |2 − | < β|χ > |2

]
=

~

2

[
|a1|2 − |a2|2

]
. (595)We zien dat respetievelijk de eerste en tweede term de waarshijnlijkheid geven dat het deeltjein de spintoestand |χ > spin up of spin down heeft.Voorbeeld: Stel voor dat een spin-12 deeltje zih in de toestand

χ =
1√
6

(
1 + i

2

) (596)bevindt. Als we sz meten, dan is de waarshijnlijkheid om +~/2 te vinden gelijk aan |(1 +
i)/

√
6|2 = 1/3 en de waarshijnlijkheid om −~/2 te vinden |2/

√
6|2 = 2/3. Als we sx meten,dan is de waarshijnlijkheid om +~/2 te meten (1/2)|(3 + i)/

√
6|2 = 5/6, terwijl de waar-shijnlijkheid om −~/2 te vinden gelijk is aan (1/2)|(−1 + i)/

√
6|2 = 1/6. Klaarblijkelijk is deverwahtingswaarde van sx gelijk aan

5

6

(

+
~

2

)

+
1

6

(

−~

2

)

=
~

3
, (597)hetgeen we ook meer rehttoe reahtaan hadden kunnen vinden,

< sx >= χ†sxχ =

(
1 − i√

6

2√
6

)(
0 ~

2
~

2 0

)(
(1 + i)/

√
6

2/
√

6

)

=
~

3
. (598)10.4 Consequenties van een metingIn het volgende lopen we in gedahten het meetproes door aan een quantummehanish systeemmet een spin-12 deeltje. Het idee is om in onrete termen kennis te maken met enkele vande abstrate onepten in de theorie. We beginnen met een deeltje in de toestand α. Hetdeeltje bevindt zih dus in een `spin-up' toestand. Als iemand ons zou vragen: "Wat is de

z-omponent van het spinimpulsmoment van het deeltje?", dan kunnen we zonder te aarzelenantwoorden: +~/2. We weten zeker dat een meting van sz met zekerheid deze waarde zalopleveren. Maar stel nu dat onze lassius in plaats daarvan vraagt, "Wat is de x-omponentvan het spinimpulsmoment van dat deeltje?" We zijn verpliht te antwoorden: als je sx meet,119



heb je een kans van 50-50 proent om of ~/2, om of −~/2 te vinden. Als onze ondervrager eenklassiek fysius of een zogenaamde `realist' is, dan zal hij dit niet als een bevredigend antwoordbeshouwen. Je kunt dan een reatie krijgen als, "Probeer je me nu te vertellen dat je nietweet wat de ehte toestand van het deeltje is?". In tegendeel, ik weet preies wat de toestandvan het deeltje is, namelijk α. "Maar hoe kan het dan, dat je me niet kunt vertellen wat de
x-omponent van de spin is?" Omdat het eenvoudig nog geen bepaalde x-omponent heeft. Datkan ook niet zo zijn, want als zowel sx als sz preies bekend zijn, dan zou de onzekerheidsrelatie(572) geshonden zijn.Op dit punt aangeland is onze uitdager het beu en grijpt de apparatuur en meet de x-omponent van de spin. Stel je nu voor dat hij de waarde +~/2 meet. "Ha!", roept hij triom-fantelijk uit, "Je hebt gelogen!". Dit deeltje heeft een preies bepaalde waarde voor sx, het is
+~/2." Jazeker, dat heeft het nu, maar dat bewijst nog niet dat het deze waarde had, voordat jijje meting uitvoerde. "Je begint nu duidelijk te zeuren. Wat is er trouwens met je onzekerheids-relatie gebeurd? Ik weet nu zowel sx als sz." Het spijt me, maar dat weet je niet: gedurende jemeting, heb je de toestand van het deeltje veranderd. Het is nu in de toestand α(x). Je weet nuwel de waarde van sx, maar je weet de waarde van sz niet meer. "Nee hoor, ik was uitermatevoorzihtig om het deeltje niet te verstoren toen ik sx aan het meten was." Goed dan, je gelooftme niet. Waarom ontroleer je het niet: meet sz en zie wat je krijgt. (hij kan nu natuurlijk +~/2vinden en dan staan we eht voor shut - maar als we dit hele senario blijven herhalen, dan zalhij in de helft van de gevallen −~/2 vinden).Voor een gewone man, een �losoof, of een klassiek fysius, zal een uitspraak als "dit deeltjeheeft geen preies gede�nieerde positie" (of impuls, of x-xomponent van het spinimpulsmoment,of wat dan ook) vaag klinken, inompetent zelfs. Maar het is geen van alle. Het is een diretgevolg van de axioma's van de quantum theorie.10.5 Meting in een willekeurige rihtingTenslotte beshouwen we de eigenwaarden en eigenfunties van een omponent van de spin-operator s in de rihting van een eenheidsvetor n̂. Dit komt neer op het oplossen van deeigenwaardenvergelijking

n̂ · s|χ >=
1

2
~λ|χ > . (599)Ter vereenvoudiging nemen we aan dat n̂ in het (x, z)-vlak ligt en de omponenten n̂ = (sin θ, 0, cos θ)heeft, met 0 ≤ θ ≤ π en

n̂ · s = sx sin θ + sz cos θ. (600)Gebruik maken van de Pauli matries levert
(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)(
a1

a2

)

= λ

(
a1

a2

)

. (601)Bovenstaande vergelijking kan eenvoudig worden opgelost. We vinden de equivalente vergelijkin-gen
a1 cos θ + a2 sin θ = λa1

a1 sin θ − a2 cos θ = λa2.
(602)Elk van deze vergelijkingen geeft een uitdrukking voor de verhouding a1/a2 en het is eenvoudigna te gaan dat de vergelijkingen enkel onsistent zijn als geldt dat λ = ±1. De eigenwaarden
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van n̂ · s zijn dus ±1
2~ en hiermee zijn ze hetzelfde19 als die van sz. We vinden de relaties

a1 sin θ
2 = a2 cos θ2 voor λ = +1

a1 cos θ2 = −a2 sin θ
2 voor λ = −1.

(603)De normalisatieonditie |a1|2 + |a2|2 leidt tot de genormeerde eigenvetoren
(

cos θ2
sin θ

2

)

en

(
− sin θ

2

cos θ2

) (604)voor λ = +1 en λ = −1 respetievelijk. De willekeurige fasefator in elk van deze eigenvetorenis zodanig gekozen dat voor θ = 0 (orresponderend met n̂ in de rihting van de z-as) de vetorensamenvallen met de eigenvetoren α en β.We duiden de eigenkets van n̂ · s met eigenwaarden ±1
2~ aan met |n̂± >, dan vinden we

|n̂+ > = cos θ2 |α > + sin θ
2 |β >

|n̂− > = − sin θ
2 |α > + cos θ2 |β > .

(605)Uit bovenstaande vergelijking kan men eenvoudig de waarshijnlijkheid P (ẑ, n̂+) a�eiden dateen meting van de spinomponent n̂ · s van een deeltje in de toestand α (dus met spin parallelaan de eenheidsvetor ẑ in de rihting van de positieve z-as) het resultaat +1
2~ oplevert. Dezewaarshijnlijkheid kan verkregen worden door de expansie van |α > te beshouwen in termen vande orthonormale spin eigentoestanden |n̂± > en wordt gegeven door | < n̂ + |α > |2. We vinden

P (ẑ, n̂+) = cos2
θ

2
. (606)Dit belangrijke resultaat zullen we nodig hebben tijdens de disussie van de ongelijkheid vanBell.

19Dat hadden we ook meteen kunnen bedenken als we hadden ingezien dat er tussen vershillende rihtingenniets te kiezen valt. Daarom heeft de omponent van s in elke willekeurige rihting de eigenwaarden ± 1
2
~.121



11 TIJDAFHANKELIJKE STORINGSREKENING11.1 InleidingTot nu toe hebben we steeds aangenomen dat de potentiële energie niet van de tijd afhangt,
V (r, t) = V (r). In dat geval kunnen we de tijdafhankelijk Shrödingervergelijking, HΨ = i~∂Ψ

∂t ,oplossen door sheiding van variabelen, Ψ(r, t) = ψ(r)e−iEt/~, waarbij ψ(r) dan voldoet aande tijdonafhankelijke Shrödingervergelijking, Hψ = Eψ. Omdat de tijdafhankelijkheid van Ψvolledig verzorgd wordt door de exponentiële fator, e−iEt/~, die wegvalt als we de fysish rele-vante grootheid |Ψ|2 onstrueren, zijn alle waarshijnlijkheden en verwahtingswaarden onstantin de tijd. We kunnen natuurlijk lineaire ombinaties van deze stationaire toestanden vormen,maar ook dan zijn de mogelijke waarden voor de energie en de bijbehorende waarshijnlijkhedenonstant.Als we overgangen van één energieniveau naar een ander willen aommoderen, dan dienenwe een tijdafhankelijke potentiaal te introdueren. We shrijven de Hamiltoniaan als, H =
H0 + H ′(t). Als het tijdafhankelijke deel van de Hamiltoniaan, H ′(t), klein is ten opzihtevan het tijdonafhankelijke deel, H0, dan kunnen we tijdafhankelijke storingsrekening toepassen.Hierdoor krijgen we meer inziht in het proes van quantum sprongen.11.2 Twee-niveaus systemenStel dat er slehts twee toestanden zijn voor een niet-verstoord systeem, ψa en ψb. Beide zijneigentoestanden van de niet-verstoorde Hamiltoniaan H0,

H0ψa = Eaψa en H0ψb = Ebψb, (607)en ze zijn orthonormaal,
< ψa|ψb >= δab. (608)Als er geen verstoring optreedt, dan is de totale gol�untie een superpositie en men vindt,

Ψ(t) = caψae
−iEat/~ + cbψbe

−iEbt/~. (609)Hierbij is |ca|2 de waarshijnlijkheid dat het deeltje zih in toestand ψa bevindt. Uit de normeringvan Ψ(t) volgt dat
|ca|2 + |cb|2 = 1. (610)11.3 Het verstoorde systeemAls we de storingsterm, H ′(t), aanzetten, zal Ψ(t) veranderen. Deze gol�untie kan ehter nogsteeds worden geshreven als een lineaire ombinatie van de omplete verzameling ψa en ψb. Hetvershil is ehter dat de oë�iënten een funtie van de tijd worden. We vinden

Ψ(t) = ca(t)ψae
−iEat/~ + cb(t)ψbe

−iEbt/~. (611)We dienen nu ca(t) en cb(t) te bepalen. Stel dat we beginnen met ca(0) = 1 en cb(0) = 0 enenige tijd later vinden we ca(t1) = 0 en cb(t1) = 1, dan heeft het systeem een overgang van ψanaar ψb gemaakt.We kunnen ca(t) en cb(t) bepalen door van Ψ(t) te eisen dat het voldoet aan de tijdafhankelijkeShrödingervergelijking,
HΨ = i~

∂Ψ

∂t
, met H = H0 +H ′(t). (612)122



Invullen van vergelijking (611) in (612) levert20
ca [H0ψa] e

−iEat/~ + cb [H0ψb] e
−iEbt/~ + ca

[
H ′ψa

]
e−iEat/~ + cb

[
H ′ψb

]
e−iEbt/~

= i~

[

ċaψae
−iEat/~ + ċbψbe

−iEbt/~ + caψa

(

− iEa
~

)

e−iEat/~ + cbψb

(

− iEb
~

)

e−iEbt/~

]

.(613)Tengevolge van vergelijking (607) vallen de eerste twee termen links weg tegen de laatste tweetermen rehts en vinden we
ca
[
H ′ψa

]
e−iEat/~ + cb

[
H ′ψb

]
e−iEbt/~ = i~

[

ċaψae
−iEat/~ + ċbψbe

−iEbt/~
]

. (614)We kunnen ċa weer op de standaard manier isoleren: neem het inprodut met ψa en maak gebruikvan de orthogonaliteit van ψa en ψb. We vinden dan
ca < ψa|H ′|ψa > e−iEat/~ + cb < ψa|H ′|ψa > e−iEbt/~ = i~ċaψae

−iEat/~. (615)Ter afkorting de�niëren we
H ′
ij ≡< ψi|H ′|ψj > . (616)Merk op dat de Hermitiiteit van H ′ ervoor zorgt dat H ′

ji = (H ′
ij)

∗. We vermenigvuldigenvervolgens met −(i/~)eiEat/~ en onluderen dat
ċa = − i

~

[

caH
′
aa + cbH

′
abe

−i(Eb−Ea)t/~
]

. (617)Op dezelfde manier kunnen we met het inprodut met ψb de term ċb eruit distilleren,
ca < ψb|H ′|ψa > e−iEat/~ + cb < ψb|H ′|ψb > e−iEbt/~ = i~ċbψbe

−iEbt/~ (618)en dus
ċb = − i

~

[

cbH
′
bb + caH

′
bae

i(Eb−Ea)t/~
]

. (619)Vergelijkingen (617) en (619) bepalen ca(t) en cb(t). Samen zijn ze volledig equivalent aan detijdafhankelijke Shrödingervergelijking van het twee-niveaus systeem. In het algemeen zijn dediagonale elementen vanH ′ gelijk aan nul, H ′
aa = H ′

bb = 0. In dat geval vinden we als oplossingen
ċa = − i

~
H ′
abe

−iω0t/~cb en ċb = − i

~
H ′
bae

−iω0t/~ca, (620)met
ω0 ≡ Eb − Ea

~
. (621)We nemen aan dat Eb ≥ Ea en dat ω0 ≥ 0.11.3.1 Tijdafhankelijk storingsrekeningHet resultaat gegeven in vergelijking (620) is exat en er is geen aanname gemaakt over degrootte van de verstoring. Ehter, als H ′ klein is, dan kunnen we vergelijking (620) oplossenmet een stapsgewijze benaderingsmethode. Stel dat het deeltje begint in de laagste toestand,met ca(0) = 1 en cb(0) = 0. Als er helemaal geen verstoring zou zijn, dan zou dit voor altijd detoestand blijven.20Merk op dat we met de notatie bedoelen ċ = dc/dt.123



Nulde-orde:
c(0)a (t) = 1, c

(0)
b (t) = 0. (622)Teneinde de eerste-orde benadering te berekenen vullen we deze waarden in in het rehterlid vanvergelijking (620).Eerste-orde:

dca
dt

= 0 ⇒ c(1)a (t) = 1;

dcb
dt

= − i

~
H ′
bae

iω0t ⇒ c
(1)
b = − i

~

∫ t

0
H ′
ba(t

′)eiω0t′dt′. (623)Vervolgens vullen we deze vergelijkingen weer in in het rehterlid en vinden de tweede-ordebenadering:Tweede-orde:
dca
dt

= − i

~
H ′
abe

−iω0t

(

− i

~

)∫ t

0
H ′
ba(t

′)eiω0t′dt′

c(2)a (t) = 1 − 1

~2

∫ t

0
H ′
ab(t

′)e−iω0t′

[
∫ t′

0
H ′
ba(t

′′)eiω0t′′dt′′
]

dt′, (624)terwijl cb onveranderd blijft, c(2)b (t) = c
(1)
b (t). Merk op dat met deze notatie c(2)a (t) de nulde-ordeterm bevat.In prinipe kunnen we deze proedure oneindig vaak herhalen om de preisie te vergroten.11.3.2 Sinusvormige verstoringenStel dat de verstoring een sinusvormige tijdafhankelijkheid heeft, H ′(r, t) = V (r) cos ωt, zodat

H ′
ab = Vab cosωt met Vab ≡< ψa|V |ψb >. We nemen aan dat de diagonale matrixelementen weernul zijn. In eerste-orde storingsrekening gaat vergelijking (623) nu over in

cb(t) ≈ − i

~
Vba

∫ t

0
cos (ωt′)eiω0t′dt′ = − iVba

2~

∫ t

0

[

ei(ω0+ω)t′ + ei(ω0−ω)t′
]

dt′ (625)en er geldt als eindresultaat
cb(t) ≈ −Vba

2~

[

ei(ω0+ω)t − 1

ω0 + ω
+
ei(ω0−ω)t − 1

ω0 − ω

]

. (626)We kunnen deze uitdrukking vereenvoudigen als we enkel naar storingsfrequenties, ω, kijken diediht bij de overgangsfrequentie, ω0, liggen. In dat geval domineert de tweede term in vergelijking(626). Spei�ek nemen we aan dat ω0 +ω ≫ |ω0−ω|. Dit vormt geen ernstige beperking, omdatverstoringen bij deze andere frequenties een verwaarloosbare waarshijnlijkheid hebben om eenovergang de indueren. We vinden dan
cb(t) ≈ −Vba

2~

ei(ω0−ω)t/2

ω0 − ω

[

ei(ω0−ω)t/2 − e−i(ω0−ω)t/2
]

= −iVba
~

sin [(ω0 − ω)t/2]

ω0 − ω
ei(ω0−ω)t/2. (627)

124



Figuur 43: Overgangswaarshijnlijkheid als funtie van de tijd voor een sinusvormige verstoring.De overgangswaarshijnlijkheid - de waarshijnlijkheid dat een deeltje dat zih initieel in toestand
ψa bevindt, een tijd t later wordt aangetro�en in toestand ψb - is

Pa→b(t) = |cb(t)|2 ≈ |Vba|2
~2

sin2 [(ω0 − ω)t/2]

(ω0 − ω)2
. (628)Het is opmerkelijk dat als funtie van de tijd, de overgangswaarshijnlijkheid sinusvormig os-illeert. Dit is aangegeven in Fig. 43. Eerst gaat de waarshijnlijkheid naar een maximum,

|Vab|2/~2(ω0 − ω)2, dat trouwens noodzakelijkerwijs behoorlijk kleiner is dan 1, anders zou im-mers de verstoring niet klein zijn, om daarna weer naar nul te gaan. Als je je kansen om eenovergang te indueren wilt maximaliseren, dan moet je de verstoring niet ontinue aan latenstaan. Je kunt hem beter uitshakelen na een tijd π/|ω0 −ω|. Dit �ip-�op gedrag is geen artifatvan storingsrekening - het gebeurd ook in een exate beshrijving!De waarshijnlijkheid om een overgang te indueren is het grootst als de aangelegde frequentiediht bij de `natuurlijke' frequentie ω0 is. Dit wordt getoond in Fig. 50, waar Pa→b geplot isals funtie van de frequentie ω. De piek heeft een hoogte (|Vab|t/2~)2 en een breedte 4π/t. Depiek wordt dus hoger en smaller naarmate de tijd voortshrijdt (merk op dat dit resultaat slehtsgeldig is voor relatief kleine tijden t, vanwege de toepasbaarheid van storingsrekening).11.4 Emissie en absorptie van straling11.4.1 Elektromagnetishe golvenEen elektromagnetishe golf bestaat uit tranversaal, dus loodreht geriht op de bewegingsrih-ting, onderling loodreht osillerende elektrishe en magnetishe velden. Een atoom in de buurtvan een dergelijke passerende lihtgolf reageert primair op de elektrishe omponent. Als degol�engte groot is ten opzihte van de grootte van het atoom, dan kunnen we de ruimtelijke uit-gebreidheid van het veld verwaarlozen. Dit is voor zihtbaar liht met een typishe gol�engte van5000 Å het geval, want een atoom heeft een grootte in de orde van 1 Å. Het atoom staat in datgeval bloot aan een sinusvormig osillerend elektrish veld, E = E0 cos (ωt)k, als de golf gepo-lariseerd is in de z-rihting. De Hamiltoniaan die de storing beshrijft is danH ′ = −qE0z cos (ωt),125



Figuur 44: Overgangswaarshijnlijkheid als funtie van de frequentie van de sinusvormige ver-storing.met q de lading van het elektron. Er geldt dan
H ′
ba = −PE0 cos (ωt), met P ≡ q < ψb|z|ψa > . (629)Typish is ψ een even of oneven funtie van z en in beide gevallen is z|ψ|2 oneven, en zal deintegraal nul opleveren. Dit bevestigt onze gebruikelijke aanname dat de diagonale matrixele-menten van H ′ gelijk aan nul zullen zijn. De interatie van liht met materie wordt dus beheerstdoor preies de soort storingsrekening die we in de vorige paragraaf bestudeerd hebben, met

Vba = −PE0.11.4.2 Absorptie, gestimuleerde emissie, en spontane emissieStel een atoom bevindt zih in de laagste toestand ψa en we shijnen nu gepolariseerd, monohro-matish liht op dit atoom. De waarshijnlijkheid dat het atoom een overgang maakt naar dehoogste toestand ψb wordt gegeven door vergelijking (628). Vanwege Vba = −PE0 vinden we deuitdrukking
Pa→b(t) =

( |P|E0

~

)2 sin2 [(ω0 − ω)t/2]

(ω0 − ω)2
. (630)In dit proes absorbeert het atoom energie Eb − Ea = ~ω0 van het elektromagnetishe veld enwe zeggen dat het atoom een foton geabsorbeerd heeft (zie Fig. 45). We kunnen de a�eiding
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(c)Spontane emissieFiguur 45: Drie manieren waarop liht met atomen kan wisselwerken: (a) absorptie, (b) gesti-muleerde emissie, () spontane emissie.herhalen voor een atoom dat begint in de hoogste toestand en dat vervolgens vervalt naar de126



laagste toestand. De waarshijnlijkheid voor die overgang is dan
Pb→a(t) =

( |P|E0

~

)2 sin2 [(ω0 − ω)t/2]

(ω0 − ω)2
. (631)Het resultaat is preies hetzelfde en dat is opmerkelijk: als een atoom in een aangeslagen toestandis en we shijnen er liht op, dan is de overgangswaarshijnlijkheid even groot als die voor eenovergang van de grondtoestand naar de aangeslagen toestand. Dit proes heet gestimuleerdeemissie en werd voor het eerst door Einstein ontdekt.In het geval van gestimuleerde emissie verkrijgt het elektromagnetishe veld een energie ~ω0van het atoom. Er komt één foton in, maar er komen twee fotonen uit: het originele fotondat de overgang indueerde en een ander foton van de overgang zelf. We zien dus dat we hiereen prinipe voor het versterken van liht hebben, want als ik een vat atomen heb, die zihallemaal in de aangeslagen toestand bevinden, en ik shijn daar één foton op, dan veroorzaaktdit een kettingreatie van uitgaande fotonen, allemaal met dezelfde frequentie en allemaal ophetzelfde moment. Op dit prinipe berust de werking van een laser. Hierbij is het essentieelom de meerderheid van de atomen in een aangeslagen toestand te krijgen. Dit wordt populatieinversie genoemd.Naast absorptie en gestimuleerde emissie is er een derde mehanisme voor de interatie vanliht met materie: spontane emissie. Hierbij gaat een atoom van een aangeslagen toestand overnaar de grondtoestand en zendt in het proes een foton uit. Er is geen noodzaak voor eenextern elektromagnetish veld om de overgang te initiëren. Dit mehanisme vormt de grondslagvoor de normale deëxitatie van aangeslagen atomen. Op het eerste geziht is het verre vanduidelijk waarom spontane emissie op zou treden. Als het atoom zih in een stationaire toestandbevindt, ook al is dit een aangeslagen toestand, en er is geen externe verstoring, dan zou hetvoor altijd in die aangeslagen toestand moeten blijven. En dat is ook zo, als er eht geen externeverstoringen zouden zijn. Ehter in quantum elektrodynamia zijn de velden nooit gelijk aan nul,zelfs niet in de grondtoestand. Er is altijd een nulpuntsenergie en de hiermee orresponderendeelektromagnetishe straling is voldoende om spontane emissie te initiëren.11.4.3 Inoherente verstoringenDe energiedihtheid van een elektromagnetishe golf wordt gegeven door u = 1

2ǫ0E
2
0 , met E0 deamplitude van het elektrishe veld. De overgangswaarshijnlijkheid gegeven in vergelijking (631)is evenredig met de energiedihtheid van de velden,

Pb→a(t) =
2u

ǫ0~2
|P|2 sin2 [(ω0 − ω)t/2]

(ω0 − ω)2
. (632)Bovenstaand resultaat geldt ehter alleen voor een monohromatishe verstoring, die uit eenenkele frequentie ω bestaat. In veel toepassingen wordt het atoom blootgesteld aan elektromag-netishe golven die een heel spetrum van frequenties hebben. In dat geval geldt u → ρ(ω)dω,waarbij ρ(ω)dω de energiedihtheid in het frequentie gebied dω is. De overgangswaarshijnlijk-heid neemt dan de volgende vorm aan,

Pb→a(t) =
2u

ǫ0~2
|P|2

∫ ∞

0
ρ(ω)

{
sin2 [(ω0 − ω)t/2]

(ω0 − ω)2

}

dω. (633)In het algemeen zal de term tussen de aoladen sherp gepiekt zijn rond de frequentie ω0, terwijl
ρ(ω) een relatief brede verdeling heeft. In dat geval mogen we ρ(ω) vervangen door ρ(ω0) en ditbuiten de integraal halen. We vinden

Pb→a(t) =
2u|P|2
ǫ0~2

ρ(ω0)

∫ ∞

0

{
sin2 [(ω0 − ω)t/2]

(ω0 − ω)2

}

dω. (634)127



Als we de variabelen veranderen in x ≡ (ω0 − ω)t/2 en de integraalgrenzen vervangen door x =
±∞ (de integraal is toh praktish gelijk aan nul in dat gebied), vinden we een standaardvormvoor de bepaalde integraal,

∫ ∞

−∞

sin2 x

x2
dx = π. (635)We vinden hiermee

Pb→a(t) ≈
π|P|2
ǫ0~2

ρ(ω0)t. (636)De overgangswaarshijnlijkheid is evenredig met t. Het bizarre `�ip-�op' gedrag van een monohro-matishe verstoring is `verwaterd' nu we het systeem aanslaan met een inoherent spetrum vanfrequenties. In het bijzonder is de overgangssnelheid, R ≡ dP/dt nu een onstante,
Rb→a(t) ≈

π

ǫ0~2
|P|2ρ(ω0). (637)Tot nu toe hebben we aangenomen dat de verstorende golf invalt langs de y-rihting en gepo-lariseerd is langs de z-rihting. Voor een atoom dat zih in een `bad' van fotonen bevindt, dievan alle kanten komen en alle mogelijke polarisaties hebben, vinden we

Rb→a(t) ≈
π

3ǫ0~2
|P|2ρ(ω0). (638)Dit is de overgangssnelheid voor gestimuleerde emissie van toestand b naar a onder invloed vaninoherente, ongepolariseerd liht, dat van alle kanten invalt. Hierbij is P het matrixelement vanhet elektrish dipoolmoment tussen de twee toestanden en ρ(ω0) is de energiedihtheid van develden, per eenheid frequentie, berekend voor ω0 = (Eb − Ea)/~.11.4.4 Spontane emissieStel dat we een vat atomen hebben, waarvan er zih Na in de grondtoestand bevinden en Nb in deaangeslagen toestand. We noemen A de snelheid voor spontane emissie, zodat het aantal deeltjesdat de aangeslagen toestand verlaat ten gevolge hiervan, gelijk is aan NbA. De overgangssnelheidvoor gestimuleerde emissie noemen we Bbaρ(ω0) en wordt gegeven door vergelijking (638). Dezesnelheid is evenredig met de energiedihtheid van het elektromagnetishe veld. Het aantal deeltjesdat per seonde de aangeslagen toestand verlaat door gestimuleerde emissie is dus NbBbaρ(ω0).De snelheid van absorptie is ook evenredig met ρ(ω0) en we noemen het NaBabρ(ω0). Er geldt

dNb

dt
= −NbA−NbBbaρ(ω0) +NaBabρ(ω0). (639)De afgeleide is gelijk aan nul als er evenwiht heerst en we vinden dan
ρ(ω0) =

A

(Na/Nb)Bab −Bba
. (640)Als we nu verder Boltzmann statistiek en de stralingswet van Plank beshouwen, kunnen weonluderen dat de overgangssnelheid voor spontane emissie gelijk is aan

A =
ω3|P|2
3πǫ0~c3

. (641)
128



11.4.5 Levensduur van een aangeslagen toestandVergelijking (641) geeft de overgangssnelheid voor spontane emissie. Stel nu dat we een vatatomen hebben, waarvan er zih Nb(t) in de aangeslagen toestand bevinden. Ten gevolge vanspontane emissie zal het aantal afnemen naarmate de tijd voortshrijdt. In een periode dtverliezen we een fratie Adt,
dNb = −ANbdt. (642)Als we deze vergelijking oplossen vinden we
Nb(t) = Nb(0)e

−At (643)en we zien dat het aantal atomen in de aangeslagen toestand exponentieel afneemt, met eentijdonstante
τ =

1

A
. (644)We noemen dit de levensduur van de toestand.11.5 De quantum Zeno paradoxDe `ollapse' van de gol�untie is zonder twijfel een opzienbarend ingrediënt in de quantumfysia. Het onept is geïntrodueerd op zuiver theoretishe gronden om het feit te verklarendan onmiddellijk herhaalde metingen hetzelfde resultaat dienen te leveren. Misra en Sudashan21hebben in 1977 wat zij het quantum Zeno e�et noemen, voorgesteld als een dramatishe expe-rimentele demonstratie van de `ollapse' van de gol�untie. Het was hun idee om een onstabielsysteem, bijvoorbeeld een atoom in een aangeslagen toestand, te nemen en dit te onderwerpenaan herhaalde metingen. Elke observatie zorgt voor een `ollapse' van de gol�untie, waardoorde klok gereset wordt. Hierdoor is het mogelijk om het verwahte verval van het systeem naareen lagere toestand oneindig lang uit te stellen.Stel dat een systeem begint in de aangeslagen toestand ψb, dat een natuurlijke levensduur τheeft voor de overgang naar de grondtoestand ψa. Normaal gesproken, voor tijden die signi�antkorter zijn dan t, volgt uit vergelijking (636) dat de overgangswaarshijnlijkheid evenredig is met

t. In feite, omdat de overgangssnelheid gelijk is aan 1/τ , zie vergelijkingen (641) en (644), geldt
Pb→a =

t

τ
. (645)Als een meting uitvoeren op tijdstip t, dan is de waarshijnlijkheid dat het systeem zih nogsteeds in de aangeslagen toestand bevindt gelijk aan

P1(t) = 1 − t

τ
. (646)Stel nu dat we het systeem inderdaad in de aangeslagen toestand aantre�en. In dat geval`ollapsed' de gol�untie terug naar ψb en het hele proes begint opnieuw. Als we een tweedemeting uitvoeren, op tijdstip 2t, dan is de waarshijnlijkheid om het systeem nog steeds in deaangeslagen toestand aan te tre�en

(

1 − t

τ

)2

≈ 1 − 2t

τ
, (647)hetgeen hetzelfde is als wanneer we de meting op tijdstip t niet zouden hebben uitgevoerd. Ditis zeker wat men ook naief zou verwahten. Als dit het hele verhaal zou zijn, dan zijn we er21B. Misra and E.C.G. Sudashan, J. Math. Phys. 18, 756 (1977).129



niets mee opgeshoten door metingen aan het systeem uit te voeren. In dat geval zou er geenquantum Zeno e�et bestaan.Het is ehter zo dat voor extreem korte tijden, de overgangswaarshijnlijkheid niet evenredig ismet t, maar met t2. Dit volgt uit vergelijking (633) voor kleine t en we vinden
Pb→a = αt2. (648)Merk op dat we in onze a�eiding om een lineaire tijdafhankelijk te krijgen, hebben aangenomendat de funtie sin2 (Ωt/2)/Ω2 in vergelijking (633) een sherpe piek was. Ehter, de breedte vandeze piek is van de orde ∆ω = 4π/t en voor extreem korte t geldt deze benadering niet en gaatde integraal over in (t2/4)

∫
ρ(ω)dω. In dit geval is de waarshijnlijkheid om het systeem na tweemetingen nog steeds in de aangeslagen toestand aan te tre�en gelijk aan

(1 − αt2)2 ≈ 1 − 2αt2, (649)terwijl dit, wanneer we de eerste meting niet zouden hebben uitgevoerd, zou moeten zijn
1 − α(2t)2 ≈ 1 − 4αt2. (650)Klaarblijkelijk heeft onze eerste meting aan het systeem op tijdstip t de netto overgangswaar-shijnlijkheid naar de grondtoestand verminderd!Het is inderdaad zo dat wanneer we n metingen uitvoeren gedurende de periode van t = 0 tot

t = T (we maken dus metingen op tijdstippen T/n, 2T/n, 3T/n, ..., T ), de waarshijnlijkheidom aan het eind het systeem nog steeds in de aangeslagen toestand aan te tre�en, gelijk aan
(
1 − α(T/n)2

)n ≈ 1 − α

n
T 2, (651)en dit wordt gelijk aan 1 in de limiet n → ∞. Dit betekent dat een ontinue geobserveerdonstabiel systeem nooit zal vervallen!

130



12 ELEMENTAIRE DEELTJES12.1 InleidingDe Griekse wijsgeer Demokritos (Abdera, in Thraië, a. 460 B.C. - a. 370 B.C.) hield er eenaantal interessante opvattingen op na. Hij had bijvoorbeeld het idee dat `het zijnde' bestaatuit een oneindige veelheid van atomen die uitgebreidheid bezitten en niet verder deelbaar zijn(α− τóµos), dat alle dingen zijn gemaakt uit een aantal atomen, en dat een verandering bestaatuit een wijziging in de groepering van de atomen; er zijn zwaardere en lihtere atomen: de lihterevormen het hemelgewelf en groeperen zih tot hemellihamen, de zwaardere atomen vormende aarde, die bolvormig is; dat er een eindeloos aantal werelden naast de onze bestaan, diewerelden ontstaan of vergaan naargelang de atomen zih groeperen of weer uiteengaan. VolgensDemokritos bestaan ook de levende wezens enkel uit atomen, en heeft het levende zih ontwikkelduit het niet-levende.Helaas is het overgrote deel van het werk van Demokritos verloren gegaan. Ehter met hetdoor hem ingevoerde begrip, atomos, heeft hij een der vruhtbaarste ideeën aan de wetenshapgegeven.Het blijft een fasinerende vraag of er werkelijk zoiets bestaat als elementaire deeltjes. Is hetmogelijk om ons universum uit een klein aantal eenvoudige elementaire bouwstenen samen testellen? Is het mogelijk de in de natuur voorkomende dingen in steeds kleinere substruturen teontbinden, of stuit men uiteindelijk op een grens? Bestaan er deeltjes, die prinipiëel niet verderdeelbaar zijn? En als deze elementaire deeltjes werkelijk bestaan, hoeveel vershillende soortenzijn er dan nodig voor een orrete beshrijving van de natuur en welke eigenshappen (massa,lading, spin, enz.) hebben deze objeten?In dit hoofdstuk zullen we een voorlopig antwoord op deze vragen geven. Het zal blijken dathet uiteindelijke bewijs van vele van de uitspraken die in dit hoofdstuk gedaan zullen worden,vaak slehts in het vervolg van de studie gegeven kan worden.Het is opmerkelijk dat het bestaan van enkele elementaire deeltjes door theoretii voorspeld is,en dat experimentatoren op basis van de gepostuleerde eigenshappen - vaak na tientallen jarenonderzoek - het bestaan van deze deeltjes aangetoond hebben. Een voorbeeld is het neutrino(νe, ν̄e), dat in 1931 door Wolfgang Pauli ingevoerd werd, om de klassieke behoudswetten (energie,impuls, impulsmoment) voor β-verval te `redden'. De existentie van het neutrino werd twintigjaar later (door Cowan en Reines) diret bewezen. Een ander voorbeeld zijn de ijkbosonen,
W+,W− en Z0, die naast het foton een ruiale rol spelen in de theorie van de elektrozwakkewisselwerking (zie ook hoofdstuk 1.2). Het bestaan van deze deeltjes kon slehts experimenteelaangetoond worden nadat men op CERN (Geneve, Zwitserland) een geshikte deeltjesversneller,de SPS proton-antiproton ollider, gebouwd had.Merk op dat er ook deeltjes zijn, waarvan het bestaan reeds enige tijd geleden gepostuleerdis, maar die ehter niet experimenteel zijn aangetoond22. Zo zoekt men op dit moment met aller-grootste inspanning naar het zogenaamde Higgs-boson. Dit deeltje is nodig voor onze beshrijvingvan het mehanisme van spontane symmetriebreking in de elektrozwakke ijkveldentheorie. Verdervalt ook het magnetishe monopool in deze klasse. Het bestaan van dit laatste deeltje is gepos-tuleerd om de Maxwell vergelijkingen meer symmetrish te maken. Er zijn nog de zogenaamdetahyonen, die snelheden groter dan de lihtsnelheid hebben23. Ook zijn er nog gepostuleerdedeeltjes met namen als leptoquark, gravitino, instanton, enz.22Of die slehts in experimenten voorkwamen, die niet door andere experimentatoren herhaald konden worden!23Het zal duidelijk zijn dat niet alle theoretii `enthousiast zijn' over deze gepostuleerde deeltjes. Verder is hetonduidelijk of het mogelijk is met tahyonen een signaal (informatie) over te brengen - iets dat in on�it zou zijnmet de speiale relativiteitstheorie. 131



Tenslotte zijn er deeltjes, waarvan het bestaan niet op theoretishe gronden voorspeld is,maar die desalniettemin in experimenten waargenomen werden (en waarvan men zelfs op ditmoment nog niet weet waar ze eigenlijk `goed voor zijn'). In deze ategorie vallen bijvoorbeeldde muonen (µ−, µ+), deeltjes die zih gedragen als de gewone elektronen (e−, e+), maar een veelgrotere massa hebben.Het is reeds lang bekend dat de gewone materie uit moleulen bestaat, die uit ongeveerhonderd vershillende elementen samengesteld kunnen worden. Elk element bestaat uit eenminusule atoomkern (ongeveer 100.000 keer kleiner dan het atoom) en een elektronenwolk. Deelektronen, en vooral die in de buitenste shillen en die dus het minst sterk gebonden zijn,bepalen de eigenshappen van het element voor de vaste-stof fysia, sheikunde en biologie.Vanwege de geringe energie die in deze vakgebieden per atoom omgezet kan worden (enige eV),kan de atoomkern als inert beshouwd worden. Enkel zijn lading en massa zijn van belang24, ende kern kan als ondeelbaar beshouwd worden, waarbij zijn substrutuur geen enkele rol speelt.Als hogere energieën ter beshikking staan - voor de klassieke kernfysia beshouwt mentypishe energieën van enkele MeV - kan de kern aangeslagen of zelfs gespleten worden. Tegen-woordig25 weten we dat elke kern is samengesteld uit protonen en neutronen. Protonen enneutronen zijn vershillende manifestaties van een hypothetish kerndeeltje, genaamd het nu-leon. Vroeger dahten we dat het nuleon een elementair deeltje was, en uit gewoonte wordt datnu soms nog wel eens gezegd. Ehter, met elementair deeltje bedoelen we dat het deeltje geenstrutuur vertoont althans voorzover we dat kunnen meten. In dat liht bezien was het orret,dat we vroeger het proton en neutron als elementair deeltje beshouwden, terwijl we nu wetendat het nuleon opgebouwd is uit nog fundamentelere deeltjes.Rond het jaar 1935 zag de wereld er zeer eenvoudig uit; fysii hadden voldoende aan slehtsenkele elementaire deeltjes om het universum op te bouwen. Deze deeltjes zijn gegeven in tabel 4.Table 4: Elementaire deeltjes en hun belangrijkste eigenshappen, zoals bekend omstreeks 1935.Deeltje Symbool Rustenergie Lading Spin Levensduur[ e ℄ [ ~ ℄Proton p 938.27 MeV +1 1
2 > 1.6 × 1025 jaarNeutron n 939.57 MeV 0 1
2 887 sElektron e 0.511 MeV -1 1
2 > 4.3 × 1023 jaarNeutrino νe < 10 - 15 eV 0 1
2 > 300 s/eVGamma γ < 6 × 10−16 eV 0 1 ∞Voor zover we tegenwoording weten is het proton stabiel (levensduur τ > 1.6 × 1025 jaar).Er zijn diverse preisie-experimenten, die intensief speuren naar proton verval, zoals voorspelddoor een aantal theoretishe modellen. Het neutron daarentegen vervalt als volgt,

n→ p+ e− + ν̄e, (652)en zijn levensduur is onlangs gemeten aan de hoge-intensiteitsreator van ILL in Grenoble metultrakoude neutronen en bedraagt
τ = (887 ± 2)s. (653)Het zou een vergissing zijn aan te nemen dat een neutron bestaat uit een gebonden toestand24en soms ook het magnetishe moment, bijvoorbeeld in de hyper�jnwisselwerking.25We verwaarlozen hier subtiliteiten als bijvoorbeeld de virtuele mesonen in het binnenste van de kern.132



van een proton, elektron en antineutrino26 . Elektron en neutrino gelden nog steeds als (in prinipepuntvormige) elementaire deeltjes. Daarentegen zijn er goede redenen om aan te nemen dat hetproton en neutron, elk met een diameter van ongeveer 2 fm (1 fm ≡ 10−15 m), samengesteldeobjeten zijn. Zij zijn, net als de andere baryonen, uit telkens drie elementaire bouwstenen, dequarks, opgebouwd. We hebben
p = (uud) (654)en
n = (udd). (655)De gluonen (ofwel lijmdeeltjes) zorgen ervoor dat de quarks gebonden zijn in het inwendige vande nuleonen. In tabel 5 geven we de eigenshappen van de quarks. De quantumgetallen B(baryongetal), T3 (z-omponent van de isospin), S (vreemdheid), C (harm), b (bottomness ofbeauty), t (topness) zullen in volgende hoofdstukken besproken worden27.Table 5: Notatie, eigenshappen en belangrijkste quantumgetallen van de quarks.Naam Symbool Lading Massa Spin B T3 S C b t[ e ℄ [ GeV/2 ℄ [ ~ ℄Up u 2

3 2 − 8 × 10−3 1
2

1
3

1
2 0 0 0 0Down d -13 5 − 15 × 10−3 1

2
1
3 -12 0 0 0 0Strange s -13 0.1 - 0.3 1

2
1
3 0 -1 0 0 0Charm c 2

3 1.0 - 1.6 1
2

1
3 0 0 1 0 0Bottom b -13 4.1 - 4.5 1

2
1
3 0 0 0 -1 0Top t 2

3 180 ± 12 1
2

1
3 0 0 0 0 1Sinds het mogelijk is mahines te bouwen waarmee deeltjes versneld kunnen worden tot ener-gieën van meer dan 1 GeV, heeft men een buitengewoon groot aantal nieuwe deeltjes ontdekt,die alle de sterke wisselwerking (zie hoofdstuk 1.2) ondergaan. Deze deeltjes worden hadronengenoemd en kunnen in twee groepen worden onderverdeeld, de mesonen en de baryonen. Hetquarkmodel heeft het mogelijk gemaakt om orde en systematiek te sheppen is deze warboel vandeeltjes, elk met hun merkwaardige vertegenwoordigers: de baryonen zijn uit telkens drie quarkssamengesteld, terwijl de mesonen uit een quark en een antiquark opgebouwd zijn. Belangrijk ishet feit dat tot nu toe geen vrije quarks zijn waargenomen, ondanks dat men in talrijke exper-imenten, veelal in de trant van Millikan's oliedruppeltjes experiment, intensief naar frationeleladingen gezoht heeft (in één opzienbarend experiment werden ladingen, die een veelvoud van

1
3 waren, gevonden - ehter, dat resultaat kon door geen enkel ander onderzoeksteam bevestigdworden). Integendeel, er zijn zelfs goede redenen, waarom men niet verwaht geisoleerde vrijequarks experimenteel te kunnen vinden.Tot nu toe zijn we niet op het begrip antimaterie ingegaan, ofshoon Paul Dira al in 1927 eenrelativistishe toestandvergelijking voor het elektron had opgesteld, waaruit het bestaan van eenantideeltje voor het elektron volgt. Het bestaan van dit positron werd vervolgens aangetoondin 1932 door Carl Anderson van het California Institute of Tehnologie in stratosfeertohten,26Een eenvoudige quantummehanishe berekening laat zien, dat er teveel energie voor nodig is om een elektronte binden binnen het volume van een kern.27De quantumgetallen karakteriseren een bepaalde toestand van een systeem van deeltjes. Ze zijn onstant(men zegt behouden) zolang het systeem ongestoord is. Quantumgetallen hebben te maken met behoudswetten.Een voorbeeld is de wet van behoud van lading. Een uitzondering hierbij is de spin, want enkel het totaleimpulsmoment is behouden: spin en baanimpulsmoment. Verder zijn sommige behoudswetten niet altijd striktgeldig: zoals de wet van behoud van vreemdheid. 133



waarbij experimenten met kosmishe straling werden uitgevoerd28. Tegenwoordig neemt menaan dat er voor elk deeltje een antideeltje bestaat, met dezelfde massa, dezelfde levensduur endezelfde spin als dit deeltje, terwijl alle andere eigenshappen, bijvoorbeeld die met de ladingte maken hebben, het tegenovergestelde teken hebben. In enkele gevallen, zoals bijvoorbeeld bijhet foton, zijn deeltje en antideeltje identiek.Naast de hadronen is er een andere klasse van deeltjes, die niet sterk wisselwerken, de lepto-nen29. Table 6: Eigenshappen van de Leptonen.Naam Symbool Lading Massa Spin Levensduur[ e ℄ [ MeV/2 ℄ [ ~ ℄Elektron e− −1 0.511 1
2 > 4.3 × 1023 jaar

e-Neutrino νe 0 < 15 × 10−6 1
2 ∞?Muon µ− −1 105.66 1
2 2.197 µs

µ-Neutrino νµ 0 < 0.17 1
2 ∞?Tau τ− −1 1777 1
2 2.91 × 10−13s

τ -Neutrino ντ 0 < 24 1
2 ∞?Alle elementaire deeltjes (behalve het γ quantum), die we in dit hoofdstuk hebben ingevoerd,bezitten een halftallige spin. Zij ondergaan Fermi-Dira statistiek. Zij kunnen elk slehts in parengereëerd (bijvoorbeeld γ → e+ + e−) of vernietigd worden (bijvoorbeeld e+ + e− → 2γ, 3γ). Ditsuggereert het bestaan van een (of meer) behoudswetten30.Voor de opbouw van de `normale' wereld zijn enkel de vier deeltjes van de eerste generatie, dusde up- en down-quarks31, het elektron en zijn neutrino nodig. De vier bijbehorende antideeltjes(ū, d̄, e+ en ν̄e) vindt men slehts zelden. Pas wanneer we naar hoge energieën gaan, zoals hetgeval is met kosmishe stralen, de Big Bang of bij deeltjesversnellers, dienen we ook de anderegeneraties in beshouwing te nemen. Hiermee dringt zih dan ook diret de vraag op of meteen verdere toename van de beshikbare energie weer andere deeltjesfamilies gevonden zullenworden. Hoewel deze vraag op dit moment niet afsluitend beantwoord kan worden, is het wel zodat de nieuwste experimenten bij LEP op CERN (vervalsbreedte van de Z0) sterke aanwijzingengeven dat er drie en niet meer dan drie generaties van deeltjes bestaan.12.2 Wisselwerking en deeltjesuitwisselingLaten we beginnen met een beshouwing uit de klassieke mehania. De gravitatiewet geeft dekraht tussen twee (voorlopig als puntvormig aangenomen) massa's als

Fgrav = ggrav
m1m2

r212
. (656)28Hij ontving hiervoor in 1936 de Nobelprijs voor de natuurkunde; hij was toen 31 jaar oud. Een jaar laterontdekte hij het muon.29Oorspronkelijk werden de deeltjes ingedeeld aan de hand van de massa: de lihte deeltjes ofwel leptonen(e, ν) met mc2 < 1 MeV, de middelzware deeltjes ofwel mesonen met mc2 ≈ 100 MeV en de zware deeltjes ofwelbaryonen met mc2 > 1 GeV. Deze klassi�atie is ehter niet zinvol: de muonen (µ) en de tau's (τ ) gedragen zihanaloog aan het elektron, ondanks dat ze een geheel vershillende massa hebben.30We kunnen dit ook anders formuleren: indien de lading (of bijvoorbeeld het baryongetal) strikt behouden is,dan kan het lihtste geladen deeltje, het elektron (of bijvoorbeeld het lihtste baryon, het proton) niet vervallen.31We verwaarlozen voorlopig het feit, dat in het nuleon ook een (omstreden) hoeveelheid s, s̄ en andere quarksbijgemengd zijn. Ook worden de drie `kleuren' van de quarks pas later besproken.134



Uit deze krahtwet en de wetten van Newton kon bijvoorbeeld de beweging van alle planetenin ons zonnestelsel met fantastishe nauwkeurigheid worden afgeleid. Shijnbare afwijkingenbleken later te leiden tot de grootste triomfen van het model. Zo ontdekte men in het beginvan de negentiende eeuw dat de planeet Uranus niet voldeed aan de gravitatiewet en bovendiende behoudswetten voor energie en impulsmoment shond. De oplossing van deze disrepantiewerd in 1846 door U. Le Verrier en John Adams gegeven: de baan van Uranus wordt door deaantrekkingskraht van een onbekende planeet beinvloed! Uit de zeer kleine storingen van debaan van Uranus kon zelfs de plaats van het onbekende objet berekend worden. Daadwerkelijkvond op 23 September 1846 de sterrenkundige Johann Galle, zoals men zegt: in minder daneen half uur, binnen 1◦ van de voorspelde positie, de nieuwe planeet Neptunus. Dat was zondertwijfel één van de grootste suessen van de klassieke mehania. In het begin van de twintigsteeeuw resteerde er in prinipe slehts één enkel niet begrepen e�et: de periheliumvershuiving vande planeet die zih het dihtst bij de zon bevindt, namelijk Merurius. Deze afwijking (slehts
43.11± 0.45 boogseonde per eeuw) kon enkel door de algemene relativiteitstheorie van Einsteinverklaard worden (de berekende afwijking bedraagt 43.03 boogseonde per eeuw).Een vergelijkbare doorbraak deed zih voor in de atoomfysia, nadat de basiswetten voor degolfmehania (de Shrödinger en Diravergelijking, alsook het Pauli prinipe) ontdekt waren.Samen met de wet van Coulomb (beter: de Maxwellvergelijkingen),

Fem = gem
q1q2
r212

, (657)konden de `banen' van de elektronen voor de eenvoudigste atomen (H, He) berekend worden.Weer volgde er een fantastishe overeenstemming tussen de berekende energieën en de zeer pre-ies gemeten spetra. De quantum elektrodynamia (QED) werd aan steeds stringentere testsonderworpen, en steeds volgde er dezelfde perfete overeenstemming tussen experiment en deberekeningen (de relatieve nauwkeurigheid is op dit moment beter dan 10−7).Vanzelfsprekend wilde men, aangemoedigd door deze suessen, ook in andere gebieden vande natuurkunde een vergelijkbare nauwkeurigheid bereiken. Eerst bij de berekening van kernenen de onstituenten ervan (protonen en neutronen) en in een volgende stap, bij de synthese vanhet nuleon uit zijn basiselementen, de quarks. Deze wens is tot nu toe niet in vervulling gegaan,en in het verloop van dit ollege zullen we de redenen voor dat falen dienen na te gaan.In dit hoofdstuk proberen we een overziht van alle in de natuur voorkomende krahten tegeven. We zijn, door onze ervaring met de klassieke mehania en elektrodynamia, gewendaan het idee dat krahten worden overgebraht van één lihaam op het andere, door een veld.Het begrip veld is slehts een hypothese - het veld is �tief, de kraht daarentegen is aantoon-baar. In de deeltjesfysia is het bijzonder nuttig om een ander onept in te voeren: het ideevan deeltjesuitwisseling. Dit behelst dat bepaalde deeltjes ervoor zorgen dat bepaalde krahtenworden overgedragen. Naast de zwaartekraht en de elektromagnetishe wisselwerking zullen we- misshien verbazingwekkend - slehts twee nieuwe krahten hoeven in te voeren, namelijk desterke wisselwerking en de zwakke wisselwerking32.32Gedurende de laatste jaren was er regelmatig sprake van een zogenaamde vijfde kraht, die als een modi�atievan de gravitatiepotentiaal ingevoerd werd:
Vgrav = −ggrav

m1m2

r12
(1 − αe−

r

λ ). (658)Een heranalyse door Fishbah (1986) van de oude data van Eötvos resulteerde aanvankelijk in α ≈ 7 × 10−3en λ ≈ 100 − 1000 m. Fishbah's publiatie gaf aanleiding tot een serie nieuwe experimenten (waaronderzeer gera�neerde metingen met torsieslingers), die aanvankelijk ook aanwijzingen gaven voor het bestaan vanzo'n vijfde kraht met een middellange reikwijdte. Op dit moment (1998) is men bezig met een nieuwe reekszorgvuldige experimenten en de voorlopige resultaten duiden erop dat de e�eten te verklaren zijn, zonder dateen additionele wisselwerking ingevoerd dient te worden.135



Nadat men wist dat een kern is samengesteld uit protonen en neutronen, drong zih devraag op, waarom een kern, ondanks de geweldige elektrishe afstoting tussen de positief geladenprotonen, gebonden is. Klaarblijkelijk bestaat er een, voorlopig voor ons nog onbekende, wissel-werking die sterker is dan de elektromagnetishe, en die men daarom de sterke wisselwerking ofde kernkraht33 noemt.Uit het β-verval van bepaalde kernen (bijvoorbeeld 3H → 3He + e− + ν̄e) en later ook uithet verval van deeltjes (bijvoorbeeld µ− → e− + ν̄e + νµ) kon het bestaan van nog een vierdekraht, de zogenaamde zwakke wisselwerking afgeleid worden. Deze kraht wordt door geheelandere eigenshappen gekarakteriseerd34. In de onderstaande tabel 7 worden enkele van debelangrijkste eigenshappen van de krahten vermeld.Table 7: Belangrijkste eigenshappen van krahten en de bijbehorende uitgewisselde deeltjes.Wisselwerking Sterkte Draht Boson Massa Koppelt aan[ e ℄ [ GeV/2 ℄El. magn 1/137 ∞ γ 0 LadingZwakke 3 × 10−12 ≪ 10−15 m W±, Z0 80, 91 Quarks, Lept.Gravitatie 5.9 × 10−39 ∞ Graviton 0 MassaKernkraht 1 ≤ 1.4 × 10−15 m π±, enz. 0.135, .. HadronenSterke 1 Con�nement 8 Gluonen 0 QuarksTabel 7 laat zien dat de natuur is opgebouwd uit fermionen: quarks en leptonen; deeltjes methalftallige spin (1
2 ), die Fermi-Dira statistiek volgen. De onderlinge wisselwerkingen van dezefermionen worden overgebraht door uitwisseling van andere deeltjes. Deze uitgewisselde deeltjeszijn bosonen, hebben heeltallige spin (0, 1, 2) en gedragen zih daarom volgens de Bose-Einsteinstatistiek.Merk op dat neutrinos slehts voor één enkele wisselwerking gevoelig zijn, namelijk de zwakkewisselwerking, indien we aannemen dat hun massa nul is. Leptonen zijn niet gevoelig voor desterke wisselwerking, zodat enkel de quarks alle wisselwerkingen ondergaan.In tabel 7 is de karakteristieke sterkte van de wisselwerking aangegeven met een dimensieloosgetal. We zullen deze proedure toelihten aan de hand van de elektrostatishe potentiaal. Depotentiële energie van twee elementaire ladingen, die zih op een afstand r van elkaar bevinden,bedraagt
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137.036
, (660)waarbij ~ de onstante van Plank is (gedeeld door 2π) en c de lihtsnelheid. Merk op dat

~c = 197.328 MeV·fm.Analoog vinden we voor de gravitatie van twee protonen de energie
Ugrav = −ggrav
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, (661)33Teneinde verwarring te voorkomen zullen we in het vervolg spreken over de kernkraht, als we de wisselwerkingvan baryonen en mesonen bedoelen en daarbij hun inwendige strutuur, welke bij lage energieën niet van belang is,verwaarlozen. Daarentegen bedoelen we met de sterke wisselwerking die krahten, die tussen de quarks werkzaamzijn.34De zwakke wisselwerking shendt bijvoorbeeld, zoals we later nog uitvoerig zullen bespreken, de pariteit ofwelspiegelsymmetrie. 136



waarbij
αgrav = ggrav

m2
p

~c
= 5.9 × 10−39. (662)Voor zowel de zwakke wisselwerking, αF = 3 × 10−12, als de sterke wisselwerking, αS =

0.07 − 14, zijn in de literatuur ook andere normeringen gebruikelijk.Men kan de elektromagnetishe krahten, die tussen twee ladingen werken, beshrijven inQED met behulp van de uitwisseling van een of meerdere fotonen. Zo wordt bijvoorbeeld dewisselwerking tussen een elektron en een positron door de Feynman diagrammen gegeven in�guur 46 beshreven. In dit ollege nemen we aan dat in de Feynman diagrammen de tijdashorizontaal is (de toekomst is rehts). In de literatuur vindt men ook andere onventies.
elektron

positron

foton

Figuur 46: Feynmandiagrammen welke de elektron-positron verstrooiing beshrijven.De fotonen geshetst in �guur 46 zijn virtuele deeltjes (en zijn bijvoorbeeld niet massa-loos). De uitwisseling van een massaloos foton komt overeen met de Coulombpotentiaal met eenoneindige draht. Grofweg zouden we ons de deeltjesuitwisseling als volgt kunnen voorstellen:als twee ladingen q1 = Q1e en q2 = Q2e zih op een afstand r van elkaar bevinden, dan kunnener volgens de onzekerheidsrelatie fotonen met een impulsoverdraht
∆p · r ≈ ~ (663)uitgewisseld worden. Elk foton heeft een tijd ∆t ≈ r/c nodig om de afstand tot de andere ladingte overbruggen. De gemiddelde kraht, f̄ , is volgens Newton te berekenen uit

f̄ =
∆p

∆t
=

~c

r2
. (664)Het aantal uitgewisselde fotonen is evenredig met het produt van de ladingen en de koppelings-onstante αem. Hieruit volgt dan de bekende wet van Coulomb

FCoulomb = α~c
Q1Q2

r2
. (665)Welliht zal dit mirosopish beeld aanvankelijk niet als erg bevredigend ervaren worden. Hetis bijvoorbeeld moeilijk te begrijpen hoe een, in dit geval, aantrekkende Coulombkraht totstand komt. Ehter, wat bepalend is, is het sues van deze theorie, die deeltjesuitwisseling alsfundament heeft. QED is op dit moment een van de beste theorieën. Hiermee is het mogelijkproessen, die onder invloed van de elektromagnetishe wisselwerking verlopen, te berekenen meteen ongekende nauwkeurigheid (10−7 en beter!).137



Door het uitvoeren van nuleon-nuleon verstrooiingsexperimenten heeft men vastgesteld datde kernkraht een eindige draht heeft (λ− ≈ 1.4 fm). In de eenvoudigste benadering (en metverwaarlozing van alle spine�eten) kan de kernkraht gevonden worden uit
Ukern ≈ −αS~c

1

r
e−

r

λ− . (666)De Japanse fysius Hideki Yukawa heeft reeds in 1935 de suggestie gedaan, dat deze krahtovergebraht kan worden door uitwisseling van deeltjes met een rustenergie van
mc2 =

~c

λ−
≈ 140 MeV. (667)Daadwerkelijk werden deze deeltjes dan ook35 in 1947 door Ceil Powell, hij werkte in labo-ratoria in het hoogggebergte (o.a. in de Andes op 5000 m hoogte), via sporen in fotogra�sheemulsies gebruikt in kosmishe stralingsexperimenten aangetoond. Het gaat hier om de drie pio-nen, π± en π0. De neutron-proton wisselwerking kan dan (in laagste orde!) door de diagrammenin �guur 47 beshreven worden.

proton

neutron

pi-0

proton

neutron

pi+ en pi-

neutron

proton

proton

neutronFiguur 47: Feynmandiagrammen welke de proton-neutron verstrooiing beshrijven in laagsteorde.Een exate a�eiding van het verband tussen de vorm van de Yukawa potentiaal en de massavan het uitgewisselde deeltje kan pas later gegeven worden. We beperken ons hier tot eenheuristish argument: Indien een uitwisselingsdeeltje met een van nul vershillende massa dooreen nuleon geëmitteerd wordt, bijvoorbeeld mπ, dan gaat dit altijd gepaard met het shendenvan de wet van behoud van energie. Deze energie, mπc
2, mag door het nuleon `geleend' worden,mits het wordt `terugbetaald' binnen een tijd ∆t36. De onzekerheidsrelatie `laat zulks toe' vooreen beperkte tijdsduur ∆t, waarbij

∆E∆t = mπc
2 · ∆t ≈ ~. (668)In deze tijd kan het deeltje hooguit een afstand

λ− = c · ∆t ≈ ~c

mπc2
(669)35Na enkele dwalingen, want aanvankelijk werden in 1937 muonen ontdekt door Carl Anderson en Neddermayerin experimenten met kosmishe straling. Muonen hebben ehter totaal niets te maken met de sterke wisselwerking.36Omdat de energie op tijd teruggegeven dient te worden, de wet van behoud van energie is immers geshonden,noemt men zo'n deeltje een virtueel deeltje. Het kan experimenteel niet worden waargenomen.138



a�eggen, en die kan worden geïnterpreteerd als de draht van de desbetre�ende kraht.We zijn er nu aan gewend dat de krahtwetten voor gravitatie37 en de elektromagnetishewisselwerking er zeer eenvoudig uitzien. Dit is ehter geenszins het geval voor de kernkraht.Integendeel, deze krahtwet is zeer geomplieerd. We zullen er enkele aspeten uitlihten.1. De radiële afhankelijkheid is ingewikkeld en kan in de meest eenvoudige benadering beshrevenworden door een superpositie van vershillende Yukawa potentialen. De reden van de in-gewikkelde radiële afhankelijkheid is het feit dat er vershillende mesonen bestaan, die elkeen bijdrage tot de nuleon-nuleon wisselwerking geven.2. Naast de diagrammen gegeven in �guur 47 zijn er oneindig veel andere diagrammen, diein een exate berekening allemaal meegenomen dienen te worden. In QED onvergeert debijbehorende reeks, omdat de koppelingsonstante (αem ≈ 1/137) klein is. Dat is ehterniet het geval in de kernfysia (αS ≈ 1)3. De interatiepotentiaal is niet entraal, maar bevat diverse omponenten die van de spinafhangen. Van belang zijn de spin-spin koppeling, de spin-baan koppeling en de tensorinteratie.4. De interatie is bijzonder sleht bekend voor kleine afstanden tussen de nuleonen (r < 1fm). Vermoedelijk dienen ook niet-lokale omponenten in rekening gebraht te worden38.5. Er zijn aanwijzingen voor het bestaan van meer-deeltjes krahten. Dit betekent dat dewisselwerking tussen twee nuleonen verandert, als er nog een derde (of meer) hadronin het interatiegebied gebraht wordt. De grootte van deze meer-deeltjes kraht is nogonbekend en wordt daarom op dit moment in veel experimenten met drie-nuleon systemenonderzoht.We verbazen ons tegenwoordig niet meer over deze geomplieerde vorm van de nuleon-nuleon interatie. We weten immers dat de nuleonen en mesonen zelf een inwendige strutuurhebben en uit meerdere deeltjes (de quarks, antiquarks en gluonen) zijn samengesteld.De kernkraht is terug te voeren tot de onderliggende sterke wisselwerking, die de quarks(en antiquarks) door middel van gluonen samenbindt. De potentiaal tussen een quark en eenantiquark, die samen een meson vormen, bevat twee termen,
V (r) ≈ −4

3

αS
r

+ λr. (670)In een zeer vereenvoudigde voorstelling komt de eerste term overeen met de verwahte bijdragevan de uitgewisselde massaloze gluonen, terwijl de tweede term (de zogenaamde on�nementterm) ermee te maken heeft dat de quarks (vanwege hun kleur) zih niet uit het hadron kunnenvrijmaken. Als het ware zijn ze in een kleurloze wereld veroordeeld tot eeuwige opsluiting.Veel fysii hebben, ondanks tientallen jaren van frustratie, de hoop niet opgegeven, dat allevier de wisselwerkingen zih uiteindelijk zullen laten verenigen in één enkele theorie. Als dat luktleidt dat tot uni�atie van alle interaties, waarbij alle krahten manifestaties zijn van vershil-lende aspeten van slehts één enkele interatie. Tot nu toe is dat wel gelukt met de zwakke ende elektromagnetishe wisselwerking. Het zogenaamde standaard model van de elektrozwakkeinteratie van Glashow, Salam en Weinberg (1961) laat bijvoorbeeld toe het β-verval van deeltjesen kernen te begrijpen en met goede nauwkeurigheid te berekenen (zie �guur 48).Hetzelfde model beshrijft ook de zogenaamde neutrale stromen en de reatie van de interme-diare vetor bosonen van de zwakke wisselwerking bij elektron-positron botsers. De laagste-ordediagrammen voor dit proes worden gegeven in �guur 49.37Uiteraard hebben we het nu niet over de ompliaties die voortvloeien uit de algemene relativiteitstheorie.38We zullen later dieper ingaan op al deze eigenshappen van de kernkraht.139
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Figuur 48: Feynmandiagrammen voor het β-verval van het muon en van het neutron. Dezwakke wisselwerking wordt overgebraht door de geladen W+ en W− vetor bosonen.
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Figuur 49: Feynmandiagrammen die de koppelingen van het Z0 aan leptonen beshrijvenTenslotte, merken we nog op dat de gravitatiekraht dermate zwak is (αgrav ≈ 6 × 10−39),dat ze in de kern- en deeltjesfysia tot nu toe geen rol shijnt te spelen. We zullen haar dan ookin het vervolg verwaarlozen. Het uitwisselingsdeeltje is het nog niet experimenteel aangetoondegraviton, een deeltje met spin 2.12.3 Spin en statistiekTenslotte zullen we in dit hoofdstuk ingaan op een wezenlijk vershil tussen fermionen en boso-nen39. Dit vershil heeft te maken met de spin van het deeltje. Spin is een zuiver quantumme-hanishe eigenshap, die een maat is voor het intrinsieke impulsmoment. Er is geen analogie inde klassieke mehania, alhoewel we ons dan vaak het deeltje voorstellen als een snel rond zijn asdraaiende tol. De grootte van de spin (het is een vetorgrootheid) wordt uitgedrukt in eenhedenvan ~. De waarde van de spin is, net als het baanimpulsmoment, gequantiseerd.Deeltjes met halftallige spin (1
2 , 3

2 , enz.) volgen Fermi-Dira statistiek, terwijl deeltjes metheeltallige spin (0, 1, enz.) voldoen aan Bose-Einstein statistiek. Dit heeft tot gevolg datde fermionen slehts in paren gereëerd en geannihileerd kunnen worden (bijvoorbeeld γ →
e− + e+). Bosonen daarentegen kunnen in willekeurig aantal geprodueerd en geannihileerd39Wolfgang Pauli, Physial Review 58 (1940) 716. 140



worden (bijvoorbeeld p + p → p + p + nπ, n = 1, 2, ..), indien de andere behoudswetten dattoestaan.Het spin-statistiek theorema (|ψ|2 mag niet veranderen) bepaalt nu dat voor de gol�untie
ψ, van twee identieke deeltjes, moet gelden dat

bosonen : ψ(1, 2) → +ψ(2, 1) symmetrisch,
fermionen : ψ(1, 2) → −ψ(2, 1) antisymmetrisch,

(671)in het geval dat beide deeltjes verwisseld worden.Indien twee fermionen preies dezelfde quantumgetallen hebben, en zih dus in dezelfde toe-stand bevinden, dan moet ψ gelijk zijn aan nul (het zogenaamde prinipe van Pauli). Daarentegenbezetten meerdere bosonen `bij voorkeur' dezelfde toestand (zoals bijvoorbeeld van toepassing isin een laser). Shrijven we de gol�untie van twee deeltjes als een produt van een plaatsgolf-funtie en een fator die de spinoriëntatie bepaalt,
ψ = ψp(plaats)ψs(spin), (672)dan moet de totale gol�untie symmetrish of antisymmetrish zijn. Indien de plaatsgol�untieals volgt geshreven kan worden,

ψp(plaats) = ψ(r)Y m
l (θ, φ), (673)waarbij r de afstand tussen beide deeltjes is en l hun relatief baanimpulsmoment, dan volgt bijverwisseling van de deeltjes in het zwaartepunt,

θ → π − θ, en φ→ φ+ π, (674)en hiermee
ψp(plaats) → (−1)lψp(plaats). (675)De plaatsgol�untie is dus symmetrish voor even l en antisymmetrish voor oneven l. Bijidentieke deeltjes moet dan de spingol�untie, naar gelang de deeltjessoort, symmetrish ofantisymmetrish gekozen worden. We krijgen bijvoorbeeld voor J1 = J2 = 1

2 een symmetrishegol�untie voor de triplettoestand (J = 1, Jz = 0,±1) en een antisymmetrishe gol�untie voorde singlettoestand (J = 0, Jz = 0).
ψs(spin) =







| ↑↑>
1√
2
{| ↑↓> +| ↓↑>}

| ↓↓>
symmetrisch

ψs(spin) = 1√
2
{| ↑↓> −| ↓↑>} antisymmetrisch

(676)Om het belang van symmetrieën te demonstreren, beshouwen we het verval van een neu-traal ρ-meson in twee neutrale pionen, dus ρ → 2π0. De ρ is een voorbeeld van een vetormeson, en zoals we later zullen zien bezitten deze mesonen een spin J = 1. De pionen zijnongeladen en dragen geen spin, en hun spingol�untie, ψs, is dan ook symmetrish. Omdat depionen identieke bosonen zijn, dient hun totale gol�untie symmetrish te zijn, en er dient nute gelden dat de plaatsgol�untie, ψp, symmetrish is. Dit betekent dat de gereëerde pioneneen even totaal-impulsmoment dienen te hebben. Omdat we een ρ meson met spin J = 1 in debegintoestand hebben, is het verval dus verboden door de wet van behoud van impulsmomenten Bose-symmetrie. 141



13 SYMMETRIEËN13.1 InleidingHet onderzoek naar symmetrieën en de daarmee verbonden behoudswetten is in de deeltjesfysiabuitengewoon nuttig gebleken. Uit de klassieke fysia weten we bijvoorbeeld, dat de eis, datwetten invariant dienen te zijn onder een translatie in de tijd, leidt tot behoud van energie. Verderleidt invariantie ten opzihte van ruimtelijke rotaties tot behoud van impulsmoment. Terwijl dewetten van behoud van energie, impuls, en impulsmoment altijd geldig zijn, weten we nu datandere symmetrieën in bepaalde wisselwerkingen geshonden worden. Het was bijvoorbeeld eenongelofelijke verrassing voor fysii, toen bleek dat de spiegelsymmetrie in de zwakke wisselwerking(en enkel in deze!) geshonden is, zelfs maximaal. Ook begrijpen we tegenwoordig nog niet, ofslehts ten dele, waarom dit zo is, of waarom bepaalde symmetrieën (CP, T ) slehts `een beetje'geshonden worden.Hier willen we allereerst de theoretishe quantummehanishe basis samenvatten, omdat wedat voor de bespreking van deze fenomenen nodig zullen hebben. Een systeem wordt beshrevendoor een gol�untie, ψ. Een fysishe observabele wordt voorgesteld door een quantummehani-she operator, O, waarvan de verwahtingswaarden gegeven worden door de eigenwaarden vandeze operator. De eigenwaarden komen overeen met de resultaten van metingen, en de verwaht-ingswaarde van O in de toestand ψa is gede�nieerd als40
< O >=

∫

ψ∗
aOψadV. (679)Omdat de verwahtingswaarden experimenteel bepaald kunnen worden, dienen ze reëel te zijn,en moet O dus hermitish zijn. Als O een operator is, dan wordt de hermitish toegevoegdeoperator O† gede�neerd als ∫

(Oψ)∗φdV =

∫

ψ∗O†φdV, (680)en de operator O is hermitish als geldt O† = O.We nemen aan dat de tijdsafhankelijkheid van de gol�untie, ψ, gegeven is door de Shrö-dingervergelijking,
i~
∂ψ

∂t
= Hψ. (681)Indien de Hamiltoniaan H reëel is, dan geldt ook

−i~∂ψ
∗

∂t
= (Hψ)∗ = ψ∗H. (682)40Indien we twee toestanden beshouwen, dan kan men op analoge wijze shrijven

Oba =

∫

ψ∗
b OψadV, (677)en Oba wordt het overgangsmatrixelement genoemd tussen de toestanden a en b. De verwahtingswaarde van Oin toestand a is het diagonale element van Oba voor b = a,

< O >= Oaa. (678)De niet-diagonale elementen orresponderen niet diret met klassieke grootheden. Ehter de overgangen tussentoestand a en b zijn gerelateerd aan Oba.
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Voor de verandering in de tijd van een observabele, O, krijgen we
∂
∂t < O > = ∂

∂t

∫
ψ∗OψdV

=
∫ (∂ψ∗

∂t Oψ + ψ∗O∂ψ
∂t

)

dV

= i
~

∫
ψ∗(HO − OH)ψdV.

(683)We zien dus dat < O > niet verandert, dus een bewegingsonstante is, indien de ommutator
[H, O] gelijk is aan nul,

[H,O] ≡ HO − OH = 0. (684)Er kan dan een gol�untie gevonden worden, die gelijktijdig een eigenfuntie is van O en van H,
Hψ = Eψ en Oψ = oψ, (685)waarbij o de eigenwaarde is van O in toestand ψ.Om te illustreren op welke manier behoudswetten gevonden kunnen worden, voeren we eenunitaire41, tijdsonafhankelijke symmetrietransformatie U in,

ψ′(~r, t) = Uψ(~r, t). (686)Omdat ψ′ dient te voldoen aan dezelfde Shrödingervergelijking, krijgen we
H = U−1HU = U†HU, (687)en dus

[H, U] = 0. (688)We zien dus dat de operator voor de symmetrietransformatie eveneens ommuteert met de Hamil-toniaan.Indien U ook nog hermitish is, U† = U, dan is er een observabele geassoieerd met U. Alsdat niet het geval is, dan kan er, zoals we in de volgende voorbeelden nog zullen laten zien, een met
U geassoieerde variabele gede�niëerd worden. We dienen hierbij ondersheid te maken tussenhet geval dat U een ontinue of een niet ontinue transformatie vertegenwoordigt. In het eerstegeval krijgen we in het algemeen een additief behouden grootheid (zoals impuls, impulsmoment,energie), terwijl we in het tweede geval een multipliatief quantumgetal (bijvoorbeeld pariteit)zullen vinden.13.2 Behoud van impulsVoor een ontinue transformatie is het e�iënt een additionele operator (een zogenaamde gene-rator) G in te voeren,

U = eiǫG = 1 + iǫG +
1

2!
(iǫG)2 + .., (689)waarbij ǫ een reëele grootheid is. Uit de unitariteit van U volgt dan dat

U†U = e−iǫG
†

eiǫG = 1 → G† = G, (690)41Een unitaire transformatie leidt tot een behouden norm van de gol�untie; dit wil zeggen dat ∫ ψ∗ψdV =
∫
(Uψ)∗UψdV =

∫
ψ∗U†UψdV , en dus U†U = 1. Voor een unitaire operator geldt dus dat U† = U−1. Unitaireoperatoren zijn generalisaties van eiα, de omplexe getallen met absolute waarde 1. Als de operator M wordtvoorgesteld door een matrix met elementenMik, dan is M∗ de omplex geonjugeerde matrix met elementenM∗

ik,
M̃ met elementen Mki is de getransponeerde matrix, en M† met elementen M∗

ki is de hermitish geonjugeerdematrix. Verder geldt (AB)† = B†A†. E = I = 1 is de eenheidsmatrix met elementen Eik = δik. De matrix Hwordt hermitish genoemd als geldt H∗
ki = Hik. De matrix U is unitair als U∗

kiUik = UikU
∗
ki = δik.143



en we vinden dat de hermitishe operator G de gezohte behouden grootheid vertegenwoordigt.Indien U met een symmetrietransformatie overeenkomt, [H, U] = 0, dan vinden we in delimiet van een in�nitesimale transformatie, U = 1 + iǫG, diret de relatie
H(1 + iǫG) − (1 + iǫG)H = 0, (691)en dus

[H, G] = 0. (692)

Figuur 50: Illustratie van een symmetrietransformatie aan de hand van de translatie van degol�untie van een deeltje. Het pakket vershuift over een afstand ǫ = dx.We zullen deze proedure toelihten aan de hand van een eenvoudig voorbeeld. We beshouwenin �guur 50 de translatie van de gol�untie van een deeltje in één dimensie. We eisen, dat vooreen waarnemer in het getransleerde oördinatensysteem dezelfde wetten gelden42, en dus
ψ′(x′) = ψ(x− ǫ) = ψ(x) − ǫdψ(x)

dx + ..

= (1 + iǫG + ..)ψ(x).

(693)Hiermee vinden we
G = i

d

dx
= −1

~
px. (694)De operator U ommuteert met de Hamiltoniaan H, en daarmee dan ook G, die evenredig ismet de impulsoperator px. De hiermee orresponderende observabele px is de gezohte behoudengrootheid.In het algemeen vertegenwoordigt de translatieoperator

U(~a) = exp(− i

~
~a · ~P) (695)42We hadden natuurlijk net zo goed kunnen aannemen dat het systeem over dezelfde afstand in de tegen-overgestelde rihting vershoven wordt. 144



de volgende transformaties (~P is de totale impuls van het systeem),
~r′ = U ~r U−1 = ~r − ~a : ruimtecordinaten

~p′ = U ~p U−1 = ~p : impulsen

~s′ = U ~s U−1 = ~s : spins

(696)13.3 Behoud van ladingIndien lading niet behouden zou zijn, dan zou het elektron kunnen vervallen, bijvoorbeeld in eenfoton en een (elektron) neutrino43
e→ γ + νe. (697)Dit proes is tot nu toe niet waargenomen. Bij het verdwijnen van een gebonden elektrondient, wanneer het ontstane gat weer gevuld wordt, karakteristieke röntgenstraling uitgezondente worden. De levensduur van het elektron is groter dan 4.3 × 1023 jaar44. Verder zijn er veelaanwijzingen dat alle ladingen een heeltallig veelvoud zijn van de elementaire lading (bijvoorbeeldhet experiment van Millikan, de neutraliteit van atomen)
q = Qe. (698)We nemen daarom aan dat het ladingsgetal een additief behouden, disrete, grootheid is. In elkewillekeurige reatie

a+ b+ ..+ i→ c+ d+ ..+ f (699)is de som van de bijbehorende ladingsgetallen onstant.
∑

Qi =
∑

Qf (700)Wat is hier het bijbehorende symmetrieprinipe?Stel dat ψq de gol�untie is van een objet met lading q,
i~
∂ψq
∂t

= Hψq, (701)en Q is de ladingsoperator. Indien < Q > behouden is, dan geldt
[H, Q] = 0, (702)en ψq is gelijktijdig een eigenfuntie van Q met eigenwaarde q,
Qψ = qψ. (703)De bijbehorende symmetrie werd door Hermann Weyl45 gevonden
ψ′
q = eiǫQψq. (704)Dergelijke symmetrietransformaties heten ijktransformaties en spelen tegenwoordig een grote rolin de deeltjesfysia. IJkinvariantie betekent weer dat de getransformeerde gol�unties dienen tevoldoen aan dezelfde Shrödingervergelijking,

i~
∂ψ′

q

∂t
= Hψ′

q. (705)We zullen in het vervolg nog een hele reeks van gelijksoortige behouden grootheden vinden(baryongetal B, leptongetallen Le, Lµ en Lτ , enzovoort).43Als we het argument omkeren, dan garandeert de wet van behoud van lading de stabiliteit van de lihtstegeladen deeltjes.44De samenhang tussen de wet van behoud van lading en het Pauli prinipe wordt besproken door bijvoorbeeldL.B. Okun, Physis Letters B239 (1990).45H. Weyl, The Theory of Groups and Quantum Mehanis, Dover New York, 1950.145



13.3.1 Lokale ijksymmetrieënWe hebben gezien dat een globale ijktransformatie, ǫ = constant 6= ǫ(~r, t), leidt tot ladingsbe-houd, waarbij we dienen op te merken dat we deze lading nog niet hebben geïdenti�eerd metde elektrishe lading. Elektrishe lading is behouden in elk ruimtetijd punt, en we hebben temaken met een lokale behoudswet. Het is daarom wenselijk, maar ook esthetish aantrekkelijk,om de fase van de gol�untie, eiǫQ, vrij te kunnen kiezen, op elk ruimtetijd punt. We willenvergelijking (704) voor de gol�untie van een geladen deeltje (bijvoorbeeld een quark, of eengeladen lepton) generaliseren naar
ψ′
q = eiǫ(~r,t)Qψq = eiǫ(x)Qψq. (706)De oneindige set fasetransformaties (706) vormen een unitaire groep genaamd U(1). Omdat ǫ(x)een salaire grootheid is, wordt de groep U(1) Abels genoemd46. De lokale ijktransformatie (706)reëert vershillende fases voor ψq op vershillende lokaties in ruimtetijd. De beshrijving vaneen vrij geladen deeltje wordt gegeven door vergelijking (701) en bevat afgeleiden naar x = t, ~x.Deze afgeleiden zijn niet invariant onder lokale ijktransformaties. We zien bijvoorbeeld

∂ψ′
q

∂t
= eiǫ(x)Q

∂ψq
∂t

+ eiǫ(x)Q
∂ǫ

∂t
ψ 6= eiǫ(x)Q

∂ψq
∂t

. (707)De tweede term, met ∂ǫ/∂t, bevat willekeurige funties van ruimtetijd en deze verhinderen deinvariantie van de vergelijkingen. We dienen nieuwe dynamia toe te voegen aan het systeem,indien we aan het prinipe van lokale symmetrie willen vasthouden. Lokale ijkinvariantie kanbereikt worden door een nieuw dynamish veld in te voeren, en ons deeltje (quark of geladenlepton) te laten koppelen aan dat veld. Voordat we deze proedure uitvoeren, maken we eenkorte exursie naar de elektrodynamia47.We de�niëren de vetor en salaire potentialen, A en φ, waarvoor geldt
B = ∇× A en E = −∇φ− ∂A

∂t
. (712)46Meer omplexe fasetransformaties zijn ook mogelijk, waarbij deze worden gespei�eerd door niet-ommuterende operatoren. Men spreekt dan van niet-Abelse groepen. Zo is de groep SU(2) de basis van deelektrozwakke wisselwerking, en de groep SU(3) de basis van de quantum hromodynamia.47De klassieke elektrodynamia wordt volledig gegeven door de vergelijkingen van Maxwell. Deze beshrijvende gekoppelde elektrishe, E, en magnetishe, B, velden en er geldt,

∇ · E = ρ

ǫ0
wet van Coulomb,

∇×B − 1
c2

∂E

∂t
= µ0J wet van Ampre,

∇× E + ∂B

∂t
= 0 wet van Faraday,

∇ · B = 0 geen magnetische monopolen.

(708)We beshouwen de velden in het vauüm veroorzaakt door de ladings- en stroomdihtheden ρ en J. Deze groothe-den gehoorzamen aan lokale behoudswetten, die verkregen kunnen worden door afgeleiden te nemen van deMaxwellvergelijkingen. Er geldt
∂

∂t
∇ · E =

1

ǫ0

∂ρ

∂t
, (709)en

∇ · (∇× B) −
1

c2
∇·
∂E

∂t
= µ0∇ · J. (710)Vervolgens maken we gebruik van de relaties ∇ · (∇× B) = 0 en 1/c2 = µ0ǫ0, en vinden de gezohte relatie tussenlading en stroom, die geldig is op elke lokatie.

∂ρ

∂t
+ ∇ · J = 0. (711)146



Hiermee kunnen we het systeem van gekoppelde vergelijkingen vereenvoudigen. Het is reeds langbekend, dat met vergelijking (712) de velden E en B niet uniek gede�nieerd zijn. Historishgezien is dit de eerste manifestatie van een ijksymmetrie, en wel in de klassieke elektrodynamia.We zien namelijk dat B en E in vergelijking (712) invariant zijn als we A en φ vervangen door
A′ = A + ∇ǫ, en φ′ = φ+

∂ǫ

∂t
. (713)De grootheid ǫ(~r, t) = ǫ(x) is een willekeurige salaire funtie van ruimtetijd. Elke lokale veran-dering in de elektrishe potentiaal kan geombineerd worden met een orresponderende veran-dering in de magnetishe potentiaal, zodanig dat E en B invariant zijn. Dergelijke herde�nitieshebben dus geen gevolgen voor de klassiek observabele velden E en B, en we onluderen dat deklassieke elektrodynamia een ijkinvariant formalisme is. We kunnen deze vrijheid in de de�nitievan de potentialen gebruiken om ongekoppelde (of in ieder geval meer eenvoudige) di�erenti-aalvergelijkingen te verkrijgen voor A en φ.Deze formele behandeling van de elektromagnetishe potentialen krijgt een nieuwe en be-langrijke betekenis als we het quantumgedrag van een geladen deeltje beshouwen in een ijk-invariante theorie. De waarshijnlijkheid om het deeltje ergens aan te tre�en wordt gegevendoor de gol�untie ψq. Het is belangrijk in te zien dat ψq niet het elektrishe veld van eendeeltje (bijvoorbeeld een elektron), maar het materiële veld voorstelt. We hebben gezien datde eis van lokale ijksymmetrie van de gol�untie vershillen in fase reëerde tussen vershillenderuimtetijd oördinaten. We kunnen verhinderen dat deze arbitraire e�eten observabel wordendoor de elektromagnetishe potentialen te gebruiken als ijkvelden. Als we de funtie ǫ(x) invergelijking (707) identiek kiezen aan de funtie in vergelijkingen (713), dan ompenseert de ijk-transformatie van A en φ preies de willekeurige faseveranderingen van de gol�untie ψq. Omdatde fasevershillen over willekeurig grote afstanden geompenseerd dienen te worden, dient hetijkveld, Aµ = (A0, ~A) = (φ,A) een oneindige draht te hebben. Het hiermee orresponderendequantum, het foton, dient daarom een massa te hebben die bij gelijk is aan nul. Het ijkveld Aµis een vetorveld en daarom dient de spin van het ijkdeeltje gelijk te zijn aan één. Het opgesteldeformalisme voor ψq , A en φ vertegenwoordigt hiermee een theorie die lokaal ijkinvariant is.Teneinde deze lokale ijkinvariantie te demonstreren, gaan we over van de bewegingsverge-lijking van een vrij deeltje naar die van een deeltje dat wisselwerkt met het ijkveld. Hiertoeherde�niëren we de energie- en impulsoperatoren,

i~
∂

∂t
→ i~

∂

∂t
− qφ, en

~

i
∇ → ~

i
∇− qA, (714)en kunnen we de Shrödingervergelijking voor een geladen deeltje dat wisselwerkt met het ijkveld

Aµ shrijven als,
(

i~
∂

∂t
− qφ

)

ψq =
1

2m

(
~

i
∇− qA

)2

ψq. (715)Deze substituties worden de minimale substitutie genoemd, en de Shrödingervergelijking ishiermee lokaal ijkinvariant en we hebben
(
i~ ∂
∂t − qφ′

)
ψ′
q = eiǫQ

(
i~ ∂
∂t − qφ

)
ψq,

1
2m

(
~

i∇− qA′)2 ψ′
q = eiǫQ 1

2m

(
~

i∇− qA
)2
ψq.

(716)De strutuur van vergelijking (715) is kennelijk zodanig dat de willekeurige faseveranderingenvan ψq opgeheven worden door het ijkgedrag van A en φ. De interpretatie van de parameter qwordt duidelijk als we vergelijking (715) hershrijven als
i~
∂ψq
∂t

=
1

2m

(
~

i
∇− qA

)2

ψq + qφψq. (717)147



We zien hier de vertrouwde uitdrukking voor de Shrödingervergelijking van een deeltje in eenelektromagnetish veld, waarbij de tweede term de elektrostatishe potentiële energie (Coulombenergie) vertegenwoordigt, V = qφ. We kunnen q nu identi�eren met de elektrishe lading.Samenvattend komen we tot de opmerkelijke onlusie dat de eis van lokale ijkinvariantiezowel het bestaan als de vorm van de interatie diteert. Uit het formalisme volgt dat de massavan het ijkdeeltje, het foton, gelijk moet zijn aan nul. Verder dient de spin van het ijkdeeltje gelijkte zijn aan één. Het prinipe van ijksymmetrie kan ook toegepast worden op de relativistishegolfvergelijking voor spin-12 deeltjes, de Dira vergelijking. De eis dat aan lokale U(1) symmetriedient te zijn voldaan, leidt dan tot de ijkinvariante theorie die quantum elektrodynamia heet.13.3.2 Behoud van baryongetalGelukkig is ook het proton stabiel. De levensduur is voor een groot aantal vervalkanalen48gemeten, en is groter dan 1030 jaar. Enkele voorbeelden zijn
p → e+π0 τ > 5.5 × 1032 jaar
p → µ+π0 τ > 2.7 × 1032 jaar
p → e+γ τ > 4.6 × 1032 jaar
p → e+ wat dan ook τ > 0.6 × 1030 jaar.

(718)Tegenwoordig wordt met de allergrootste inspanning gezoht naar het verval van het proton,omdat bepaalde theoretishe modellen een eindige levensduur τp van het proton van ongeveer
1033 jaar voorspellen. Tot nu toe kon er geen eenduidig protonverval aangetoond worden.Het bovenstaande is een van de redenen, waarom men, volledig analoog aan het ladingsgetal
Q, een baryongetal B invoert, dat strikt behouden is. We willen ehter op een vershil wijzen:in een veldentheorie met een lokale ijksymmetrie volgt uit een exat behouden grootheid (zoalsbijvoorbeeld de lading) het bestaan van een veld (een ijkveld) met een lange draht, dat aan dezelading koppelt. Tot nu toe kon er ehter geen wisselwerking met lange draht gevonden worden,die verbonden is met het baryongetal: het equivalentieprinipe verlangt dat de verhouding vanzware en trage massa voor alle objeten gelijk is. Dit heeft men bijvoorbeeld voor de elementenAl en Pt met een nauwkeurigheid van ongeveer 10−12 geontroleerd. Omdat voor deze beideelementen de verhouding van massa en baryongetal, vanwege de vershillende bindingsenergieën,aanzienlijk vershillend is, volgt hieruit dat de bewuste koppeling aan het baryongetal zeker eenfator 109 zwakker is dan de gravitatie.Bij het verval van het neutron zijn de lading, baryongetal (en leptongetal) behouden.

n → p + e− + ν̄e

Q : 0 = 1 − 1 + 0
B : 1 = 1 + 0 + 0
Le : 0 = 0 + 1 − 1

(719)Het proton en neutron zijn de enige `gewone' deeltjes, die een baryonlading dragen. Er bestaatehter een reeks van resonanties of aangeslagen toestanden, die eveneens B = 1 hebben: N(1440),N(1550), ..; ∆(1232), ∆(1620), ..; Λ0, Σ±, Σ0, Ξ0, Ξ−, Ω−, enzovoort. Al deze deeltjes zijn,zoals we tegenwoordig aannemen, uit drie quarks samengesteld, die elk een baryongetal B = 1
3dragen. De orresponderende antibaryonen, die uit drie antiquarks zijn samengesteld, hebben

B = −1.48Het zal duidelijk zijn dat het verval p → 3ν, dat ook nog ladingsbehoud shendt, moeilijk experimenteel temeten zal zijn. Ook kan men zih nog afvragen of het verval p→ NIETS, dat energiebehoud shendt, `denkbaar'is. 148



Bij alle kernen is natuurlijk het baryongetal gelijk aan het aantal nuleonen (A), en dus
B = A = N + Z. (720)In het geval van leptonen, e±, νe, ν̄e, µ±, enzovoort en mesonen, die uit een quark-antiquarkpaar zijn opgebouwd, hebben we dat B = 0.Bij alle vervalproessen en reaties die men tot nu toe heeft waargenomen, is steeds hetbaryongetal behouden. We weten ehter niet waarom49.13.3.3 Behoud van leptongetalOok in reaties met lihte deeltjes heeft men ontdekt dat, analoog aan het geval van baryonen,deze steeds in paren optreden. Men heeft bijvoorbeeld de reatie

γ → e+e− in het veld van een kern. (721)Verder onstateert men dat bepaalde reaties toegestaan en weer andere verboden zijn. Om dezewaarnemingen te kunnen `verklaren' heeft men een leptongetal L ingevoerd, en gepostuleerd datdit in alle wisselwerkingen behouden is. Hiertoe beshouwen we eerst twee gewone β-vervallen,
n → p + e− + ν̄e

3H → 3He + e− + ν̄e

Le : 0 = 0 + 1 − 1.

(722)Indien we aan het elektron Le = 1 toekennen50, dan volgt voor het gelijktijdig uitgezondenneutrino ν̄e een Le = −1 en we noemen het daarom een antineutrino. Later zullen we nog ziendat de quantumgetallen, die verwant zijn aan de lading, het tegenovergestelde teken krijgen voorantideeltjes (de lading zelf is bijvoorbeeld voor een positron, het antideeltje van het elektron,positief; voor een antiproton negatief). Hiermee lijkt het natuurlijk, om voor β-verval de volgendeleptongetallen aan te nemen,
p → n + e+ + νe in kernen

bijvoorbeeld 35Ar → 35Cl + e+ + νe typisch β+ − verval
Le : 0 = 0 − 1 + 1

of 37Ar + e− → 37Cl + νe
Le : 0 + 1 = 0 + 1 .

(723)
Uit de kinematia van het β-verval (kurieplot) weten we dat de massa's van νe en ν̄e nul zijn(of tenminste dat die zeer klein zijn, mν̄e < 10 − 15 eV/2). Uit het behoud van impulsmomentkunnen we onluderen dat de spin van het neutrino gelijk is aan 1

2 . De ladingen zijn gelijk aannul en de beide deeltjes hebben slehts een zeer geringe wisselwerking met materie. Ze kunnenbijvoorbeeld zonder meer dwars door de aarde heenvliegen, zonder geabsorbeerd te worden.In welk opziht zijn het elektron-neutrino en elektron-antineutrino dan vershillend? - In hunleptongetal! We kunnen experimenteel aantonen dat de leptongetallen (met de geassoieerdebehoudswetten) een zinvol onept vormen. Een mogelijkheid is de studie van neutrino rea-ties. Het is ehter niet zo eenvoudig om reaties met neutrinos te bestuderen. Vanwege de49Een antwoord in de trant van `omdat er een orresponderende ijkinvariantie bestaat', vershuift slehts devraagstelling!50We shrijven hier Le voor het elektronishe leptongetal, omdat er nog twee verdere leptongetallen (Lµ, en
Lτ ) worden ingevoerd (we worden hiertoe later gedwongen).149



buitengewoon kleine werkzame doorsnede duurde het bijvoorbeeld bijna twintig jaar, voordathet bestaan van het door Wolfgang Pauli in 1930 gepostuleerde (anti-)neutrino door Cowan enReines51 aangetoond kon worden.We beshrijven in het volgende het basisidee van dit experiment. Antineutrinos kunnen ineen substantie, die waterstof bevat, de volgende reaties indueren,
ν̄e + p → n + e+

Le : −1 + 0 → 0 − 1.
(724)Als een bron met voldoende intensiteit voor ν̄e komt een kernreator52 in aanmerking. Bij desplijting van zware kernen worden primair elementen met een neutronenovershot geprodueerd,wat dan leidt tot vershillende β−-vervalreeksen. Gemiddeld worden er per verval ongeveer zes

ν̄e geëmitteerd met energieën tussen 0 en 8 MeV.

Figuur 51: Shematishe voorstelling van de experimentele opstelling die door Cowan en Reinesgebruikt is om het bestaan van het antineutrino aan te tonen.Figuur 51 toont de detetor, bestaande uit een tank gevuld met 200 liter water (met watCdCL2 erin). De tank is opgesteld tussen drie vloeistofsintillatoren met elk een 1400 literinhoud (in die tijd een gigantish experiment!). Het positron wordt snel afgeremd en annihileertmet een elektron,
e+ + e− → 2γ. (725)De beide annihilatiequanta worden in oinidentie gemeten met behulp van de sintillatoren. Degevormde neutronen worden door botsingen in het water afgeremd tot thermishe energieën, enworden tenslotte ingevangen53 in het 113Cd. De in deze reatie geprodueerde γ-quanta worden51Zie F. Reines and C.L. Cowan, Physial Review 113 (1959) 273.52Aanvankelijk hadden Cowan en Reines ook een atoomexplosie als bron voor elektronishe antineutrinos inbeshouwing genomen.53Het element 113Cd is een uiterst e�etieve neutronenabsorber: de werkzame doorsnede heeft een resonantiebij Tn = 0.0253 eV met een maximum werkzame doorsnede van σnγ = 2450 ± 30 barn.150



in additie in een (vertraagde) oinidentie geregistreerd, wat een goede signatuur van de ehtegebeurtenissen geeft. Met een ingeshakelde reator (700 MW) werd een verhoogde telsnelheidvan 3.0 ± 0.2 events per uur gemeten. Hieruit kon een gemiddelde werkzame doorsnede van
< σ >= (12+7

−4) × 10−44 cm2 (726)afgeleid worden, hetgeen in overeenstemming was met de theoretishe verwahting. Bijna gelijk-tijdig werd door R. Davis bij dezelfde reator getoond dat antineutrinos de reatie
ν̄e + 37Cl → 37Ar + e−

Le : −1 + 0 → 0 + 1!
(727)niet indueren.Daarentegen kon later gedemonstreerd worden dat de neutrinos die van de zon afkomstig zijndaadwerkelijk, zoals we volgens het behoud van leptongetal verwahten, deze reatie indueren,

νe + 37Cl → 37Ar + e−

Le : 1 + 0 → 0 + 1!
(728)Het aantal van de in deze reatie gedurende enkele deennia verzamelde 37Ar atomen is ehterongeveer een fator 2 - 3 lager dan we volgens de berekeningen verwahten. Dit is het beroemdeprobleem van de zonneneutrinos54, dat een van de grootste alamiteiten van de hedendaagsekern- en deeltjesfysia is.Ook de metingen van het dubbele β-verval en vershillende andere experimentele feiten gevenaan dat het νe en ν̄e vershillende deeltjes zijn, die respetievelijk gekarakteriseerd kunnen wordendoor Le = +1 of Le = −155.In reaties, waaraan de `zware' elektronen µ± en τ± deelnemen, worden vaak neutrinosgeprodueerd, geabsorbeerd, of verstrooid. Hierbij dringt zih dan diret de vraag op of dezedeeltjes zih hetzelfde gedragen als de ons tot nu toe bekende elektronishe neutrinos νe en ν̄e.Bijvoorbeeld, het positief geladen pion vervalt meestal naar een µ+ en slehts zelden naar een

e+,
π+ → µ+ + νµ B.R. = 0.999878
π+ → e+ + νe B.R. = 1.2 × 10−4.

(729)De antideeltjes vervallen, met dezelfde levensduur en dezelfde vervalwaarshijnlijkheden, alsvolgt,
π− → µ− + ν̄µ
π− → e− + ν̄e.

(730)Ook de in het verval naar muonen optredende neutrinos hebben een spin 1
2 , een lading 0 envermoedelijk een rustmassa die gelijk is aan nul (mµ < 0.17 MeV/2). Ondanks dit alles onder-sheiden ze zih van de elektronishe neutrinos νe en ν̄e (dat is de reden waarom we vershillendesymbolen gebruikt hebben). We kunnen dit alles weer aantonen door naar de volgende reaties54De belangstellende lezer(es) zij verwezen naar een artikel van X. Shi en D.N. Shramm, Physis Letters B283(1992) 305.55We kunnen op deze plaats niet ingaan op de vraag of beide deeltjes zih `enkel' ondersheiden in hun heliiteit.Indien de deeltjes een, ook al nog zo kleine, massa zouden hebben, dan kunnen deze beide toestanden in elkaargetransformeerd worden (door een Lorentztransformatie van een voldoende hoge snelheid uit te voeren).
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(731)
Er zijn twee experimenten die met bijzonder grote nauwkeurigheid aantonen dat de leptonfamilieswezenlijk vershillend zijn en daarmee dat Le en Lµ afzonderlijk behouden zijn.

• De reatie56
µ− → e− + e+ + e− (732)bleek niet op te treden. De branhing ratio is kleiner dan 10−12.

• Eveneens bleken de reaties
µ− +32 S → e− +32 S, σ/σν, capture < 7 × 10−11

µ− +32 S → e+ +32 Si, σ/σν, capture < 9 × 10−10 (733)niet op te treden57. Merk op dat het tweede proes ook het behoud van totaal leptongetalshendt.13.4 Spiegeling in de ruimte en pariteitDe unitaire pariteitstransformatie P inverteert alle ruimtelijke oördinaten (spiegeling om deoorsprong) en impulsen,
~r′ = P ~r P−1 = −~r
~p′ = P ~p P−1 = −~p. (734)Impulsmomenten en spins veranderen niet van teken,
~L′ = (−~r × (−~p)) = ~L
~s′ = ~s.

(735)We nemen aan dat ook de interne quantumgetallen van het deeltje (lading, baryongetal, en-zovoort) bij deze transformatie gelijk blijven.Tot het jaar 1956 heeft men het voor vanzelfsprekend gehouden, dat alle natuurwettenspiegelinvariant zijn58,
[H, P] = 0. (736)56De belangstellende lezer(es) wordt verwezen naar het artikel van Bellgardt et al., Nulear Physis B299(1988) 1. Het betreft hier het zogenaamde SINDRUM experiment op het Paul Sherrer Instituut in Villingen teZwitzerland.57Badertsher et al., Nulear Physis A377 (1982) 106.58Het feit dat er sleht één vorm van vitamine C bestaat, die helpt tegen verkoudheid en de andere vorm niet,is geen tegenvoorbeeld! Evenmin het feit dat men in alle afé's ter wereld slehts rehtshandige kurketrekkersaantreft. 152



Hiermee kunnen we dan weer gol�unties vinden die gelijktijdig eigentoestanden zijn van zowel
H als P,

Hψ = Eψ
Pψ = πψ.

(737)Voor niet-ontaarde systemen geldt dat π = ±1. Als voorbeeld kunnen we het waterstofatoomnemen. In dit geval is de potentiaal sferish symmetrish,
H(~r) = H(−~r) = H(r), (738)en dus [H,P] = 0. De gol�unties
ψ(r, ϑ, ϕ) = χ(r)Y m

l (ϑ,ϕ) (739)hebben een goed gede�nieerde pariteit, namelijk (−1)l. Indien we ehter de �jnstrutuur ver-waarlozen, dan zijn in het waterstofatoom (met de grondtoestand als enige uitzondering: n = 1,
l = 0) de niveaus ontaard. De eerste aangeslagen toestand bijvoorbeeld, met hoofdquantumgetal
n = 2, heeft dan dezelfde energie voor de beide baanimpulsmomenten l = 0 en l = 1. We kunnendan zonder meer een lineaire ombinatie van gol�unties opshrijven, die geen goed gede�nieerdepariteit heeft, ψ(−~r) 6= ±ψ(~r).De toestand van een nuleon (n of p) is een eigentoestand van P, omdat er geen enkelander objet bestaat met dezelfde lading, dezelfde massa, enzovoort. Wegens het behoud vanbaryongetal en lading is de relatieve pariteit van toestanden met vershillende quantumgetallen Qen B willekeurig. We kunnen hiermee de eigenpariteit van het elektron πe, het proton πp, en dievan het neutron πn willekeurig op +1 vastleggen59. Het was een onvoorstelbaar grote verrassingtoen Lee en Yang60 er in 1956 op wezen, dat het helemaal niet evident en vanzelfsprekend is datde pariteit in alle wisselwerkingen behouden is. Korte tijd later lukte het daadwerkelijk om aante tonen dat in de zwakke wisselwerking de pariteit geshonden is (zelfs maximaal geshondenis)61. We zullen nu enkele van deze experimenten toelihten.13.4.1 Pariteitshending in β-vervalDe shending van de pariteit werd voor het eerst eenduidig bewezen door mevrouw Wu en haarmedewerkers62. Het onept van dat experiment wordt in �guur 52 shematish voorgesteld.Een gepolariseerde kern met spin ~J emitteert elektronen met een impuls ~pe. Rehts in�guur 52 is de pariteitgetransformeerde experimentele situatie geshetst. Spiegelinvariantie eistdat we beide situaties niet kunnen ondersheiden, en dat dus de telsnelheden I(ϑ) en I(π − ϑ)gelijk dienen te zijn.Het experiment werd uitgevoerd met de isotoop 60Co. Deze kern heeft een spin Jπ = 5+ envervalt met een halfwaardetijd van τ 1

2
= 5.2 jaar bij voorkeur (> 99 %) naar een aangeslagentoestand (met Jπ = 4+ ) van 60Ni. De 60Co kernen kunnen gepolariseerd worden, als men ze ineen sterk magneetveld ~B plaatst en afkoelt. De reden is dat de toestanden met een vershillendmagnetish quantumgetal M , waarbij −J ≤ M ≤ J , in een magnetish veld een vershillendeenergie hebben,

E(M) = E0 − gµNBM. (740)59We zullen later zien dat het proton en neutron een isospindoublet vormen. Een andere normering zou daaromniet gelukkig gekozen zijn.60T.D. Lee en C.N. Yang, Physial Review 104 (1956) 257.61Experimentele fysii hadden dit reeds eerder kunnen merken als ze deze invariantie niet altijd als volledigvanzelfsprekend hadden aangenomen.62C.S. Wu, E. Ambler, R.W. Hayward, D.D. Hopes, en R.P. Hudson, Physial Review 105 (1957) 1413.153



Figuur 52: Shematishe voorstelling van de experimentele opstelling die door Wu en medewer-kers gebruikt is om de shending van pariteit te demonstreren bij β-verval van 60Co.De relatieve bezettingsgraad van toestand (M ′) wordt door de Boltzmann-fator gegeven,
n(M ′)
n(M)

=
e−E(M ′)/kT

e−E(M)/kT
= e

(M′−M)gµN B

kT . (741)Voor kT ≪ gµNB is enkel het laagste niveau bezet en is de kern volledig gepolariseerd (afhanke-lijk van het teken van g is ~J dan parallel of antiparallel aan ~B). De 60Co bron werd opgesloten ineen kristal van erium magnesium nitraat. Wanneer dit materiaal geplaatst wordt in een relatiefzwak extern magnetish veld (≈ 0.05 T) dan zullen de elektronishe momenten zorgen voor eenlokaal magnetish veld in de orde van 10 - 100 T. Door de hyper�jn interatie zal dan het 60Cogepolariseerd worden, indien een temperatuur van ongeveer 10 mK bereikt wordt63. De kernpo-larisatie werd gemeten door naar het verval te kijken van 60Ni naar de grondtoestand. Voor eenE2 transitie wordt een hoekverdeling van de vorm W (θ) =
∑2

n=0 a2n × cos2n θ verwaht. Menmeet de γ-anisotropie oë�iënt [W (π/2) −W (0)]/W (π/2) met twee NaI detetoren.Figuur 53 toont nogmaals het prinipe van de experimentele opstelling alsook het resultaatvoor de β-asymmetrie. Men meet de telsnelheid van de uitgezonden elektronen met een an-thraene kristal voor de twee vershillende oriëntaties van het aangelegde externe magnetisheveld. Bij voldoende lage temperaturen observeert men inderdaad een asymmetrie die het bestaanvan de pariteitshending bewijst. Als het radioatieve preparaat opwarmt, dan verdwijnt deasymmetrie, omdat de polarisatie kleiner wordt (het laatste is een belangrijke systematisheontr�le).63Dit is de tehniek van adiabatishe kerndemagnetisatie van een paramagnetish zout.
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Figuur 53: (a) Experimentele opstelling zoals door Wu en medewerkers gebruikt om de shen-ding van pariteit te demonstreren bij β-verval van 60Co; (b) foton asymmetrie gemeten metdetetor A (•) en detetor B (◦) als funtie van de tijd als het kristal opwarmt; het vershiltussen de urves is een maat voor de netto polarisatie van de kernen; () β-asymmetrie in detelsnelheid gemeten met het anthraene kristal voor twee rihtingen van het magnetish veld (•,down ↓; ◦, up ↑).13.4.2 Heliiteit van leptonenIn hoofstuk 13.4.1 hebben we ons bezig gehouden met de asymmetrie in de elektronenemissie inhet zwakke verval van een gepolariseerde kern. De pseudosalaire grootheid
A =< ~pe · ~J >, (742)waarbij ~pe de impuls van het elektron (of positron) en ~J de spin van de moederkern is, veran-dert onder een pariteitstransformatie van teken. Observabelen kunnen daarom in het geval vanspiegelsymmetrie niet van A afhankelijk zijn. We hebben ehter gezien dat spiegelsymmetrie nietgeldt voor de zwakke wisselwerking (we zullen het later nog hebben over de elektromagnetisheen sterke wisselwerking).Figuur 54 toont een andere pseudosalaire grootheid die verdwijnen moet voor deeltjesverval,indien de pariteit behouden is: de heliiteit van deeltjes die uitgezonden worden door een nietgepolariseerde bron,
h =< p̂ · σ̂ > . (743)Hierbij is p̂ een eenheidsvetor in de bewegingsrihting van het deeltje en σ̂ is de spinrihtingvan dit deeltje. Indien de spin altijd geriht is langs de bewegingsrihting (rehtshandig irulairgepolariseerd), dan is < h >= +1. Voor volledig linkshandig irulair gepolariseerde deeltjesgeldt dat < h >= −1.In een gera�neerd experiment64 van Goldhaber, Grodzins en Sunyar kon reeds in 1958 aange-toond worden dat de heliiteit van het neutrino, dat geëmitteerd wordt in het zwakke verval van64Zie het artikel van M. Goldhaber, L. Grodzins, and A.W. Sunyar, Physial Review 109 (1958) 1015.155



Figuur 54: Heliiteit van deeltjes die uitgezonden worden door een ongepolariseerde bron. De�guur rehts toont de situatie na een pariteitstransformatie.
152Eu, negatief is. Men vond < hνe >= −1.0 ± 0.3.Figuur 55 toont de experimentele opstelling en de data. Na het invangen van een K-elektronin 152Eu wordt allereerst een neutrino νe met energie Eν = 840 keV uitgezonden. Het verval gaatnaar een aangeslagen toestand van 152Sm met een levensduur van ongeveer τ 1

2
= 2×10−14 s. Dezetoestand vervalt onder de emissie van een γ-quantum naar de grondtoestand. We doen eerst deaanname dat het neutrino naar `boven' (positieve z-as) en het γ-quantum naar `beneden' geëmit-teerd wordt. Uit het behoud van impulsmoment in de z-rihting volgt dan, dat het γ-quantumlinkshandig irulair gepolariseerd is, indien de heliiteit van het νe negatief is (en omgekeerd).Het γ-quantum vliegt door een stuk gemagnetiseerd ijzer (met de magnetishe veldrihting van

~B parallel of antiparallel aan de z-rihting). De absorptie voor rehts- en linkshandig irulairgepolariseerde γ-quanta is vershillend. Het blijkt dat inderdaad σγ = −1 en dus σν = −1
2 .Hoe kan men ehter vaststellen dat het neutrino naar `boven' geëmitteerd werd en dat dus zijnheliiteit inderdaad negatief is? Dat kan door resonante verstrooiing aan een 152Sm verstrooier.De energie van het γ-quantum heeft preies de juiste waarde om het 961 keV niveau aan te slaanin het geval dat de aangeslagen kern naar beneden, en het neutrino daarom naar boven gevlogenis. Sinds 1958 is een groot aantal experimenten uitgevoerd, die alle tonen dat de heliiteit vande bij β-verval van kernen uitgezonden leptonen altijd als volgt is:

• alle neutrino's (νe, maar ook νµ en ντ ) hebben een heliiteit -1, en alle antineutrino's (ν̄e,
ν̄µ, ν̄τ ) hebben een heliiteit +1.

• De in β-verval uitgezonden geladen leptonen (e−) hebben een heliiteit −v/c, terwijl deantideeltjes (e+) een heliiteit +v/c hebben.Dit is in overeenstemming met het standaard model van de elektrozwakke wisselwerking.Elke afwijking zou een sensatie betekenen, omdat dat diret een aanwijzing zou geven dat ernaast de gebruikelijke linkshandige vetorbosonen (W±
L ) ook nog rehtshandige deeltjes (W±

R )zouden bestaan, die wegens hun grotere massa tot nu toe nog niet geprodueerd konden wordenmet deeltjesversnellers. 156



Figuur 55: Experimentele opstelling die door Goldhaber, Grodzins en Sunyar gebruikt is omte tonen dat dat de heliiteit van neutrino's, die geëmitteerd worden in het verval van 152Eu,negatief is. De analysatormagneet seleteert de irulaire polarisatie van de fotonen. Het Sm2O3verstrooit door kern�uoresentie straling naar de NaI detetor.
Figuur 56: Shematishe voorstelling van de heliiteiten in het verval van een positief geladenpion in een muon en een muon neutrino.We willen nog een uitzondering bespreken, die optreedt in het verval van geladen pionen,bijvoorbeeld

π+ → µ+ + νµ, B.R. = 0.999878
π+ → e+ + νe, B.R. = 1.2 × 10−4,

(744)hebben de geladen leptonen wegens behoud van impulsmoment in zekere zin de `verkeerde' he-liiteit (zie �guur 56). Als we enkel de faseruimtefatoren in beshouwing nemen en aannemendat de matrixelementen voor de beide vervallen gelijk zijn, dan krijgen we het verkeerde resultaat,
λe
λµ

=
1 + (me/mπ)

2

1 + (mµ/mπ)2
1 − (me/mπ)

2

1 − (mµ/mπ)2
≃ 3.5. (745)Enkel als we deze uitdrukking vermenigvuldigen met de orretiefator
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= 3.7 × 10−5, (746)vinden we het juiste resultaat. Dit betekent dat deze uitzondering inderdaad de regel beves-tigt, of preiezer geformuleerd, het feit dat het georrigeerde resultaat zo goed met de gemeten157



waarde overeenkomt, levert inderdaad een belangrijke test voor de aard van de aan het vervalten grondslag liggende wisselwerking (een pure V - A koppeling, zoals die door het standaardmodel met enkel linkshandige W± geëist wordt).13.4.3 Behoud van pariteit in de sterke wisselwerkingHet behoud van pariteit in de sterke wisselwerking is geveri�ëerd in een groot aantal experi-menten. Een van de meest nauwkeurige experimenten65 werd uitgevoerd met de opstelling dieshematish geshetst is in �guur 57.

Figuur 57: Experimentele opstelling voor de meting van pariteitsshending in proton-protonverstrooiing. Hierbij worden longitudinaal gepolariseerde protonen met een energie van 50 MeVverstrooid aan waterstof.Het injetorylotron levert een transversaal gepolariseerde protonenbundel met een energievan Tp = 50 MeV, een intensiteit van ongeveer 5 µA en een polarisatie Py van 0.8. Met behulp vanspinpreessie in vershillende magnetishe velden wordt een longitudinaal gepolariseerde bundelverkregen, die dan aan een waterstoftarget verstrooid wordt. Behoud van pariteit eist nu dat dewerkzame doorsnede voor protonen met positieve heliiteit σ+ even groot is als die voor protonenmet negatieve heliiteit σ−. Het experiment leverde als resultaat
σ+ − σ−

σ+ + σ−
= (−1.5 ± 0.2) × 10−7. (747)De minusule afwijking van nul is van dezelfde orde van grootte als we op theoretishe grondenzouden verwahten. De quarks en dus ook de nuleonen ondergaan ook een zwakke wisselwerking,en deze shendt de pariteit maximaal. De orresponderende sterkte is ehter ongeveer 10−7 keerkleiner in vergelijking tot de dominante sterke wisselwerking.Omgekeerd kunnen we soms het feit dat de pariteit in de sterke wisselwerking behouden isgebruiken om de eigenpariteit van een deeltje te bepalen. Als voorbeeld bespreken we op welkewijze de pariteit van het negatief geladen pion, Pπ, bepaald kan worden uit de reatie

π− + d→ n+ n. (748)We nemen aan dat we de spins van alle aan de reatie deelnemende deeltjes kennen,
Jπ = 0, Jd = 1, Jn =

1

2
. (749)65Zie het artikel van S. Kystrin et al., Physial Review Letters 58 (1987) 1616.158



Eveneens weten we de eigenpariteit van het deuteron66, Pd = +1.Als het π− door de deuteriumkern wordt ingevangen, dan worden in het algemeen in eersteinstantie toestanden met baanimpulsmoment lπd 6= 0 bezet. Het pionishe deuterium vervaltehter snel naar een toestand met lπd = 0, waarbij karakteristieke röntgenstraling uitgezondenwordt. Deze fotonen kan men deteteren, en hiermee experimenteel bepalen, dat na de vangstvan een negatief pion in een S-toestand, de hierboven besproken reatie inderdaad optreedt. Hettotale impulsmoment bedraagt dan
| ~Jtot| = |~lπd + ~Jπ + ~Jd| = 1 = |~lnn + ~Jn + ~Jn|, (750)en de pariteit is Ptot = Pπ · Pd · (−1)lπd = Pπ = (Pn)2 (−1)lnn .Omdat de gol�untie van de beide neutronen antisymmetrish dient te zijn, verloopt de reatieenkel via een 3P1-toestand met lnn = 1. Hiermee vinden we dat Pπ = −1. Ook de beide anderetot hetzelfde isospintriplet behorende pionen, π+ en π0, hebben een negatieve eigenpariteit.

66Het deuteron bestaat uit een proton en een neutron, die hoofdzakelijk in een S-toestand met baanimpulsmo-ment lpn = 0 gebonden zijn. 159



14 ASPECTEN VAN DE INTERPRETATIE VAN QUANTUM-FYSICA14.1 Consequenties van de meting van een observabeleWe beshouwen de impliaties van het uitvoeren van een meting aan een systeem. Stel dat vóórde meting de toestand van een systeem gegeven wordt door ψ. We gaan nu een meting uitvoerenvan de observabele A die wordt voorgesteld door de Hermitishe operator A. Vóór de metingkunnen we volgens het expansietheorema de toestand van het systeem shrijven als
ψ =

∑

n

cnψn, (751)waarbij de toestanden ψn de eigentoestanden van de operator A zijn.Na het uitvoeren van de meting vinden we voor de waarde van de observabele de eigenwaarde
an. Verder geldt dat na de meting de toestand van het systeem ψ′ gegeven is door

ψ′ = ψn. (752)We voeren nu diret na de eerste meting, een tweede meting uit van dezelfde observabele. Detijdspanne tussen de twee metingen is zo kort dat de waarde van A niet veranderd kan zijn doorofwel de tijdevolutie van het systeem volgens de Shrödingervergelijking of doordat het systeemop een of andere wijze verstoord is. In dat geval vinden we voor de waarde van A met zekerheidweer an.We komen nu tot het opmerkelijke resultaat dat ten gevolge van een meting de toestand vanhet systeem abrupt verandert van ψ =
∑

n cnψn tot ψ′ = ψn. Men spreekt van de ollapse ofredutie van de gol�untie.We zien dus dat er twee soorten tijdafhankelijkheden zijn in de quantummehania. Voor eengeisoleerd systeem wordt de tijdevolutie gegeven door de Shrödingervergelijking, die een eerste-orde di�erentiaalvergelijking in de tijd is. Dientengevolge zal de toestand van een systeem on-tinue evolueren in overeenstemming met vergelijking (410). Een geheel andere, disontinue tijd-afhankelijkheid treedt op tijdens een meting aan het systeem. Hierbij vindt er een abrupteverandering van de gol�untie plaats.Het is niet eenvoudig om de ontinue tijdevolutie van de toestand van een systeem te verenigenmet de abrupte verandering die optreedt wanneer er een meting wordt uitgevoerd. Een metingheeft te maken met de interatie van meetapparatuur met het systeem. Ehter deze meetappa-ratuur is ook onderhevig aan de wetten van de quantummehania. We zouden dan ook het gehelesysteem kunnen beshouwen, dat bestaat uit ons origineel systeem plus de meetapparatuur. Ditnieuwe systeem wordt dan weer beshreven door een `Grand' Shrödingervergelijking en het isnu deze vergelijking die een ontinue tijdevolutie van het gehele systeem beshrijft. De vraagdringt zih dan op wat nu leidt tot de ollapse van de toestand van dit gehele systeem? Komtdat doordat een waarnemer naar de meetapparatuur kijkt? Hierop bevestigend antwoorden helptook niet veel, want wat gebeurt er als we enkel een deel van de waarnemer beshouwen? Of eenwaarnemer die niet begrijpt wat hij ziet? Of wat gebeurd er wanneer een kat kijkt?Het is duidelijk dat wanneer er een meting aan een systeem wordt uitgevoerd, de toestandabrupt verandert (een ollapse). Uiteraard is het resultaat van een meting dat de situatie vanwaarshijnlijkheid verandert in een van zekerheid. Het is ehter voor het eerst in de natuurkundedat een meting of observatie een beslissende invloed heeft op de loop der gebeurtenissen enniet gesheiden kan worden, zoals het geval was in de klassieke fysia, van het fysishe beeld.Overigens is deze plotselinge verandering van de waarshijnlijkheidsverdeling veroorzaakt dooreen observatie, het prototype van een quantumsprong. Er zijn diverse pogingen ondernomen om160



de oneptuele moeilijkheden op te lossen, ehter geen van deze pogingen is geheel bevredigenden algemeen geaepteerd.14.2 Klassieke fysia en werkelijkheidKlassieke fysia is een ontwikkeling die ongeveer driehonderd jaar geduurd heeft en die begonnenis door Galileo, Newton en anderen. In de mehania van Newton kan materie worden voorgesteldals een agregaat van massapunten, waarbij de toestand van elk massapunt wordt gespei�eerddoor middel van zes getallen: drie oordinaten en drie snelheden. In de klassieke zienswijze heefteen deeltje een positie en snelheid en zijn deze eigenshappen reëel en de�nieren de toestand vanhet deeltje. Als de toestand bekend is op enig tijdstip, dan kunnen alle toestanden in zowel detoekomst als het verleden berekend worden uit de bewegingswetten (bijvoorbeeld ~F = m~a). Hetbouwwerk was ompleet met het werk over elektromagnetisme van Maxwell, de optia van Hertzen de statistishe mehania van Boltzmann. Al deze theorieën hebben globaal dezelfde logishestrutuur: er is een objetieve werkelijkheid, onafhankelijk van ons - de waarnemers -, die wedoor onze zintuigen kunnen waarnemen. De gebeurtenissen in deze wereld volgen een strikteausale ontwikkeling, bepaald door strikte wetten in ruimte en tijd. De ruimte en tijd waarindeze gebeurtenissen plaatsvinden zijn de absolute ruimte en tijd van Newton en identiek aan watwe gewend zijn in het dagelijkse leven.Met ausale ontwikkeling bedoelen we: stel dat we op een gegeven tijdstip omplete kennishebben van de toestand van een fysish objet (bijvoorbeeld een deeltje of een elektromagnetishveld), dan kan de toekomstige ontwikkeling van dat objet (maar ook de ontwikkeling terug in detijd) met mathematishe preisie uit de natuurwetten afgeleid worden en is exat voorspelbaar.Het was Einstein die in 1905 een ontwikkeling op gang braht die afweek van de logishe strutuurvan de klassieke fysia. Teneinde het foto-elektrish e�et te verklaren nam hij aan dat lihtbestaat uit quanta en dat deze deeltjes (fotonen) elk een energie E = hν, als ook een aantalandere eigenshappen van materiële deeltjes bezitten. Dit beeld van disontinue emissie- enabsorptieproessen, alsook een disontinue verandering in het aantal fotonen, staat op gespannenvoet met de klassieke theorie. Het is orret dat dergelijke disrete gebeurtenissen niet diret instrijd met de klassieke fysia hoeven te zijn. Ehter, dan nemen we aan dat deze gebeurtenissenworden veroorzaakt door een bepaalde invloed, en als we deze oorzaak kennen, dan kunnen webijvoorbeeld weer exat voorspellen op welk tijdstip de emissie van een foton zal plaatsvinden.Met de ontwikkeling van het atoommodel van Bohr in 1913 werd het ehter snel duidelijk dathet exate tijdstip van dergelijke emissies niet voorspelbaar is en dat deze ook niet wordenveroorzaakt door een invloed van buiten. Het atoommodel van Bohr gaat er van uit dat
• een atoom kan bestaan zonder straling uit te zenden in elk van een disrete set stationairetoestanden met een preies bepaalde energie, zeg En met n = 0, 1, ...;
• een atoom kan enkel straling uitzenden en absorberen als er een transitie plaatsvindt tussendeze stationaire toestanden. De frequentie van de straling wordt gegeven door

hνif = Ei − Ef (Frequentieconditie van Bohr). (753)Hierbij zijn Ei en Ef de energie van de begin- en eindtoestand die betrokken is in detransitie.
• Er bestaat een laagste toestand, de grondtoestand van een atoom, met energie E0. Dezetoestand is stabiel en het atoom kan in deze toestand geen straling uitzenden.Uit de analyse van de straling van een zwart lihaam volgt dat emissie en absorptie spontaanoptreden. Verder kwam men tot de onlusie dat wanneer atomen in een aangeslagen toestand161



met energie En komen, de verblijftijden in deze toestand een waarshijnlijkheidsverdeling vol-gen. Enkel de gemiddelde verblijftijd, gemeten voor een groot aantal identieke atomen in dezelfdeaangeslagen toestand, is bepaald en is een karakteristieke eigenshap van een atoom in de des-betre�ende aangeslagen toestand.Dit was voor het eerst in de natuurkunde dat statistishe beshouwingen en kansberekeningoptraden in de wetten die individuele fysishe objeten beshrijven. Voorheen werd statistiekenkel toegepast op een verzameling van een groot aantal objeten, indien men niet geinteresseerdwas in het individuele gedrag, maar waarbij elk individueel objet wel de strikte ausale wettenvan de klassieke mehania volgt.Op basis van klassieke fysia is het onmogelijk te begrijpen dat in de laagste toestand van eenatoom een elektron eeuwig kan rondirkelen om een kern zonder elektromagnetishe straling uitte zenden. Verder kan men op basis van de klassieke fysia niet de aard van de quantumsprongenin een dergelijk systeem begrijpen. Ook de analyse van het statistishe gedrag en de onvoorspel-baarheid van bijvoorbeeld het radioatieve verval van deeltjes laat geen twijfel bestaan over derealiteit van de intrinsieke onvoorspelbaarheid van de natuur.Soms wordt het argument gebruikt dat klassieke mehania een omplete theorie is, in de zin datgeen onbekend mehanisme buiten beshouwing wordt gelaten. Het is ehter zo dat quantum-mehania de klassieke mehania bevat als een speiaal geval. Als we het gedrag van deeltjesbeshouwen met toenemende massa, dan zullen volgens de wetten van de quantummehania,vanwege de `kleinheid' van de onstante van Plank, alle waarshijnlijkheidsverdelingen ontra-heren tot bijna zekerheden. Het wordt dan mogelijk om bijna sherpe waarden toe te ken-nen aan positie en snelheid en het gedrag van dergelijke deeltjes wordt praktish determinis-tish. Aangezien quantummehania dus in deze limiet een deterministishe theorie wordt, ende klassieke mehania als speiaal geval bevat, is het moeilijk zih voor te stellen dat quantum-mehania geen omplete theorie zou zijn.14.2.1 Quantummehania en de toestand van een systeemQuantummehania heeft een nieuw onept ingevoerd met betrekking tot de toestand van eensysteem. Er wordt nog steeds gesproken over deeltjes, maar niet meer over exate posities ensnelheden er van. Er wordt met toestandfunties, ψ(x, y, z), gewerkt, die bepaalde waardenhebben voor alle posities van een systeem. Deze toestanden geven een beshrijving van derealiteit, maar ze laten geen voorspelling toe van posities en snelheden in het verleden of inde toekomst. Er bestaan ehter eenvoudige mathematishe proedures die een berekening toe-staan van verwahtingswaarden van alle metingen die men op een dergelijk systeem zou kunnenuitvoeren. Soms wordt gesteld dat quantummehania een berekening van de waarshijnlijkheidmogelijk maakt, dat een bepaalde grootheid van een systeem, zoals impuls, in een meting eenbepaalde waarde heeft. Dat is ehter een ongelukkige uitdrukking, want quantummehaniaspreekt niet over grootheden van een systeem. Quantummehania doet zelfs geen uitspraakover eventuele grootheden die een systeem zou bezitten, maar zegt in termen van waarshijnlijk-heid, wat men zou kunnen vinden indien een bepaalde meting wordt uitgevoerd. Kennis van degol�untie vertegenwoordigt de maximale kennis die men van een systeem kan hebben.De gol�untie kan met behulp van de Shrödingervergelijking gevonden worden en op het eerstegeziht heeft deze vergelijking veel gemeen met andere klassieke veldentheorieën. De materiegolfdie wordt toegekend aan het elektron ontwikkelt zih in ruimte en tijd op dezelfde ausale manierals een elektromagnetish veld en de golfvergelijking maakt het mogelijk om toekomstige waar-den op elk punt in de ruimte te voorspellen wanneer het veld op dit moment bekend is. Er zijnehter enkele belangrijke vershillen. Zo blijkt dat de gol�untie in veel gevallen niet reëel, maarnoodzakelijkwijs omplex is. Verder hebben we gezien, onder andere in vergelijking (414), datgol�untie van een N -deeltjes systeem beshreven wordt in een 3N -dimensionale ruimte, terwijl162



dit niet zo is voor elektromagnetishe of gravitatievelden. Dit maakt het onwaarshijnlijk dat degol�untie van bijvoorbeeld een elektron een meetbaar fysish objet kan zijn. De statistisheinterpretatie van Born zegt dat het kwadraat van de amplitude van de gol�untie de waarshijn-lijkheidsverdeling van het elektron voorstelt. Dit betekent dat de baan van het elektron nietlanger exat voorspelbaar is, maar enkel de waarshijnlijkheid het elektron ergens aan te tre�en.We kunnen enkel een uitspraak met zekerheid doen voor een olletie van een groot aantal elek-tronen. We zien een drastishe afwijking van het klassieke idee van determinisme en dat wordtons opgedrongen om de twee vershijningsvormen van het elektron - golf en deeltje - te kunnenverenigen.Stel we hebben een atoom dat zih op tijdstip t = t0 in een aangeslagen toestand bevindt. Alswe de Shrödingervergelijking oplossen, dan vinden we dat de gol�untie geleidelijk in de tijdevolueert van die van de aangeslagen toestand naar die van de grondtoestand. Hiermee kunnenwe op elk tijdstip voorspellen wat de kans is het atoom aan te tre�en in de aangeslagen of in degrondtoestand. Voeren we ehter op een gegeven tijdstip (t > t0) een meting uit aan de toestandvan het atoom, dan vinden we met een zekere waarshijnlijkheid het atoom in de grondtoestand.Deze waarshijnlijkheid om het atoom in de grondtoestand aan te tre�en verandert ontinue.We dwingen een plotselinge verandering naar zekerheid af door het uitvoeren van een meting.Door zijn aard en door de fysishe interpretatie (als een waarshijnlijkheidsverdeling) is hetduidelijk dat de gol�untie zelf geen fysish objet is, maar dat het onondersheidbaar is vanhet objet dat bestudeerd wordt. Dit geassoieerde niet-fysishe objet maakt een ausale ont-wikkeling door totdat er een meting aan het objet wordt uitgevoerd. Op dat moment stoptde ausale ontwikkeling en verandert haar toestand plotseling, om daarna zih weer ausaal enontinue verder te ontwikkelen. Het lijkt wel of we te maken hebben met twee vershillendeaspeten van een objet: een aspet is de wereld van observaties in ruimte en tijd, waarin deobjeten die bestudeerd worden meetbare posities, snelheden, et. hebben. Enkel een van dezegrootheden heeft een sherp gede�nieerde waarde. Het andere aspet is de gol�untie die geas-soieerd is met het objet. We kunnen deze gol�untie niet diret met apparatuur (zintuigelijk)waarnemen. Het kan enkel door onze geest begrepen worden en het is in die wereld waar deontwikkeling ausaal is. Dit projeteert zih op de wereld van gebeurtenissen in ruimte en tijden stelt ons in staat voorspellingen (in sommige gevallen zelfs exate voorspellingen) te doen vanresultaten van metingen, die we kiezen om uit te voeren. Zo zijn er voor positie en impuls tweevershillende projeties van een en dezelfde werkelijkheid, die beide niet ondersheidbaar zijn endie beide slehts samen een omplete beshrijving van het fysishe objet geven. De relatie diebestaat tussen positie en snelheid en tussen de ausale ontwikkeling van de gol�unties en deobservaties, namelijk dat ze elkaar uitsluiten, is karakteristiek voor quantummehania en werddoor Bohr omplementariteit genoemd.14.2.2 Quantummehania en levenBohr ging zelfs een stap verder in zijn redenatie, waarbij hij de sheiding tussen dode materieen een levend organisme onderzoht. Hierbij staat de vraag entraal of beide onderhevig zijnaan dezelfde natuurwetten. Indien we deze vraag bevestigend zouden kunnen beantwoorden(ook al gelden de wetten van de quantummehania), dan vershilt een levend organisme in geenessentieel punt van dode materie en zou er geen ruimte zijn voor het begrip leven. Tegenwoordigweten we dat enkele van de meest essentiële levensfunties zih materieel bevinden in kleinevormen van levende materie van praktish moleulaire dimensies. Indien we een antwoord oponze vraag wensen, dan zullen we een gedetailleerde studie dienen te maken van de atomaireen moleulaire strutuur van het organisme, teneinde te beshouwen of de voorspellingen vanbijvoorbeeld de quantummehania waar of niet waar zijn. Deze waarnemingen dienen uitgevoerdte worden met apparatuur (bijvoorbeeld elektronenmirosopen, lasers, Röntgenstralen) en dat163



heeft een ingrijpende invloed op het objet dat bestudeerd wordt: het levende organisme. Hetkan zijn - en dat is waar Bohr van uit gaat - dat deze gedetailleerde bestudering met apparatuurhet leven van het organisme vernietigt en daarom niet verenigbaar is met het bestaan van leven.Na het uitvoeren van onze metingen hebben we met dode stof te maken, waardoor het in prinipeniet mogelijk is de geldigheid van de natuurwetten te veri�ëren of te falsi�eren in een organisme,zolang het in leven is. Samenvattend, Bohr neemt aan dat eenzelfde relatie van omplementariteitbestaat tussen levende materie en dode materie als er in de quantummehania bestaat tussende positie en snelheid van een deeltje. Het feit dat een organisme leeft is niet verenigbaar mette gedetailleerde kennis van haar atomaire en moleulaire strutuur, net zoals de kennis van depositie van een deeltje niet verenigbaar is met de kennis van haar impuls. Of deze redenatiejuist is, is verre van duidelijk. Het is wel duidelijk dat quantummehania ruimte biedt voor eennieuwe benadering van het probleem leven (en andere zaken als menselijk denken, vrije wil), dielos staat van de deterministishe zienswijze van de klassieke fysia.14.3 Einstein, Podolsky en Rosen paradoxIn 1935 publieerden Einstein, Podolsky en Rosen (EPR) een artikel67 met de titel `Can Quantum-Mehanial Desription of Reality Be Considered Complete'. We zullen de impliaties hiervanbespreken.EPR stellen dat teneinde het sues van een theorie te kunnen beoordelen men twee vragendient te beantwoorden: (1) `Is de theorie orret?' en (2) `Is de beshrijving die door de theoriegegeven wordt ompleet?'. De eerste vraag is eenvoudig te beantwoorden door te bestuderenof de voorspellingen van de theorie in overeenstemming zijn met de resultaten van metingen.Quantummehania is zonder twijfel een orrete theorie en EPR beshouwden de tweede vraagin relatie tot de quantummehania. Allereerst werd een nadere de�nitie gegeven van wat bedoeldis met ompleet. Volgens EPR is een omplete theorie er een waarbij elk element van de fysisherealiteit een tegenhanger heeft in de fysishe theorie. Dit wordt de onditie van ompleetheidgenoemd. Met betrekking tot de elementen van de fysishe realiteit worden door EPR de volgendetwee veronderstellingen gemaakt:
• Als men de waarde van een grootheid van een systeem met zekerheid kan voorspellenzonder het systeem te verstoren, dan komt die grootheid overeen met een element in dewerkelijkheid.
• Als twee systemen dynamish geisoleerd zijn, dan kan een meting van een grootheid vanéén systeem niet van invloed zijn op die van het andere systeem. Dit is de onditie vanlokaliteit.Vervolgens geven EPR een eenvoudige verhandeling van de quantummehania, hetgeen er opneer komt dat wanneer de impuls van een deeltje bekend is, haar oordinaat geen fysishe re-aliteit heeft. Elke poging om de oordinaat te meten zal de toestand van het systeem zodanigverstoren dat elke kennis die we hadden van de impuls verloren gaat. EPR onluderen dat of(1) de quantummehanishe beshrijving van de werkelijkheid gegeven door de gol�untie nietompleet is of dat (2) wanneer de operatoren die orresponderen met twee fysishe groothedenniet ommuteren, deze grootheden niet simultaan deel van de werkelijkheid kunnen uitmaken.In de quantummehania wordt aangenomen dat de gol�untie alle informatie bevat voor eenomplete beshrijving van de fysishe werkelijkheid. EPR laten zien dat deze aanname in on-�it is met bovengenoemde de�nitie van fysishe werkelijkheid. In het volgende bespreken we deargumentatie.67A. Einstein, B. Podolsky and N. Rosen, Physial Review 47, 777 (1935).164



Twee systemen, I en II, worden bijeengebraht voor een tijd 0 < t < T , waarna er geen interatiemeer is tussen beide systemen. Stel dat x1 en x2 de oordinaten en p1 en p2 de impulsenzijn van systeem I en II, respetievelijk. Het is dan mogelijk om zowel Xverschil ≡ x1 − x2 als
Ptotaal ≡ p1 + p2 tegelijkertijd exat te kennen, want

[Xverschil, Ptotaal] = [x1 − x2, p1 + p2]
= [x1, p1] + [x1, p2] − [x2, p1] − [x2, p2]
= [x1, p1] − [x2, p2]
= i~ − i~
= 0.

(754)Oplossen van de Shrödingervergelijking geeft de gol�untie Ψ voor het omplete systeem voor
t > T . We kennen ehter niet de afzonderlijke toestanden van systemen I en II na de interatie.Daarvoor zijn metingen vereist.Stel dat a1, a2, ... de eigenwaarden van een fysishe grootheid A zijn met betrekking tot systeemI en u1(x1), u2(x2), ... de orresponderende eigenfunties. Volgens het expansietheorema kunnenwe dan shrijven

Ψ(x1, x2) =

∞∑

n=1

ψn(x2)un(x1), (755)waarbij ψn(x2) beshouwd kunnen worden als de oë�iënten van de expansie van Ψ in eenorthonormale set eigenfunties un(x1) van de Hermitishe operator A. Stel dat na een metinghet eerste systeem in toestand uk(x1) is, dan is het tweede systeem in toestand ψk(x2). Dit is hetproes van de zogenaamde redutie van de gol�untie. Het golfpakket gegeven door de oneindigereeks in vergelijking (755) is geredueerd tot een enkele term
ψk(x2)uk(x1). (756)We hadden ook een andere grootheid, B, met eigenwaarden b1, b2, ... en eigenfunties v1(x1),

v2(x2), ... kunnen kiezen en hadden dan als expansie
Ψ(x1, x2) =

∞∑

s=1

φs(x2)vs(x1), (757)verkregen, waarde de φ's de nieuwe oë�iënten zijn. Indien we voor B de waarde br had-den gemeten, dan zou systeem I zih in toestand vr(x1) en systeem II zih in toestand φr(x2)bevinden.EPR onluderen dat als resultaat van twee vershillende metingen aan systeem I, systeem II zihzal bevinden in toestanden beshreven door vershillende gol�unties. Omdat de systemen nietmeer wisselwerken, kan er in systeem II niet iets gebeurd zijn als onsequentie van de gebeurtenis-sen in systeem I. Het is dus mogelijk twee vershillende gol�unties (ψk en φr) toe te kennen aandezelfde werkelijkheid (systeem II na interatie met systeem I). Vervolgens beshouwen EPR hetgeval dat ψk en φr eigenfunties zijn van twee niet-ommuterende operatoren P en Q. Door aansysteem I een meting van P of Q uit te voeren, zijn we in een positie om met absolute zekerheid,en zonder systeem II op enigerlei wijze te verstoren, de waarde van de grootheid P of de waardevan Q te voorspellen. In overeenstemming met de gegeven de�nitie van werkelijkheid moeten wein het eerste geval P als element van de werkelijkheid beshouwen, terwijl in het tweede geval Qeen element van de werkelijkheid is. We hebben ehter gezien dat ψk en φr behoren tot dezelfdewerkelijkheid. Deze laatste onlusie is in strijd met de quantummehania en EPR onluderendat quantummehania niet ompleet is.Samenvattend kunnen we stellen dat uit bijvoorbeeld de meting van de impuls van deeltje 1 (sys-teem I) we vanwege onze kennis van Ptotaal met zekerheid kunnen voorspellen wat het resultaat165



zal zijn van een meting van de impuls van deeltje 2 (systeem II). Als we ehter de impuls vandeeltje 2 met zekerheid kunnen voorspellen zonder dat we met dit deeltje wisselwerken, dan moetdeeltje 2 deze impuls al hebben vóór de meting, en zelfs al voor de meting aan deeltje 1 (er isimmers geen verstoring van deeltje 2). Quantummehanish wordt de toestand beshreven door
Ψ, maar hieruit kunnen we de waarde van de impuls van deeltje 2 niet bepalen. EPR komen totde onlusie dat de quantummehania onvolledig is.14.4 Formulering van de EPR paradox door BohmBohm heeft een experiment bedaht dat analoog is aan het door EPR beshreven experiment,maar waarbij experimentele toetsing mogelijk is. Stel dat in een bepaald proes een paar spin-12deeltjes, zeg twee neutronen, worden geprodueerd in een bron S, waarbij de totale spin van deneutron gelijk is aan nul (een zogenaamde singlet spintoestand). De neutronen vliegen weg integenovergestelde rihtingen en hun individuele spins kunnen worden geanalyseerd met behulpvan twee Stern-Gerlah magneten op positie A en B.

Bron SMeting A Meting BFiguur 58: Shematishe weergave van Bohm's experiment inzake een meting van spin orrelatiesvoor twee spin-12 deeltjes.De oriëntatie van de magneten kan veranderd worden, zodat de spinomponent in een willekeurigerihting kan worden bepaald. Stel dat beide magneten zo worden georiënteerd dat de spinom-ponenten worden gemeten in de rihting gede�nieerd door de eenheidsvetor n̂. Voor de spinsinglet toestand zullen de spins van de twee neutronen altijd tegenovergesteld georreleerd zijn.Daarom zal een meting van de spin omponent in de n̂-rihting van het neutron op positie A,met als resultaat +1
2~, altijd leiden tot het resultaat −1

2~ in een vergelijkbare meting aan hetandere neutron op positie B. Ter vereenvoudiging noemen we dit de + en − spintoestanden inde rihting n̂. Deze onlusie geldt voor elke rihting n̂: als een meting bij A de waarde + geeft,dan vinden we bij B de waarde −, en omgekeerd. Als we de spinomponent in de rihting van
n̂ van het neutron bij A gemeten hebben, dan weten we de spinomponent in dezelfde rihtingvan het andere neutron bij B. Die is dan volledig bepaald vanwege de orrelatie door de spinsinglet toestand. Heeft deze bepaaldheid enkel plaats gevonden als resultaat van een meting oppositie A? Als dat zo is, hoe is het resultaat van deze meting geommunieerd naar het neutronop positie B? Als de metingen op positie A en B simultaan worden gedaan, dan dient deze om-muniatie instantaan plaats te vinden. Vergelijkbare onlusies kunnen worden getrokken als demagneten op A en B langs andere rihtingen worden georiënteerd.14.5 De ongelijkheid van BellRealistish lokale theorieën gaan er van uit dat de wereld bestaat uit systemen (deeltjes en velden)die objetieve eigenshappen bezitten die bestaan onafhankelijk van elk experiment uitgevoerddoor waarnemers. Een verdere eigenshap is dat het resultaat van een meting van een eigenshapop een punt B kan niet afhangen van een gebeurtenis op punt A, voldoende verwijderd van puntB, zodat informatie over de gebeurtenis, die zih voortplant met de lihtsnelheid, punt B nietkan bereiken voor dat de meting plaatsvindt. Dit laatste wordt Einstein lokaliteit genoemd.166



Bell heeft in 1964 laten zien dat elke lokaal realistishe theorie voldoet aan een riterium, dezogenaamde Bell ongelijkheid. Experimenten tonen aan dat quantummehania niet aan ditriterium voldoet en dat de gevonden afwijkingen van de Bell ongelijkheid in volledige overeen-stemming zijn met de voorspellingen van de quantummehania. Er zijn diverse formuleringenvan de Bell ongelijkheid, maar wij volgen hier de a�eiding van Wigner (1970) die betrekkingheeft op het experiment van Bohm.We nemen aan dat in het spinorrelatie experiment van Bohm de Stern-Gerlah magneten op A enB zodanig kunnen worden georiënteerd, dat de spinomponenten in drie rihtingen, gespei�eerddoor de eenheidsvetoren n̂1, n̂2 en n̂3, gemeten kunnen worden. In een realistishe theorie heeftelk individueel neutron bepaalde waarden (+ of −) voor de spinomponenten in de drie rihtingen
n̂1, n̂2 en n̂3. We nemen niet aan dat we al deze omponenten van een neutron tegelijkertijdkunnen meten, maar enkel dat als we één ervan meten door de Stern-Gerlah magneet op dejuiste oriëntatie te zetten, de uitkomst van deze meting exat voorspelbaar is. Een neutron kanbijvoorbeeld worden voorgesteld door (+,−,+), hetgeen betekent dat voor dit neutron in eenmeting van de spinomponent in de n̂1 rihting met zekerheid + zal worden gevonden, in de
n̂2 rihting met zekerheid − en in de n̂3 rihting met zekerheid +. De neutronparen kunnendus in groepen worden opgedeeld, die worden gespei�eerd door (σ1σ2σ3; τ1τ2τ3), waarbij σien τi (die enkel de waarden + en − kunnen aannemen) de spinomponenten in de rihting n̂ivoorstellen van de neutronen die respetievelijk door de magneten op positie A en B gaan. Steldat f(σ1σ2σ3; τ1τ2τ3) de fratie van neutronparen is, geprodueerd in de bron S, die behoordbij de groep (σ1σ2σ3; τ1τ2τ3). De waarden van deze fraties f hangt van het proes af waarinde neutronparen gemaakt worden. In het experiment van Bohm worden de neutronparen in eensinglet spintoestand gemaakt en dienen dus tegenovergestelde waarden te hebben voor spins langsdezelfde rihting. Als bijvoorbeeld σ3 = +, dan geldt dat τ3 = −, maar ook dat f(+−+;−++) =
0. Er geldt

f(σ1σ2σ3; τ1τ2τ3) = 0, behalve σi = −τi, i = 1, 2, 3. (758)Merk op dat deze beshrijving voldoet aan de lokaliteitseis: het resultaat van een meting oppositie A hangt enkel van de waarden σ1, σ2 en σ3 af en van de orientatie van de magneet oppositie A, maar is onafhankelijk van de orientatie van de magneet op positie B. Op dezelfde wijzeis een meting van de spin op positie B onafhankelijk van de instelling van de magneet op positieA.We kunnen nu eenvoudig de (++) spinorrelaties verkrijgen. Dat zijn de waarshijnlijkheden
< n̂i+; n̂j+ > dat, voor een neutronpaar, metingen van de spinomponenten bij A langs n̂i enbij B langs n̂j beide als resultaat + geven. We hebben

< n̂1+; n̂2+ >=
∑

σ2σ3

∑

τ1τ3

f(+σ2σ3; τ1 + τ3). (759)Met behulp van vergelijking (758) vinden we dat de enige termen die niet-nul zijn in de sommatieorresponderen met σ2 = −, τ1 = − en σ3 = −τ3 = ±. Bovenstaande vergelijking kan hiermeegeshreven worden als
< n̂1+; n̂2+ >= f(+ − +;− + −) + f(+ −−;− + +). (760)Op dezelfde manier vinden we
< n̂3+; n̂2+ >= f(+ − +;− + −) + f(−− +;+ + −) (761)en
< n̂1+; n̂3+ >= f(+ + −;−− +) + f(+ −−;− + +). (762)167



De twee termen aan de rehterkant van vergelijking (760) komen voor in vergelijkingen (761) en(762). Omdat de fraties f(σ1σ2σ3; τ1τ2τ3) niet-negatief zijn, volgt hieruit dat
< n̂1+; n̂2+ > ≤ < n̂3+; n̂2+ > + < n̂1+; n̂3+ > . (763)Het bovenstaande wordt de ongelijkheid van Bell genoemd.We kunnen ook de quantummehanishe waarden van de orrelaties < n̂i+; n̂j+ > uitrekenen.In een singlet spintoestand is de waarshijnlijkheid 1

2 dat een meting van de spinomponentin de rihting n̂i als resultaat + geeft. Als dat resultaat verkregen wordt, dan zal een metingvan de spinomponent n̂i van het orresponderende neutron op positie B als resultaat − geven.In vergelijking (606) hebben we de waarshijnlijkheid afgeleid dat, voor een neutron in de +toestand in de ẑ-rihting, een meting van de spinomponent in de n̂-rihting als resultaat +geeft. We nemen nu ẑ = −n̂i en n̂ = n̂j en shrijven vergelijking (606) als
P (−n̂i, n̂j+) = cos2 θ

2
= sin2 θij

2
, (764)waarbij θ de hoek is tussen −n̂i en n̂j , en θij = π − θ de hoek tussen n̂i en n̂j . Er geldt

< n̂i+; n̂j+ >=
1

2
P (−n̂i, n̂j+) =

1

2
sin2 θij

2
. (765)Als de voorspellingen van de quantummehania in overeenstemming moeten zijn met die vanrealistish lokale theorieën, dan moeten de waarshijnlijkheden (765) voldoen aan de ongelijkheidvan Bell (763). Er geldt

sin2 θ12
2

≤ sin2 θ23
2

+ sin2 θ13
2
. (766)Men kan eenvoudig laten zien dat er geometrieën zijn waarvoor bovenstaande ongelijkheidgeshonden is. Stel bijvoorbeeld dat de eenheidsvetoren n̂1, n̂2 en n̂3 oplanair zijn en dat

n̂3 de deelhoek is van n̂1 en n̂2,
θ13 = θ23 =

1

2
θ12. (767)We vinden dan voor de ongelijheid

sin2 θ13 ≤ 2 sin2 θ13
2
, (768)hetgeen vereenvoudigt tot

cos2 θ13
2

≤ 1

2
. (769)We weten ehter dat cos θ132 groter is dan 1/

√
2 voor de hoeken 0 < θ13

2 < π
4 en voor deze hoekenwordt de ongelijkheid van Bell geshonden en zijn de voorspellingen van de quantummehanianiet in overeenstemming met die van lokaal realistishe theorieën.
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A APPENDIX: FUNDAMENTELE CONSTANTEN
c = 2.998 × 108 m/s lihtsnelheid
h = 6.626 × 10−34 Js onstante van Plank
e = 1.602 × 10−19 C lading van het elektron
me = 9.109 × 10−31 kg massa van het elektron
mp = 1.672 × 10−27 kg massa van het proton
ǫ0 = 8.854 × 10−12 C2/Nm2 permittiviteit van het vauum
µ0 = 4π × 10−7 N/A2 permeabiliteit van het vauum
NA = 6.022 × 1023 1/mol onstante van Avogadro
k = 1.381 × 10−23 J/K onstante van Boltzmann
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B APPENDIX: COÖRDINATEN SYSTEMENCARTESIAANSE COÖRDINATEN
dl = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ lijn-element
dτ = dxdydz volume-element
∇t = ∂t

∂x x̂ + ∂t
∂y ŷ + ∂t

∂z ẑ gradiënt
∇ · v = ∂vx

∂x +
∂vy

∂y + ∂vz

∂z divergentie
∇× v =

(
∂vz

∂y − ∂vy

∂z

)

x̂ +
(
∂vx

∂z − ∂vz

∂x

)
ŷ +

(
∂vy

∂x − ∂vx

∂y

)

ẑ rotatie
∆t = ∇2t = ∂2t

∂x2 + ∂2t
∂y2 + ∂2t

∂z2 Laplae operatorSFERISCHE COÖRDINATEN
dl = dr r̂ + rdθ θ̂ + r sin θdφ φ̂ lijn-element
dτ = r2 sin θdrdθdφ volume-element
∇t = ∂t

∂r r̂ + 1
r
∂t
∂θ θ̂ + 1

r sin θ
∂t
∂φ φ̂ gradiënt

∇ · v = 1
r2

∂
∂r (r

2vr) + 1
r sin θ

∂
∂θ (sin θvθ) + 1

r sin θ
∂vφ

∂φ divergentie
∇× v = 1

r sin θ

[
∂
∂θ (sin θvφ) −

∂vθ

∂φ

]

r̂ + 1
r

[
1

sin θ
∂vr

∂φ − ∂
∂r (rvφ)

]

θ̂ + 1
r

[
∂
∂r (rvθ) − ∂vr

∂θ

]
φ̂ rotatie

∆t = ∇2t = 1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂t∂r

)
+ 1

r2 sin θ
∂
∂θ

(
sin θ ∂t∂θ

)
+ 1

r2 sin2 θ
∂2t
∂φ2 Laplae operatorCILINDRISCHE COÖRDINATEN

dl = ds ŝ + sdφ φ̂+ dz ẑ lijn-element
dτ = sdsdφdz volume-element
∇t = ∂t

∂s ŝ + 1
s
∂t
∂φ φ̂+ ∂t

∂z ẑ gradiënt
∇ · v = 1

s
∂
∂s(svs) + 1

s
∂vφ

∂φ + ∂vz

∂z divergentie
∇× v =

[
1
s
∂vz

∂φ − ∂vφ

∂z

]

ŝ +
[
∂vs

∂z − ∂vz

∂s

]
φ̂+ 1

s

[
∂
∂s(svφ) − ∂vs

∂φ

]

ẑ rotatie
∆t = ∇2t = 1

s
∂
∂s

(
s ∂t∂s
)

+ 1
s2

∂2t
∂φ2 + ∂2t

∂z2 Laplae operatorFUNDAMENTELE THEOREMAS
∫ b

a
(∇f) · dl = f(b) − f(a) Gradiënt theorema

∫
(∇ · A)dτ =

∮
A · da Divergentie theorema (stelling van Gauss)

∫
(∇× A) · da =

∮
A · dl Rotatie theorema (stelling van Stokes)
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C APPENDIX: RELATIVISTISCHE KINEMATICAC.1 Conventies, eenheden en notatiesElke rihting in de fysia heeft de neiging een eigen set eenheden te de�niëren, en de subatomairefysia vormt hierop geen uitzondering. Proessen in de subatomaire fysia spelen zih af in hetdomein van de quantummehnia, dat beheerst wordt door de geredueerde onstante van Plank
~ ≡ h

2π
= 1.054 572 66(63) × 10−34 J s = 6.582 122 0(20) × 1022 MeV s, (770)en in het domein van de relativiteitstheorie, dat gekarakteriseerd wordt door de grootte van delihtsnelheid68

c ≡ 299 792 458 m s−1. (771)Vanaf nu zullen we werken met zogenaamde natuurlijke eenheden, die zo gekozen zijn dat geldt
~ = 1, c = 1. (772)Dit betekent dat ~ en c gebruikt worden als fundamentele eenheden voor de atie (of impulsmo-ment) en snelheid. Alle eenheden voor lengte, tijd, energie en massa kunnen nu uitgedrukt wordenin één eenheid, waarvoor we die van energie kiezen. We gebruiken hiervoor de elektronvolt (eV),met als afkortingen keV (103 eV), MeV (106 eV), GeV (109 eV) en TeV (1012 eV).We kunnen massa's (M), afstanden (L), en tijden (T ) uitdrukken in ombinaties van ~, c enenergie E, door gebruik te maken van de relaties

M = E/c2, L = ~c/E, T = ~/E, (773)en we vinden hiermee dat de massa 1 kg = 5.61× 1026 GeV, de lengte 1 m = 5.07× 1015 GeV−1,en de tijd 1 s = 1.52 × 1024 GeV−1.Voor de onversies gebruiken we de belangrijke betrekkingen
~c = 197.327 053(59) MeV fm (1 fm ≡ 10−15 m)

(~c)2 = 0.389 379 66(23) GeV2 mbarn (1 barn ≡ 10−28 m2).
(774)In relaties tussen klassieke grootheden spelen ~ en c geen rol, terwijl grootheden die enkel ~bevatten, zoals de Bohr straal, a∞ = 4πǫ0~

2/mee
2 = 0.529 177 249 (24) × 10−10 m, van belangzijn in de niet-relativistishe quantummehania. Grootheden die enkel c bevatten, zoals derustmassa van het elektron, mec

2 = 0.510 999 06(15) MeV/c2 = 9.109 389 7(54) × 10−31 kg,of de klassieke elektronstraal, re = e2/4πǫ0mec
2 = 2.817 940 92(38) × 10−15 m, komen voorin de klassieke relativiteitstheorie. Tenslotte spelen grootheden die zowel ~ als c bevatten eenrol in de relativistishe quantummehania. Als voorbeelden gelden hier de Compton gol�engtevan het elektron, λ−e = ~/mec = 3.861 593 23(35) × 10−13 m en de �jnstrutuuronstante,

α = e2/4πǫ0~c = 1/137.035 989 5(61).
68De meter is de lengte van het pad dat afgelegd wordt door liht in vauum gedurende een tijdinterval van1/299 792 458 seonde. Met deze de�nitie is de waarde van c exat.171



C.2 LorentzinvariantieHet prinipe van de Speiale Relativiteitstheorie stelt dat de natuurwetten invariant zijn on-der een spei�eke klasse van ruimte-tijd oördinatentransformaties, de Lorentztransformaties.Lorentzinvariantie is een symmetrie die eist dat de strutuur van alle natuurwetten gelijk isvoor alle inertiaalsystemen. Dit betekent dat alle inertiaalsystemen gelijkwaardig zijn vooralle natuurkundige wetten, er is geen voorkeursysteem. Natuurkundige wetten geven relatiestussen gebeurtenissen. Een gebeurtenis wordt onder meer gekarakteriseerd door drie getallen
x = (x, y, z) die de plaats aangeven en een getal t dat de tijd aangeeft waarop de gebeurtenisplaatsvindt. In een ander referentiesysteem gelden andere getallen x′ = (x′, y′, z′) en t′ voordezelfde gebeurtenis. Heeft men te doen met twee inertiaalsystemen, waarvan het tweede zihmet een snelheid β (uitgedrukt in eenheden van c) in de x-rihting ten opzihte van het eerstebeweegt, dan geldt volgens de speiale relativiteitstheorie dat de waarden (x′, t′) en (x, t) voorde gebeurtenis, zoals gemeten in S′ en S, door een Lorentztransformatie aan elkaar gerelateerdzijn,

t′ = γ(t− βx),
x′ = γ(x− βt),
y′ = y,
z′ = z.

(775)De Lorentzfator is gegeven door γ = 1/
√

1 − β2.We kunnen vergelijking 775 ook in matrixnotatie shrijven en vinden dan de volgende uit-drukking voor de Lorentztransformatie69
xµ′ = Λµνx

ν , (776)waarbij de viervetor xµ, met µ = 0, 1, 2, 3, gegeven is door
x = (x0, x1, x2, x3) = (t, x). (777)In matrixnotatie vinden we voor ons voorbeeld van een Lorentztransformatie in de x-rihting







t′

x′

y′

z′







=







γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1













t
x
y
z






. (778)Er bestaat een speiale klasse van grootheden die invariant zijn onder Lorentztransformaties.Een dergelijke invariant is een zogenaamde salaire grootheid en heeft dus dezelfde waarde in elkinertiaalsysteem. Elke twee willekeurige viervetoren a en b kunnen geombineerd worden toteen invariant I volgens de proedure

I = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3. (779)Formeel gebruiken we een andere shrijfwijze en de�niëren we een nieuw type viervetor, (xµ =
x0,−x1,−x2,−x3), die we ovariant noemen, terwijl de oorspronkelijke vetor, (xµ = x0, x1, x2, x3),ontravariant heet. Covariante en ontravariante viervetoren zijn aan elkaar gerelateerd via

xµ = gµνx
µ, en xµ = gµνxµ, (780)69Hierbij is de Einsteinonventie gebruikt, hetgeen implieert dat er gesommeerd wordt over herhaalde indies.
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waarbij we de metrishe tensor g = gµν = gµν gebruiken die gede�nieerd70 is als
g =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1






. (783)Met behulp van deze de�nities kunnen we vergelijking 779 nu shrijven als

I = aµb
µ = aµbµ = aµgµνb

ν = aµg
µνbν = (a · b) = a0b0 − (a · b). (784)Een eenvoudige invariant kan gevormd worden uit elke viervetor x door het inprodut metzihzelf te nemen. Dit heet de norm, en men ondersheidt

x2 = (x · x) > 0 tijdachtig,
x2 < 0 ruimteachtig,
x2 = 0 lichtachtig.

(785)C.3 Relativistishe kinematiaVoor een deeltje met een totale energie E en impuls p kunnen we de impuls-viervetor p = (E,p)de�niëren. De relativistishe relatie tussen energie en impuls wordt geshreven als
E2 = m2c4 + p2c2, (786)waarbij m de rustmassa van het deeltje is. In natuurlijke eenheden geldt
E2 = m2 + p2. (787)Bovenstaande uitdrukking is het direte gevolg van de invariant

p2 = pµpµ = E2 − p2 = m2, (788)en we noemen m de invariante massa van het deeltje. Verder geldt ook
E = γm,

p = γ~βm,

|p| =
√

γ2 − 1 m,
~β = p/E,

β = |~β| =
√

γ2 − 1/γ.

(789)70De metriek is een wiskundige beshrijving van de manier waarop afstanden in een ruimte worden gemeten.Men kan zih dit eenvoudig voorstellen als een matrix g. De afstand tussen twee punten die beshreven wordendoor de vetoren x en y is dan xTgy (een matrix vermenigvuldiging). Het eenvoudigste voorbeeld is de normaledrie-dimensionale ruimte, waarvoor
g =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , (781)en x2 = x2
1 +x2

2+x2
3. De lengte van de vetor x wordt gegeven door xTgx. In deze appendix geven we de de�nitievan de metrishe tensor zoals we die in de Speiale Relativiteitstheorie gebruiken. Merk op dat in de AlgemeneRelativiteitstheorie de metrishe tensor bepaald wordt door de veldvergelijking

Gµν = −
8πG

c4
Tµν , (782)waarbij Tµν de energie-impuls tensor is, en Gµν de Einstein tensor die de kromming van de ruimte beshrijft. DeEinstein tensor is opgebouwd uit ontraties van de krommingstensor, die een funtie is van de metrishe tensor

g en de eerste- en tweede-orde afgeleiden. De veldvergelijking is dus een di�erentiaal vergelijking voor de metriek
g. 173



Stel dat de waarden E en p refereren aan de eigenshappen van een deeltje zoals gemeten inreferentiesysteem S. In een ander referentiesysteem S′, dat met een onstante snelheid βf tenopzihte van S beweegt, vinden we de waarden E′ en p′. Er geldt de relatie
(
E′

p′‖

)

=

(
γf −βfγf

−βfγf γf

)(
E
p‖

)

, p′T = pT , (790)met pT =
√

p2
y + p2

z en p‖ de omponenten van p die respetievelijk loodreht en parallel zijn aan
~βf . Andere viervetoren zoals de ruimte-tijd oördinatoren van events transformeren op preiesdezelfde manier. Het inprodut van twee willekeurige viervetoren p1 · p2 = E1E2 − p1 · p2 isnatuurlijk weer invariant (dezelfde waarde in elk inertiaalsysteem). Voor een set van N deeltjesis de totale energie gegeven door E = E1 +E2 + · ·+En en de totale impuls p = p1 +p2 + · ·+pN .De invariante massa W van deze set deeltjes volgt uit W 2 ≡ E2 − p2.

Figuur 59: De�nities van variabelen die nodig zijn voor de beshrijving van het transformatiege-drag van hoeken.Ook de transformaties voor hoeken kunnen op eenvoudige wijze uit bovenstaande relatiesafgeleid worden. Fig. 59 toont een deeltje dat zih onder een hoek θ relatief ten opzihte vande x-as beweegt in het referentiesysteem S. We vinden dan de hoek θ′ in referentiesysteem
S′, dat zih met onstante snelheid βf ten opzihte van S beweegt, door de verhouding van detransversale en longitudinale omponenten van de momentum vetor te beshouwen.

tan θ′ =
pT
p′x

=
1

γf

pT /p

(px/p) − βfE/p
=

1

γf

sin θ

cos θ − βf/β
. (791)Omgekeerd geldt

tan θ =
1

γf

sin θ′

cos θ′ + βf/β′
. (792)
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