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Voorwoord

In dit college wordt een inleiding tot de quantum fysica behandeld, waarbij de nadruk ligt op
het leren toepassen van de theorie. Gaandeweg zal het duidelijk worden dat er geen consensus
bestaat over de betekenis van de fundamentele principes van de theorie. Het bestaansrecht is
gebaseerd op de succesvolle beschrijving van natuurverschijnselen. Slechts nadat we uitgebreide
bekwaamheid hebben opgedaan in het toepassen van quantummechanica, zullen we een poging
wagen haar diepere filosofische betekenis te doorgronden. Hierbij zullen begrippen als ‘realiteit’,
‘niet-lokaliteit’ en ‘causaal verband’ de revue passeren.

Wiskunde speelt een prominente rol in de beschrijving van natuurverschijnselen en de quan-
tum theorie vormt hierop geen uitzondering. In de behandeling van de diverse onderwerpen zullen
we liberaal gebruik maken verschillende wiskundige technieken. De student dient zich te realise-
ren dat in alle gevallen de nadruk ligt op het begrip van het natuurkundig fenomeen. Overigens
is de wiskundige complexiteit van quantummechanica, in verhouding tot andere theorieén (zoals
bijvoorbeeld elektrodynamica), redelijk beperkt.

i

Het college quantummechanica wordt sinds 1998 gegeven (om het jaar) in het kader van
het HOVO (Hoger Onderwijs Voor Ouderen) programma aan de Vrije Universiteit, Amsterdam.
Van de studenten wordt voorkennis vereist op het niveau van H.B.S.-B (ooit Nederland’s beste
middelbare schoolopleiding) of Gymnasium. Om tegemoet te komen aan het niveau van de
studenten worden diverse onderwerpen, zoals lineaire algebra, vectoren, golfverschijnselen, nog-
maals beknopt behandeld tijdens het college. Verder is de benadering redelijk ‘schools’. Er wordt
huiswerk opgegeven en behandeld (en dit telt mee voor het uiteindelijke cijfer). Hierbij dient be-
nadrukt te worden dat een goed begrip van de stof enkel zal volgen uit zelfwerkzaamheid van de
student. De opgaven zijn een belangrijk instrument in dit verband. Merk op dat er in dit kader
ook een website is ingericht, die bereikt kan worden via http://www.nikhef.nl/~jo/quantum/.

Het dictaat is als volgt gestructureerd. In hoofdstuk 1 wordt elementaire kennis van wiskunde
besproken, terwijl aspecten van golfverschijnselen worden behandeld in hoofdstuk 2. In hoofd-
stukken 3 en 4 wordt het falen van de klassieke natuurkunde en de noodzaak van quantum-
mechanica besproken. Hierbij zullen we een voorbeeld geven van de ‘oude’ quantum theorie
van Niels Bohr. De ‘moderne’ quantum theorie van Erwin Schrodinger wordt in hoofdstuk 5
geintroduceerd. Hier geven we ook diverse toepassingen van de Schrédingervergelijking voor
één-dimensionale systemen. Hoofdstuk 6 presenteert de wiskundige basis van de moderne quan-
tummechanica. De fundamentele formulering van de quantummechanica wordt besproken in
hoofdstuk 7. De hoeksteen van quantum theorie is de succesvolle beschrijving van het water-
stofatoom. Dit wordt besproken in hoofdstuk 8. In hoofdstuk 9 en 10 behandelen we vervolgens
onderwerpen als baanimpulsmoment en intrinsiek impulsmoment, ook wel spin genaamd. Hierbij
bespreken we ook het matrixformalisme van quantum fysica aan de hand van spin—% deeltjes.
Quantum dynamica en de quantum Zeno paradox worden besproken in hoofdstuk 11. Hoofdstuk
12 geeft een overzicht van de bouwstenen van de natuur. De belangrijke rol van symmetrieén
wordt behandeld in hoofdstuk 13. We besluiten het dictaat met een bespreking van enkele
filosofische implicaties in hoofdstuk 14.

Het zal opvallen dat diverse onderwerpen ontbreken die in een regulier college wel aan de orde
komen. Zo worden de straling van een zwart lichaam, harmonische oscillator, moleculen, vaste
stof, verstrooiingstheorie en storingsrekening niet of nauwelijks besproken. De reden hiervoor
is dat het volgens de auteur onvoldoende bijdraagt tot een verdieping van het inzicht, maar
enkel leidt tot een verbreding van de kennis. De onderwerpen zijn zo gekozen dat een smal
pad wordt uitgestippeld naar doorgronding van de stof, teneinde zo snel mogelijk te komen tot
de discussie van de filosofische implicaties. Dit verklaart ook waarom er relatief veel aandacht



wordt besteed aan het begrip intrinsiek impulsmoment, omdat anders een diepgaande discussie
van de Einstein, Podolsky Rosen paradox, de ongelijkheden van Bell en de diverse metingen van
relevante observabelen niet mogelijk zou zijn. Overigens is het zo dat het niveau van behandeling
van de stof in sommige gevallen overeenkomt met die van een derde-jaars natuurkunde student.

In de samenstelling van dit dictaat is geput uit diverse bronnen, zoals ‘Quantum Mechanics’,
Albert Messiah; ‘Introduction to Quantum Mechanics’, David J. Griffiths; ‘Quantum Mechanics’,
Yoav Peleg, Reuven Pnini en Elvayu Zaarur; ‘Fundamentals of Quantum Mechanics’, V.A. Fock;
‘Quantum Physics of Atoms, Molecules, Solids, Nuclei, and Particles’, Robert Eisberg en Robert
Resnick; ‘Quantum Physics’, Stephen Gasiorowicz; ‘Quantum Mechanics’, Leonard 1. Schiff;
‘Quantum Mechanics’, F. Mandl. In sommige gevallen is gebruik gemaakt van relevante review
artikelen uit de vakliteratuur. De bronnen worden dan ter plaatse vermeld.

Tenslotte wil de auteur dank betuigen aan al diegenen die hebben bijgedragen aan het voorliggende
dictaat. Met name is dank verschuldigd aan HOVO studenten die in het verleden de stof
bestudeerd hebben aan de hand van vorige edities van het dictaat en die vrijelijk hun suggesties
hebben gegeven tot verbetering.



1 WISKUNDIG INTERMEZZO -1

1.1 Vectorrekening over de reéle ruimte
1.1.1 Scalaren en vectoren
We onderscheiden

e scalaren (of scalaire grootheden): door een getal bepaalde grootheden, zoals massa en
temperatuur.

e vectoren: door een richting én een getal bepaalde grootheden, zoals snelheid en kracht. Dit
getal heet de grootte of de absolute waarde van de vector.

Notaties
a,b,p,x, etc. zijn scalaren
A, B, ff, g, X, y, X, y zijn vectoren
|A| = A is de absolute waarde van A.
a heet een eenheidsvector als |a| = 1.
A || B betekent: A en B hebben dezelfde richting. Er geldt dan ook B || A.
A en —A zijn vectoren met gelijke grootte en tegengestelde richtingen.

Opmerkingen

e Vectoren kunnen door pijlen gerepresenteerd worden. Alle evenwijdige, gelijkgerichte, even
lange pijlen stellen éénzelfde ‘vrije’ vector voor.

e De nulvector 0 is een vector met onbepaalde richting en met grootte 0.

e Uit A || Ben A= B volgt A =B en omgekeerd.

1.1.2 Product van een scalar en een vector

Voor het product van een scalar en een vector geldt de volgende definitie:
als ¢ > 0, dan (cA) || A en |cA| = cA4;
als ¢ <0, dan (cA) | —A en |cA| = —cA4;
als ¢ =0, dan cA = 0;
met als gevolg dat wanneer a de eenheidsvector is in de richting van A dan is A = Aa.

1.1.3 Som en verschil van vectoren

Elke twee vectoren A en B hebben een som, A+B. Als het beginpunt van de pijl die B represen-
teert samenvalt met het eindpunt van de pijl die A voorstelt, dan wordt A 4+ B gerepresenteerd
door de pijl vanaf het beginpunt van de A-pijl naar het eindpunt van de B-pijl. Dit wordt
weergegeven in Fig. 1.

Voor optellen van vectoren gelden de axioma’s

1. VAB[A+B =B+ A] commutatieve eigenschap
2.VaBc/[(A+B)+C=A+(B+C) associatieve eigenschap
3. JoVA[A +0=A] 0 heet het neutrale element
4. YAT_A[A+ (—A) =0] inversiteits eigenschap

Voor vermenigvuldigen van vectoren met scalaren gelden de axioma’s



L. Vpgallp+¢)A = pA +qA] eerste distributieve eigenschap

2. Vp.aB[P(A+B) =pA +pB] tweede distributieve eigenschap

3. Vpq.alp(qA) = (pq)A] associatieve eigenschap

4. VA[1A = A] neutraliteitseigenschap van het getal 1.

[

A4+B

I
[
|
I
I
1
I
1
I
!
|
)
I
1
I

Figuur 1: Representatie van het optellen van twee vectoren A en B. Het resultaat is de vector

A-+B.

Verder gelden de definities
A —B =A+(—B) en A — B heet het verschil van A en B.
1.1.4 Lineaire afhankelijkheid; ontbinden van vectoren, kentallen

De som pA + ¢B heet een lineaire combinatie van A en B, terwijl pA 4 ¢B + rC een lineaire
combinatie heet van A, B en C.

Definitie: een stelsel vectoren heet lineair onafhankelijk als geen van die vectoren gelijk is aan
een lineaire combinatie van andere vectoren uit dat stelsel.

Stelling: A, B en C zijn lineair onafhankelijk dan en slechts dan als uit pA +¢B +rC = 0 volgt

dat p=q=r=0.
Als A + B = C, dan heten A en B de componenten van C in de richtingen van A en B.

Als i, j en k de eenheidsvectoren zijn in de richtingen van de positieve z-, y- en z-as van een

cartesiaans coordinatenstelsel, dan is

Elke vector A is dus gelijk aan een lineaire combinatie van de onderling lineair onafhankelijke
vectoren i, j en k. De getallen A;, A3 en A3 noemen we de kentallen van A ten opzichte van de

basis {i, j, k}.
Blijkbaar geldt
1. A+ B = (A1 + By)i+ (Ay + B9)j + (A3 + Bs)k,
2. cA = cAyi+ cAsj + cAsk,
A+ A3+ A3

10



Figuur 2: De vector A kan ontbonden worden in een lineaire combinatie van de onderling lineair
onathankelijke vectoren i, j en k die een basis vormen.

1.1.5 Inwendig of scalair product van vectoren

Definitie
A-B=A-B-cosZ(A;B) (2)
Het inwendig product van vectoren is dus een scalar.
Eigenschappen
1. VAB/A-B=B-A] commutatieve eigenschap
2. VaBc/[A-(B+C)=A-B+A.C] distributieve eigenschap

Uit de definitie volgt
A-A=4%> en A-B=0 als ALB. (3)

Dusooki-i=j-j=k-k=1leni-j=j-k=k-i=0en dus

3
A -B=A B+ AyBy + A3B3 = ZAsz (4)
=1

Merk op dat als A-B=0,danis A=00of B=0of A | B.

1.1.6 Uitwendig of vectorieel product van vectoren
Definitie: A x B is een vector C waarvan
1. de absolute waarde gelijk is aan C' = AB|sin Z(A;B)| en

2. (als C' # 0) de richting bepaald worden door C L A en C L B, terwijl de richting van
voortgang van C volgens de rechterhandregel past bij de richting van draaiing van A naar
B over de kleinste hoek.

11



Merk op dat de grootte van het uitwendig product A x B gelijk is aan de oppervlakte van de op
A en B als zijden beschreven parallellogram.

Voor het uitwendig product gelden de eigenschappen
1. VABB x A = —(A x B)] anti-commutativiteits eigenschap.
2. VABc[AXx(B+C)=AxB+ A xC] distributiviteits eigenschap.

Uit de definitie volgt
ixj=—-jxi=k
jxk=-kxj=i (5)
kxi=—-ixk=j

en
AxB=0, als A|B. (6)
In het bijzonder geldt dus dat
AxA=0, (7)
en dus ook
ixi=jxj=kxk=0. (8)

Volgens de distributiviteits eigenschap is dus
A xB= (Ang — A3B2)1 =+ (AgBl — A1B3)J + (A1B2 — AgBl)k (9)
Merk op dat als A x B=0,dan A=00of B=0of A | £B.

1.1.7 Determinantnotatie voor het uitwendig product

Definitie
a b | __
. d‘:ad be. (10)
Definitie
a b q T pr b q
PQTEa-‘yZ—b-xZ—Fc :cy‘ (11)
Ty z
Dus
i j k
AXxB= A1 AQ A3 . (12)
B By B3

1.1.8 Tripelproducten

Drie vectoren kunnen zodanig vermenigvuldigd worden dat het resultaat een scalar of een vector
is. In dat geval vinden we de volgende relaties.

1. Scalair product

De inhoud van het parallellepipedum op A, B en C is gelijk aan de absolute waarde van

A A Aj
A- BxC)=B:-(CxA)=C-(AxB)=(ABC)=| B, By Bs|. (13)
C, Cy (s
2. Vectorieel product
Ax(BxC)=(A-C)B-(A-B)C. (14)

12



A BxC

Figuur 3: De inhoud van het parallellepipedum op A, B en C is gelijk aan de absolute waarde
van A - (B x C).

1.1.9 Voorbeelden
1. Als A =2i—3j+k, danis A= /22 + (-3)2 + 12 = V/14.

2. Gegeven: A =2i—3j+ken B=5i+j— 7k
Te bewijzen: A | B.

Bewijs:
A-B =AB;+ AyBy + A3Bs
=2-5+(=3)-1+1-(=7) (15)
=10-3-7=0,
dus A 1 B.

3. Gegeven: A =3i—4j+5ken B=1+2j—k.
Te berekenen: cos Z(A;B).

Oplossing:

A-B = AB-cosZ(A;B)
= /32 + (=42 +52. /12422 + (—1)2 - cos Z(A; B) (16)
= /50 - V6 - cos Z(A; B).

Verder geldt
A-B=AB +AsBy+ A3B3=3—-8—-5=—10. (17)

Dus 10v/3 - cos Z(A; B) = —10, ofwel cos Z(A;B) = —3V/3.

4 Als A =2i —3j+ken B=5i+j— 7k, dan is
i j ok
-3 1 2 1 2 -3
AxB =2 -3 1 |=i ‘—j‘ ‘
- 1 -7 5 -7 501

=(-3-—7—-1-1)i—(2-—=7T—1-5)j+(2-1—-3-5)k
= 20i + 19j + 17k.

i N
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1.2 Complexe grootheden

We definiéren de imaginaire eenheid als 2 = —1 en hiermee geldt i = /—1. Een complex getal
wordt nu geschreven als
z =x+ 1y, (19)

waarbij z = Re z het reéle deel en y = Im z het imaginaire deel' van z is. Verder geldt er dezelfde
algebra als voor gewone getallen. Bijvoorbeeld hebben we z1 = 2o als 1 = x5 en y; = yo.

De complex geconjugeerde van z = x + iy duiden we aan met z* en er geldt
2" =x —1iy, complex geconjugeerde van z. (20)

Hiermee geldt

22 = (z —iy)(z +iy) = 2% — i%y? —izy + izy = 2% — i%y? = 2% + 92 (21)
Dit doet direct denken aan de stelling van Pythagoras. We zien hier de definitie van het inprodukt
voor complexe getallen. Fig. 4 geeft hiervan een geometrische voorstelling in het complexe viak.

.{:/3)
S P
20
y
C X

reéle as

Figuur 4: Representatie van het complexe getal z door het punt met label P in het complexe
vlak.

Het complexe vlak wordt gevormd door de reéle en imaginaire as. We kunnen het getal z
voorstellen door het punt P met cartesische coérdinaten x = rcos a en y = rsin a, waarbij men
r de modulus en o de fase noemt. Er geldt dan dat 72 = 22 + 42 en dus

z=r(cosa+isina) en z*z=r?=2%+9° (22)

Fig. 5 geeft de rotatie weer in het complexe vlak van punt P naar P’ over een kleine hoek dao.
Hierbij ligt punt P op de reéle as. We merken op dat

d
dz = 1zda — 4 _ ido. (23)
z

Integratie van een eindige rotatie over hoek a levert

Zeind dZ @ 2 d .
/ — = 2/ da — In—2< —ja — Zeind = Zbegin e'. (24)
z 0

begin Zbegin

Merk op dat y een reel getal is.
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imaginaire as

reéle as P

Zpegin

Figuur 5: Rotatie over een infinitesimale hoek da van het punt met label P in het complexe
vlak.

We nemen vervolgens r = 1 en dus zpegin = 1 en vinden zgpqg = cos a + isina. Vergelijken van
beide resultaten geeft de stelling van Euler,
'™ = cos o + isin av. (25)
Uit een rotatie in negatieve zin vinden we
e = cos v — isin . (26)
Combineren van de laatste twee vergelijkingen levert de uitdrukkingen
eia + e—ia eioz . e—ioz

_ nqg = ——— . 27
cos v 5 en sina 5 (27)

We kunnen met behulp van de stelling van Euler de complex geconjugeerde definiéren als
(em)* — e, (28)
Verder geldt ook r2 = 2%z = (eio‘)* el = el = 0 =1,

We kunnen de complexe exponent als volgt differentiéren,

dete )
;a = ie'e. (29)
Merk op dat we vaak functies als €@, eikz—wt) on ¢=iEt/k yyllen gebruiken. We hebben dan
bijvoorbeeld
detk )
Zx = ket (30)

Tenslotte merken we op dat de veel voorkomende superpositie van vlakke golven,
P(x,t) = cos (kx — wt) + ysin (kz — wt), (31)
met v = £ geschreven kan worden als
P(x,t) = eFilhe—wt), (32)

Deze functies stellen vlakke golven voor van een vrij deeltje met golfgetal k£ en hoekfrequentie w.
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2 KLASSIEKE GOLFVERSCHIJNSELEN

2.1 Inleiding

Golven zijn fysische verschijnselen die zich in een medium kunnen voortplanten van één plaats
naar een andere en die daarbij energie en impuls overbrengen. De fysische eigenschappen worden
hierbij door een veld beschreven en variéren van elektromagnetische velden tot de transversale
verplaatsing van een snaar.

2.2 Wiskundige beschrijving

Een fysische situatie die zich zonder vervorming voortplant langs de z-as wordt een golfbeweging
genoemd en wordt beschreven door de uitdrukking

&(x,t) = fx £ vt). (33)

Men noemt v de fasesnelheid en als s = vt, waarin ¢ de tijd voorstelt, dan is de vervorming over
een afstand s naar links opgeschoven (zie Fig. 6). De grootheid £(z,t) kan een verscheidenheid
aan observabelen voorstellen, zoals de druk in een gas, transversale uitwijking van een snaar.

f(x)
f(x+9) \ f(x) f(x-9)

Figuur 6: Representatie van een fysische situatie die zich zonder vervorming voortplant langs

de x-as.

Een bijzonder geval treedt op als £(z,t) een sinusfunctie of harmonische functie is, zoals
&(x,t) = &ysink(x — vt), (34)

waarbij k het golfgetal wordt genoemd. Als we x vervangen door x + 27” krijgen we voor &(x,t)
weer dezelfde waarde, namelijk

2T

§<x+?t>=§osmk<x+2—”—vt) —£(a1), (35)

k
met A = 27 /k de golflengte van de kromme. We kunnen vergelijking (34) ook schrijven als
(1) = € sin (kx — wt), (36)

waarin w = kv = 2”7” de cirkelfrequentie van de golf voorstelt. Omdat w = 27wy, met v de
frequentie, vinden we de belangrijke relatie

Av=w (37)
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tussen golflengte, frequentie en fasesnelheid. Als T de periode van de trilling in elk punt is,
kunnen we vergelijking (34) ook schrijven als

£(z,t) = Eosin 27 (% - %) (38)

Men kan gemakkelijk nagaan dat de algemene uitdrukking voor een lopende golf geschreven
kan worden als

£(z,t) = F(t £ %), (39)

waarin het positieve teken beantwoordt aan een voortplanting in de negatieve z-richting en het
minteken aan een voorplanting in positieve x-richting. Voor een harmonische golf kunnen we ook
schrijven

£(z,t) = Eosinw(t + %) = &osin (wt £ ka). (40)

Alternatief kunnen we schrijven
&(z,t) = Eocosw(t £ E) = ¢y cos (wt + kx). (41)
v

Gebruikmakend van de stelling van Euler, e'® = cosx + ¢sin z, kunnen we een harmonische golf
schrijven als superpositie van sin- en cos-functies en vinden dan

E(,1) = et (FD) = goe ko), (42)
Tenslotte merken we op dat een harmonische golf in drie dimensies geschreven kan worden als
§(x,1) = Eoe' k), (43)

waarbij k = (kg, ky, k.) en x = (2, v, 2).

2.3 Fourieranalyse van golfverschijnselen
2.3.1 Fouriercoéfficiénten en Fourierreeksen

Volgens de stelling van Fourier kan elke periodieke beweging worden uitgedrukt als een super-
positie van harmonische bewegingen met frequenties w, 2w, .., nw ofwel perioden T, %, o %
Stel dat & = f(xz — vt) een periodieke golfbeweging is, dit wil zeggen een golfbeweging die zich
op een gegeven punt herhaalt na T, 27", .., nT. Dan geldt

E=flx—vt)=flx—v(t£T)] = f(z — vt FoT). (44)

Dit betekent dat op een gegeven tijdstip £ zich herhaalt als x toe- of afneemt met vT', 20T, ..,
nvT, .. Als we dus, in plaats van ¢ te veranderen, x veranderen met A = v7’, herhaalt de golf
zich in de ruimte. Een golfbeweging die periodiek in de tijd is, is dus ook periodiek in de ruimte.
Wij hadden al gevonden dat dit het geval was voor een eenvoudige sinusvormige of harmonische
golfbeweging.

Stel nu dat £ = f(z) een in de ruimte periodieke functie is met golflengte A, dus f(z) =

f(z+ A). Volgens de stelling van Fourier mogen we dan schrijven

§=f(x) =% + ajcoskx+azcos2kx + -+ a,cosnkr +---

+ bysinkx + bysin2kx + -+ - + b, sinnkz + - - - (45)
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De golfbeweging £ = f(x — vt) kan met w = kv uitgedrukt worden als

§=flx—vt) =% + ajcos(kr —wt) + agcos 2(kx — wt)
+ -+ apcosn(kr —wt) +---
+ by sin (kz — wt) + be sin 2(kx — wt)
+ -+ bysinn(kr — wt) + -,

(46)

waaruit blijkt dat elke periodieke beweging kan worden uitgedrukt als een superpositie van
harmonische golven met frequentie w, 2w, .., nw, .. en golflengten A\, A\/2, .., A\/n, ...

1.
[111111
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[111e
[11T1e

4

[ e e e e e e e e

TR T T T T T T T O T O A R
2 z 4 =)

o
=
T
o

[11e
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11118

(e
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i
[ i e i e

|IIII\IIII‘IIIIII\II|I\IIIIII\|III\IIIII|\IIII\III|II\IIII\I|
1 2 3 kHz 4 5 3

o

Figuur 7: Het verschil in klank tussen bijvoorbeeld een viool en een fluit ontstaat door de
aanwezigheid van de boventonen met verschillende relatieve amplitudes. Het Fourierspectrum
van het geluid is voor elk instrument verschillend.

Door harmonische golven op te tellen, waarvan de frequenties een veelvoud van een bepaalde
grondfrequentie zijn en waarvan de amplitudes geschikt gekozen zijn, kunnen we dus bijna elke
willekeurige periodieke functie verkrijgen. De frequentie w wordt de grondfrequentie (of grond-
toon) genoemd en de frequenties 2w, 3w, .., nw, .. vormen de harmonischen (of boventonen). De
stelling van Fourier geeft ook een verklaring voor het verschil in klank van het geluid dat door
diverse muziekinstrumenten wordt voortgebracht. Dezelfde toonhoogte, voortgebracht door een
piano, gitaar en hobo, klinkt verschillend in onze oren, hoewel de tonen dezelfde grondfrequen-
tie hebben. Het verschil ontstaat door de aanwezigheid van de boventonen met verschillende
relatieve amplitudes. Het Fourierspectrum van het geluid is voor elk instrument verschillend.
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De coéfficiénten die horen bij de Fourierreeks van

[e.e]
a .
flx) = EO + ; (an cos nx + by, sinnx) (47)
kunnen bepaald worden met de formules van Euler
1 s
Vn>0 [an = — f(z)cos nxdx]
> )

1 ™
V>0 [bn == f(z)sin nxdx] .
> T/

(48)

Voorbeeld: De functie f(z) getoond in Fig. 8 is periodiek met periode 27 en wordt gegeven door
f(z) == als —m < < w. Bereken de Fourierreeks van f(z).

sawtooth wave
Square wave

L
l/n"‘ V\ 0.8
0.5
J' X 0'61
0.5 1.5 I 0.4
-0.5 0.2
_l ¥
0.5 1 1.5 2 L
triangle wave semicircle
1 1
0.5 0.8
x 0.6
0.5 i 1.5 L 0.4
-0.5 0_2‘
-1

Figuur 8: De zaagtandfunctie f(x) wordt rechtsboven getoond en is periodiek met periode 2.
De functie wordt gegeven door f(x) = x. Ook andere functies worden getoond. Het is mogelijk
deze functies op te bouwen met harmonische golven. De successievelijke benadering voor de
eerste vier termen wordt getoond.

Oplossing: Merk allereerst op dat f(z) op het interval —7 < 2 < 7 een oneven functie? is , dus
an = 0 voor elke n. Er geldt

1 (7 2 [T
b, = —/ xsinnxdr = — xd(— cosnx)
T nm Jo
n e
—X COSNT 2 —2cosnzx
= 2 [7] + — cosnzdr = —— + 0,
nm o nm o n
(49)
’De functie f(z) heet een even functie als voor elke z uit zijn definitieverzameling geldt dat f(—z) = f(z).
Voor een oneven functie geldt f(—z) = —f(x). De cos-functie is even, terwijl de sin-functie oneven is.
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dus b, = —% als n even is en b, = % als n oneven is. De gevraagde Fourierreeks is dus
sinnz
—9 Z n+1 (50)

Fig. 8 geeft een voorstelling van de opbouw van een zaagtandfunctie uit haar harmonische golven.

2.3.2 Complexe schrijfwijze van de Fourierreeks

Uit de formule ¢ = cosz + isinz volgt dat sinz = %z (e*ix — em) en cosT = +i (e“ + e*ix).

2
Dus

fa) = D+

EO (an cos nz + by, sinnx)

~M8

o0

Z ((an — an) einz + (an 4 an) e*inx) )

1

DO =

0
5 +

(51)

Stellen we nu A,, = 3 (an, —iby),(n > 0), A_, = 3 (an +1ib,),(n > 0), en Ay = 3ao, dan gaat
de goniometrische reeks over in
oo
= A (52)
—00

Deze reeks is de Fourierreeks van een periodieke functie f(z) met periode 27 als

1
2T

A, = i f(x)e ™ dg. (53)

Merk op dat wanneer F(t) periodiek is met periode T', en w = 2%, dan is

> . 1 [T 4
= ZAnemx met A, = —/ F(z)e ™!dt (54)
o 2 0
de Fourierreeks van F(t).

2.3.3 Fouriertransformatie

We beschouwen nu een functie f(x) die gedefinieerd is op L = (—00,00) en die niet noodza-
kelijkerwijs periodiek is. We kunnen ons voorstellen dat f(z) benaderd kan worden met een
superpositie van periodieke functies waarvan de periode oo benadert.

De Fouriertransformatie is een generalisatie van de complexe Fourierreeks in de limiet L — o0.
We vervangen de discrete A,, door de continue F'(k)dk en laten n/L — k. Vervolgens vervangen
we de som door een integraal. Voor elke functie f(x), waarbij x zowel reéel als complex kan zijn,
verkrijgen we

@) = / Flk)e2™ gl en  P(k) = / F(a)e2mha gy (55)
We noemen F'(k) de Fouriergetransformeerde en f(z) de inverse transformatie.

Met name fysici geven er de voorkeur aan om de transformatie te schrijven in termen van hoek-
frequenties, bijvoorbeeld w = 27v, en we krijgen dan

FO) = @) = = [ o) tde e f@) = 7P - et

(56)

1 oo
— F
\/277 /oo
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Tenslotte kunnen we nog een n-dimensionale Fouriertransformatie definiéren voor k, x € R™ door

_ x)] = ; > > x e—ikx Ny
PR = FUF0) = g [ [ f60eena 57
———
o _ —1 _ 1 o o eik-x m
F0 = F 0] = o /Oo../OOF(k) k. (58)

2.3.4 Beschrijving van een golfpakket

Als voorbeeld beschouwen we een golf die op t = 0 beschreven wordt door de functie f(x)
afgebeeld in Fig. 9. De golf wordt ‘gechopped’, waardoor er een puls of golfpakket met lengte
Ax = x9 — x1 = a wordt verkregen. We stellen de golffunctie van de puls voor als

Eosinkpr x1 < x < a9

ra0={ g (59

erbuiten

Elke functie kan geschreven worden als een superpositie van harmonische golven. We schrijven

b(k) 4

05+ I -I \

Ak~VAX  f<d—

||II I|
/ \
/ \

N Y k

Figuur 9: Fourier analyse van een golfpakket met lengte Ax = a en amplitude &y sin kox voor
het interval 1 < x < xy. Links wordt het golfpakket gegeven, terwijl rechts het impulsspectrum
getoond wordt.

dan

f(z,0) = x / h b(k)e* dk. (60)

27 J_

Vervolgens proberen we de coéfficiénten te berekenen door
1 > —ikx
b(k) = — f(z,0)e""*dx. (61)
27 J_ o

We merken op dat de golffunctie &y sin kox van de puls geschreven kan worden als het imaginaire
k0% en vinden voor ons geval

+a/2 ‘ ; _
b(k) = <= / gkoreike gy — [ 2 S0k~ koja/2] (62)
2ma —a/2 Ta k— k?o
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Deze amplitude is geschetst in het rechter paneel van Fig. 9.

Indien de originele puls, &ysin kgx, zich uitstrekte van —oo, 00, dan was het niet nodig geweest
om een Fourieranalyse te maken, omdat de kromme dan een harmonische beweging met golfgetal
ko voorstelde. Echter, om de kromme voor z < x1 en = > x9 tot nul te reduceren moeten we
andere frequenties toevoegen, zodat de resulterende Fourierreeks in die gebieden nul is. Een
eindige puls is dus een samenstelling van vele frequenties, ook al heeft de trillingsbron een zeer
bepaalde frequentie.

We zien dat het frequentiespectrum b(k) een maximum heeft voor k& = ko. Het gebied van k
waarvoor b(k) groter is dan de helft van het maximum voldoet bij benadering aan de voorwaarde

of - <k—ky<

' (k — ko)Az| < X (63)

1
2

s
Ax’

A

waarbij Az = a. Als we dus stellen dat Ak = 27 /Ax, dan zien we dat de enige frequenties met
behoorlijke amplitudes in het gebied Ak rond het maximum kg liggen, gegeven door

AxAk ~ 2. (64)

We zien dat hoe korter de tijdsduur van de puls is, des te groter het frequentiegebied is dat nodig
is om de puls nauwkeurig voor te stellen.

2.4 De golfvergelijking

In het volgende gaan we na hoe we kunnen bepalen of een bepaald fysisch verschijnsel, voorgesteld
door een gegeven tijdathankelijk veld, zich als een golf zonder vervorming voortplant. De velden
worden veelal door dynamische wetten beheerst, die in de vorm van differentiaalvergelijkingen
kunnen worden uitgedrukt. De vergelijking die het golfverschijnsel beschrijft wordt de golfverge-
lijking genoemd en dit is in het algemeen een differentiaalvergelijking. Als voorbeeld bespreken
we hier de transversale golven op een snaar (van bijvoorbeeld een gitaar).

Y A

Figuur 10: Een snaar waarin een spankracht T heerst wordt over een kleine afstand £ vanuit
zijn evenwichtstoestand verplaatst. We beschouwen een deel AB met lengte dx.

In de snaar heerst een spankracht 7" en in de evenwichtstoestand is de snaar recht. Vervolgens
verplaatsen we de snaar loodrecht op zijn lengterichting over een kleine afstand (zie Fig. 20).
We beschouwen een deel AB met lengte da dat zich op een afstand £ van de evenwichtstoestand
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bevindt. Omdat we de verplaatsing £ klein aannemen, mogen we aannemen dat de tangentiéle
spankracht in elk punt van de snaar gelijk is gebleven. Wegens de kromming van de snaar zijn
de krachten T niet precies tegengesteld gericht. De resulterende kracht op het stuk AB in naar
boven gericht en bedraagt

F,=T(sind —sina). (65)

Omdat de snaar slechts zwak gekromd is, zijn de hoeken o’ en « klein en kunnen ze door hun
tangenten vervangen worden. We vinden

0
F,=T(tano' — tana) = Td(tana) = Ta—(tan a)dz. (66)
x
We merken op dat tana de helling van de snaar is en deze is gelijk aan 0¢/0x. We vinden
hiermee 5 /8 e
£ £
F,=T— (= |de=T—-—dx. 67
Y Oz (83: v 922" (67)
De massa per lengte-eenheid van de snaar is p en de massa van het stuk AB is gelijk aan pdx.

We gebruiken nu de tweede wet van Newton, F = ma = m%, die de dynamica beschrijft en

vinden

92 T 0%
a)Zs —7Z8854, of L5225
(ndz)5m =Topde of 55 = 52

Dit is de golfvergelijking die transversale trillingen op een snaar beschrijft als de amplitude klein
is. De voortplantingssnelheid van de transversale golf is v = \/T'/ .

(68)

2.4.1 Partiéle afgeleiden en oplossingen van de golfvergelijking

Stel dat de functie £ afhangt van zowel de plaats z als de tijd t. Als voorbeeld kiezen we de
volgende golffunctie,

&(z,t) = &psin 2w (; - l/t) = osin (kr — wt), (69)

met k = QT” het golfgetal en w = 27v de hoekfrequentie. We kunnen nu de partiéle afgeleide van
&(x,t) naar de plaats nemen, door aan te nemen dat de tijd hierbij een constante is. We vinden

O(z,t) _
e k& cos (kz — wt). (70)
Op analoge wijze vinden we
‘3’5(82’ D _ ey cos (kz — wt). (71)

De tweede-orde partiéle afgeleiden kunnen nu ook worden bepaald en we vinden

aig;ﬁ’t) = —k2¢sin (kx — wt),
(72)
825%"&) = —w?¢ysin (kx — wt).

We kunnen op deze wijze ook partiéle afgeleiden nemen van andere functies.

Door invullen van de tweede-orde partiéle afgeleiden zien we direct dat de golffunctie gegeven
door vergelijking (69) voldoet aan de golfvergelijking (68) met als voorwaarde w/k = /T/p.
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3 DEELTJES EN GOLVEN

3.1 Inleiding

Bij de beschouwing van licht® tot nu toe, hebben we vooral het golfgedrag ervan leren kennen.
We kunnen verschijnselen als breking, reflectie, diffractie en polarisatie effectief behandelen door
licht te beschouwen als een elektromagnetische golf, waarvan het gedrag bepaald wordt door de
vergelijkingen van Maxwell.

We zullen in deze les experimenten bestuderen, die enkel begrepen kunnen worden als we
een andere aanname maken: licht gedraagt zich als een stroom deeltjes, die elk een specifieke
energie en impuls hebben. U zult zich afvragen ‘Wat is nu licht, een golf of een deeltje?’ Dit
zijn verschillende concepten en het is & priori moeilijk te begrijpen dat licht zich soms als golf en
soms als deeltje voordoet. Later in dit college zullen we met deze vraag geconfronteerd worden.
Voorlopig maken we ons hier echter niet druk om en analyseren we de experimentele gegevens.

3.2 Dynamica van deeltjes

Een deeltje bevindt zich ten opzichte van een waarnemer op een bepaalde positie gegeven door
de vector s(z,y, z). Als het deeltje in een tijdinterval At een verplaatsing As ondergaat, dan is
de snelheid een vector gegeven door

As ds

= lim — = —. 73
VT A0 AL T at (73)
De versnelling meet de verandering van de snelheid in de tijd en is een vectorgrootheid gegeven

door

. Av  dv  d3%s
a=lm N @ ae (74)

De massa van een deeltje, m, een scalar, is een maat voor de traagheid ervan. Traagheid is de
neiging van een deeltje dat in rust is om in rust te blijven, of van een deeltje dat beweegt om te
blijven bewegen met dezelfde snelheid. Een kracht is een vectorgrootheid en is in het algemeen
de bron van verandering. Een deeltje zal van snelheid veranderen als er een kracht op werkt.
Al deze veranderingen in de tijd, de dynamica, worden beschreven door de wetten van Newton.
Deze luiden als volgt.

1. De eerste wet van Newton stelt dat een object dat in rust is, in rust zal blijven, terwijl
een object in beweging met constante snelheid zal blijven bewegen, behalve wanneer een
externe kracht op het object werkt. Kracht brengt verandering in de bewegingstoestand.

2. De tweede wet van Newton luidt als volgt,

F = ma. (75)

3. De derde wet van Newton stelt dat materie met materie wisselwerkt. Dit betekent dat
krachten paarsgewijs voorkomen. Voor elke kracht die op een lichaam wordt uitgeoefend,
is er een even grote, maar tegengesteld gerichte kracht die op een ander lichaam werkt,
waarmee het een wisselwerking heeft.

Er wordt arbeid verricht als een kracht over een bepaalde parallelle afstand werkt. Als een
lichaam door een kracht F over een afstand s verplaatst wordt, dan is de verrichtte arbeid W
gelijk aan het inproduct, W = F - s. Arbeid is dus een scalaire grootheid.

*We gebruiken deze term in algemene zin om niet alleen het zichtbare licht, maar het gehele elektromagnetische
spectrum aan te duiden.
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Energie is een maat voor de verandering van een systeem. Het kan aan een object gegeven
worden als een kracht er arbeid op verricht. De hoeveelheid energie die aan het object wordt
overgedragen is gelijk aan de arbeid die wordt verricht. Energie is ook een scalaire grootheid.
Een object dat in staat is arbeid te verrichten bezit energie. In alle gevallen geldt dat de totale
energie van een systeem behouden is.

Kinetische energie is de energie die een object bezit omdat het in beweging is en wordt gegeven
door

1
T= §mv2. (76)

De impuls van een object wordt gegeven door
p =mv. (77)
Impuls is een vectorgrootheid. Als een kracht F gedurende een tijdinterval At op een lichaam
werkt, dan krijgt dit lichaam een impuls ter grootte
dp
Ap=FAt of F=—. (78)
dt
Als er geen externe kracht op een systeem van deeltjes werkt, dan is de vectorsom van alle im-
pulsen van de objecten constant. Er is een relatie tussen impuls en energie. In de klassieke

mechanica geldt E = p?/2m, terwijl relativistisch geldt dat E? = p?c? + m2c*, met ¢ de licht-
snelheid.

Het baanimpulsmoment is een vectorgrootheid, die gegeven wordt door
L=rxp, (79)

waarbij r de afstand tot de oorsprong is. We zien hier een realisatie van het uitproduct in de
natuurkunde. Het totale baanimpulsmoment van een systeem van deeltjes is constant, als er op
dit systeem geen externe torsie werkt.

3.3 Fotonen

In 1905 poneerde Einstein de hypothese dat licht zich onder bepaalde omstandigheden kan gedra-
gen alsof haar energie geconcentreerd is in discrete hoeveelheden die hij licht quanta noemde; we
noemen dat fotonen. Hij stelde voor dat de energie van een enkel foton gegeven is door

E = hv (foton energie), (80)

waarbij v de frequentie van het licht is en h de constante van Planck. Deze constante werd door
Planck aan het begin van deze eeuw geintroduceerd in de fysica en heeft de waarde

h =663x103*J- s

=414 x 1071 eV - s. (81)

Fotonen dragen niet alleen energie, maar ook impuls. Deze kan gevonden worden door gebruik
te maken van de relativistische relatie tussen energie en impuls,

E? = (pc)? + (mc?)?, (82)

We passen bovenstaande uitdrukking toe op een foton door te stellen dat £ = hv en m = 0,
omdat een foton dat met de lichtsnelheid reist geen rustmassa kan hebben. We vinden dan
hv = pc en met A\v = ¢ geeft dat

h
P=x (foton impuls), (83)
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waarbij A de golflengte van het licht is.

Merk op dat het golf- en deeltjesmodel met elkaar in verband staan. De energie E is gere-
lateerd aan de frequentie v, en de impuls p aan de golflengte A. In beide gevallen wordt de
evenredigheidsconstante gegeven door de constante van Planck, h.

Tabel 1: Elektromagnetisch spectrum en bijbehorende golflengten, frequenties en foton energieén.

Gebied Golflengte Frequentie Foton energie
| Hz |

Gammastraling 50 fm 6 x 10%! 25 MeV
X-ray (Rontgenstraling) 50 pm 6 x 10%® 25 keV
Ultraviolet 100 nom 3 x 10" 12 eV
Zichtbaar 550 nm 5 x 10 2 eV
Infrarood 10 pm 3 x 10'3 120 meV
Microgolven lem 3 x10% 120 peV
Radiogolven 1 km 3 x 10° 1.2 neV

Gewapend met deze kennis kijken we nu eens naar het elektromagnetische spectrum (zie
tabel 1). We zien dat het zichtbare licht slechts een klein deel van het spectrum bestrijkt. De
gevoeligheid van het oog is maximaal voor 550 nm en neemt af tot 1 % van de maximale waarde
bij 430 en 690 nm. Als het donker is, dan verandert de gevoeligheid; het maximum ligt dan bij
ongeveer 500 nm.

Aan het begin van de eeuw waren fysici zeer tevreden met de golftheorie van licht en hadden
moeite om Einstein’s fotonen te accepteren. In zijn aanbeveling voor de toelating van Einstein tot
de Koninklijke Pruisische Academie voor Wetenschappen schreef Planck in 1913: ‘..dat hij soms
de plank heeft misgeslagen met zijn speculaties, zoals bijvoorbeeld in zijn theorie van lichtquanta,
dient niet echt tegen hem gebruikt te worden.’

3.4 Fotoelektrisch effect

Indien men een lichtbundel schijnt op een metaaloppervlak, dan kunnen er elektronen uit het
metaal geschoten worden door de invallende fotonen; zie Fig. 11. Einstein’s vergelijking voor dit

foton glektron

| metaal

Figuur 11: Fotoelektrisch effect waarbij invallende fotonen elektronen uit een metaal vrijmaken.

effect, gebaseerd op de fotonhypothese, is

hv = ¢+ K,, (fotoelektrisch effect). (84)
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Hier is hv de energie van het foton dat geabsorbeerd wordt door het elektron in het metaalopper-
vlak. De zogenaamde werkfunctie ¢ is de energie die nodig is om dit elektron uit het metaal te
verwijderen, terwijl K,, de maximum kinetische energie is van het elektron buiten het oppervlak.

Quartsvenster

/Vacuum /
— .

5 C “

——-——‘w\/\/\/\/

p/_r ' Invallend

licht

Variabele
weerstand +

Stroom [ a.u. |

e

Spanningsverschil [ V ]

Figuur 12: Fotoelektrische stroom als functie van de spanning tussen de fotokathode en de
collector.

Fig. 12 geeft de fotoelektrische stroom als functie van de spanning tussen fotokathode en
collector. De golflengte van het invallende licht is gelijk voor beide curves. Fig. 13 geeft de
potentiaal V{, die nodig is om de snelste fotoelektronen te stoppen, als functie van de frequentie
van het invallende licht. Merk op dat eV, met e de lading van het elektron, de kinetische energie
is van de meest energetische fotoelektronen. Er geldt dus

K,, = eVp. (85)

Uit de meetgegevens kan men de belangrijke conclusie trekken dat de kinetische energie van
de meest energetische fotoelektronen onafhankelijk is van de intensiteit van het invallende licht.
Indien we de intensiteit verdubbelen, dan verdubbelen we eenvoudig het aantal fotonen, maar
we veranderen niet de energie. Dus K,,, de maximum kinetische energie die een elektron tijdens
een botsing met een foton kan oppikken, blijft onveranderd.

Verder zien we dat er een bepaalde cut-off frequentie is waaronder geen fotoelektrisch effect
plaatsvindt, onafhankelijk van de intensiteit van het invallende licht. De elektronen worden in
het metaal gehouden door een elektrisch veld. Om geémitteerd te kunnen worden, dient het
elektron een zekere minimum energie ¢, de werkfunctie genaamd, te verkrijgen. Als de foton
energie groter is dan de werkfunctie (dus hv > ¢) dan kan het fotoelektrisch effect optreden.
Indien hv < ¢ niet. Tenslotte merken we nog op dat indien het invallende licht zwak genoeg is in
intensiteit, er volgens de klassieke beschrijving een tijdvertraging zou dienen op te treden tussen
het moment dat het licht het oppervlak raakt en het moment van emissie van de elektronen. Een
dergelijke tijdvertraging is nooit geobserveerd en dat vormt een additionele aanwijzing voor de
correctheid van de fotonhypothese.
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Figuur 13: De ‘stopping potential’ Vy als functie van de frequentie van het licht invallend op
een natriumkathode.

3.5 Compton effect

In het Compton effect worden X-ray fotonen (zogenaamde Rontgenstralen) over een hoek ¢
verstrooid aan vrije elektronen. Hierdoor zal de golflengte van de fotonen toenemen met het
bedrag AX. Deze Compton verschuiving wordt gegeven door

A= (1= cos ). (86)
me
Deze vergelijking volgt uit de wet van behoud van energie en impuls als we het verstrooiingsproces
beschrijven als een billiardballen-achtige botsing tussen een foton en een vrij elektron. Fig. 14
toont de data.

We kunnen de uitdrukking voor A\ afleiden door energie- en impulsbehoud te combineren.
We beschouwen Compton verstrooiing als een elastische botsing; zie Fig. 15. Voor energiebehoud
geldt

hv = h/' + T, (87)

waarbij T, de kinetische energie van het over een hoek 8 teruggestoten elektron voorstelt. Behoud
van impuls geeft

h hv'
M s ¢+ pcosb x component (88)
c c
en
Y in ¢ = psinf y component (89)
c

met p de impuls van het verstrooide elektron. Vervolgens kwadrateren we beide vergelijkingen.

/ 2
(E _ cos qb) = p® cos? (90)
c c
en )
/
<h7y> sin? ¢ = p*sin? 6. (91)
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Figuur 14: Meetresultaten van Compton voor vier waarden van de verstrooiingshoek ¢. Merk
op dat de Compton verschuiving A\ toeneemt met toenemende verstrooiingshoek.

We tellen nu beide vergelijkingen op en vinden

2 ' N 2
(@> N <2h’/2hV ) cos ¢ + (h—y> cos® ¢ = p? cos? 0 (92)
C C

C

en
w\? 2 2 ;2
— | sin ¢ = p°sin” 6. (93)
Omdat sin? ¢ + cos® ¢ = 1 = sin? § + cos? 6 vinden we
ho\ 2 2hvhy' ho'\ 2
<7) - < 2 )cos¢+ <7> = p?. (94)

Voor het elektron hebben we E? = p?c? + (mc?)? en als T, de kinetische energie is, dan geldt

(Tt me)? = 52 4 () — T2 4 2Tme? = & )

of
2

Te
el +2T.m = p*. (96)
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Figuur 15: Compton verstrooiing van een foton aan een elektron kan worden beschouwd als een
elastische botsing.

Voor T, gebruiken we vergelijking (87) en voor p? vergelijking (94) en vinden

I\ 2 / 2 N\ 2 /
(Y () () () (s
& & & & & C C C

en
h hv' hv hy/'
me (M- 22 =20 s (98)
c c c c
en dus ) 1 1
_ - (1— 99
hv'/e  hv/c mc( cos ¢) (99)
Er geldt v = { en ;> = ]Cl—’l = % We vermenigvuldigen met h en vinden

h
A=) -)\= %(1—008@, (100)

waarbij % = 0.0243x107'% m de zogenaamde Compton golflengte is. De relatief eenvoudige aan-
name dat Compton verstrooiing een elastische botsing is tussen een inkomend foton en een bijna
vrij atomair elektron, verklaart de experimentele observatie van een toename in de golflengte, die
onafhankelijk is van de energie van het inkomend foton en de aard van het materiaal. Met dit
model kunnen we echter niet de relatieve waarschijnlijkheid van Compton verstrooiing uitrekenen
als functie van de inkomende foton energie en de hoeken van het verstrooide elektron en foton.
Daartoe zouden we quantumveldentheorie dienen toe te passen.

Merk op dat zowel in de vergelijking van het fotoelektrisch effect als het Compton effect de
constante van Planck voorkomt. Deze constante, alhoewel klein, is het bepalende kenmerk van de
moderne quantummechanica. De studie van de golflengteverdeling van de straling die uitgezon-
den wordt door verwarmde zwarte lichamen, gaf als eerste aanleiding tot het concept van energie
quantisatie, en hiermee werd de constante van Planck in de moderne fysica geintroduceerd.

3.6 Waterstofatoom en Niels Bohr

De absorptie en emissie van straling bij scherp gedefinieerde golflengten is karakteristiek voor
atomen, moleculen en kernen. De representaties van deze golflengten worden lijnenspectra ge-
noemd. Enkele van de energieniveaus van het waterstofatoom worden gegeven in Fig. 16. De
klassieke fysica heeft geen verklaring voor deze fenomenen.
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Figuur 16: Enkele van de belangrijkste energieniveaus en transities voor het waterstofatoom.

De pogingen om de lijnenspectra te beschrijven beginnen bij de quantum postulaten van Niels
Bohr. Hij trachtte als eerste het spectrum van waterstofatomen te verklaren door aan te nemen

dat

e cen atoom kan bestaan zonder straling uit te zenden in elk van een discrete set stationaire
toestanden met een precies bepaalde energie;

e cen atoom kan enkel straling uitzenden en absorberen als er een transitie plaatsvindt tussen
deze stationaire toestanden. De frequentie van de straling, en dus van de corresponderende
spectraallijn, wordt gegeven door

hvif = E; — Ef (Frequentieconditie van Bohr). (101)

Hierbij zijn E; en Ey de energie van de begin- en eindtoestand die betrokken is in de

transitie.

Het atoommodel dat aan het begin van de eeuw werd ontwikkeld, was gebaseerd op metingen
van de Engelse fysicus Ernest Rutherford. Hierbij kan men bijvoorbeeld een waterstofatoom
vereenvoudigd voorstellen als een elektron dat in een cirkelvormige baan beweegt rond de kern
gevormd door een proton. Een en ander is weergegeven in Fig. 17.

In het volgende geven we een eenvoudige afleiding (suggestie van Niels Bohr) van de formule
voor de energieén van de stationaire toestanden. We passen de tweede wet van Newton, F' = ma,
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Proton

Figuur 17: Een klassiek model van het waterstofatoom, waarbij een elektron met massa m
een cirkelvormige beweging uitvoert rond een centrale kern met massa M. We nemen aan dat
M > m.

toe op het ronddraaiende elektron en gebruiken de wet van Coulomb om de kracht op het elektron

te vinden. Er geldt
1 (e)(e) 22
= m—. 102
dmey 12 me (102)
Voor de kinetische energie van het elektron vinden we

1 e?
T = Zmu? = . 103
2mv 8megr (103)

De elektrische potentiéle energie van het elektron-proton systeem is

B 47:60 (+e)7“(_6) - _47'(('36207“’ (104)
en de totale energie van het atoom is
2
E:T+U:_87reor' (105)

We hebben dus nu een uitdrukking voor de energie van het waterstofatoom afgeleid gebruikma-
kend van zuiver klassieke wetten. De totale energie F van iedere stationaire toestand hangt af
van de straal van de baan die hoort bij die toestand. Als we nu niet een uitdrukking voor deze
stralen vinden, dan zitten we klem. Kortom, we hebben een quantisatie criterium nodig teneinde
discrete energiespectra te vinden.

Om de energieén van de stationaire toestanden in waterstofatomen te vinden heeft Bohr
aangenomen dat het baanimpulsmoment L van een circulerend elektron enkel discrete waarden
kan aannemen die gegeven worden door

h
L=n—, n=1,2.3,... (106)
27

Merk op dat impulsmoment en de constante van Planck dezelfde eenheid hebben. Wellicht maakt
dit feit het wat minder verrassend dat impulsmoment ons de meest eenvoudige quantisatieregel
geeft.
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We weten dat L = mur en kunnen met behulp van vergelijking (102) schrijven dat

o2
mv’r = (107)
47req
en vinden dan ) ) )
L
(mor)” _ L7 _ & (108)
mr mr  4weg
We vinden voor het baanimpulsmoment
me2r
L =mur = (109)
4dmeq
en hierbij volgt voor de stralen van de mogelijke toestanden
h2
r=n’—%  n=123. (110)
Tme

De resulterende energieén voor de toegestane toestanden kunnen nu eenvoudig gevonden

worden. Er volgt
4
me 1 13.6 eV
F=—|—=]|—=—-"—"+— =1,2,3,.... 111

(8egh2> n2 2 0 T e (111)

Hierbij is n een zogenaamd quantumgetal.
Indien we de frequentieconditie met bovenstaande uitdrukking combineren, dan vinden we

1 1 1

voor de golflengten van de lijnen in het waterstofspectrum voor een transitie van een hogere
(upper) toestand met quantumgetal u naar een lagere (lower) toestand met quantumgetal .
Hierbij is R = 0.01097 nm~! de zogenaamde Rydberg constante.

Het blijkt dat dit relatief eenvoudig formalisme in verrassend goede overeenstemming (beter
dan 0.02 % voor het waterstofatoom) is met de gemeten spectra. De postulaten van Niels Bohr
vormen een deel van de basis van de quantummechanica en er wordt aan gerefereerd als de
‘oude quantumtheorie’. Deze theorie was tot veel in staat, zo gaf het ook een verklaring voor de
straling van een zwart lichaam en de warmtecapaciteit van vaste stoffen bij lage temperaturen.
De theorie is echter niet acceptabel, omdat slechts een beperkte klasse verschijnselen kan worden
beschreven. Zo voorspelt de theorie de frequentie van spectraallijnen, maar niet de intensiteit
ervan. Verder geeft de theorie een succesvolle beschijving van ‘waterstof-achtige’ atomen, maar
kan bijvoorbeeld het Helium atoom niet correct beschreven worden. Tenslotte is de benadering
niet coherent, maar meer op ad-hoc basis. Dat is intellectueel niet bevredigend.
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4 GOLFKARAKTER VAN MATERIE

4.1 Het golfkarakter van materie

Het gebuik van symmetrieén is in de fysica buitengewoon nuttig gebleken. Bijvoorbeeld toen we
leerden dat een veranderend magnetisch veld een elektrisch veld produceert, zoals dat bijvoor-
beeld met een fietsdynamo gebeurt, hadden we kunnen verwachten - en dat blijkt ook zo te zijn
- dat een veranderend elektrisch veld een magnetisch veld produceert.

In 1924 reflecteerde Louis de Broglie over het feit dat licht een dualistisch golf-deeltjes aspect
heeft, terwijl materie enkel deeljesachtig leek te zijn. Dit alles is moeilijk te rijmen als we
weten dat zowel licht als materie vormen van energie zijn, die in elkaar over kunnen gaan. Hij
concludeerde dan ook dat materie een dergelijk dualistisch karakter dient te hebben en dat
deeltjes zoals elektronen golfachtig karakter vertonen. De Broglie maakte de suggestie dat de
relatie A\p = h op zowel licht als materie van toepassing is.

Elektronenbundels en andere vormen van materie kunnen golfgedrag vertonen, zoals interfe-
rentie en diffractie, met een de Broglie golflengte gegeven door

h
A= » (golflengte van een deeltje). (113)

Deze golfeigenschappen kunnen het meest eenvoudig gedemonstreerd worden met diffractie,
analoog aan X-ray diffractie, die optreedt tijdens reflectie aan atoomvlakken in kristallen. Dit

viakke golven

Figuur 18: Elektronenbundels en andere vormen van materie kunnen golfgedrag vertonen, zoals
interferentie en diffractie.

wordt schematisch weergegeven in figuur 18. Hier geldt de wet van Bragg,
2dsin @ = mA, voor m =1,2,3.... (114)

waarbij d de roosterconstante van het kristal is en m de orde van het intensiteitsmaximum.
Fig. 19 toont diffractiepatronen die verkregen worden door X-rays of elektronen te verstrooien
aan aluminiumpoeder. Men kan concluderen dat de gevonden patronen er geen twijfel over laten
bestaan dat beide volgens hetzelfde fysicamechanisme gegenereerd worden. Meting en analyse
van dergelijke patronen bevestigen de hypothese van de Broglie in elk detail.
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Figuur 19: De linkerfiguur toont het diffractiepatroon voor de verstrooiing van X-rays aan
een poeder van aluminium. De rechterfiguur toont diffractie van een elektronenbundel met een
energie van 15 eV.

4.2 De golffunctie

Als we licht als een golfverschijnsel interpreteren en spreken over bijvoorbeeld de golflengte, dan
hebben we in gedachten dat licht een configuratie van elektrische en magnetische velden is die
zich met de lichtsnelheid voortplant in de ruimte. Materiegolven worden beschreven door een
golffunctie 1. Dergelijke golven beschrijven de beweging van deeltjes op dezelfde manier als
elektromagnetische golven de beweging van fotonen beschrijven. We weten echter niet welke
grootheid in geval van een materiegolf correspondeert met bijvoorbeeld het elektrische veld van
een elektromagnetische golf.

We beschouwen allereerst een nuttig theorema dat van toepassing is op alle soorten golven.
Als we denken aan golven op een snaar, dan weten we dat we een lopende golf van elke willekeurige
golflengte zich kan voorplanten langs een snaar met oneindige lengte. Echter op een gespannen
snaar van eindige lengte kunnen slechts staande golven bestaan en deze hebben een discrete set
van golflengten. We kunnen onze ervaring samenvatten door te stellen dat: lokalisatie van een golf
in de ruimte tot gevolg heeft dat slechts een discrete set golflengten, en hiermee dus een discrete
set frequenties, kan voorkomen. Kortom: lokalisatie leidt tot quantisatie. Dit theorema geldt
niet alleen voor golven op een snaar, maar voor alle soorten golven, inclusief elektromagnetische
golven en zoals we in het vervolg zullen zien, materiegolven.

Fig. 20 toont enkele van de staande golven die kunnen bestaan op een snaar met lengte L.
We kunnen deze patronen zien als stationaire toestanden van de trillende snaar, die optreden bij
frequenties die gequantiseerd zijn volgens de relatie

A= %, forn=1,2,3.... (115)
n
Hierbij is n een integer die de modus van trilling bepaalt. We zullen dergelijke integers quan-
tumgetallen noemen. De frequenties die corresponderen met deze golflengten zijn ook gequan-
tiseerd en we vinden v v

V=5 =5 forn=1,2,3.... (116)

Hierbij is v de golfsnelheid.
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Figuur 20: Vier patronen voor staande golven op een snaar met lengte L. Het patroon voor
n = 1 komt overeen met de grootst mogelijke golflengte (en de laagste frequentie) waarmee de
golf kan oscilleren.

4.3 Een opgesloten deeltje

Stel dat we straling opsluiten tussen twee perfect reflecterende spiegels die een afstand L uit
elkaar staan. We beperken de discussie tot de modus met de grootste golflengte (n = 1). Licht is
een elektromagnetische golf en als we de amplitude van het elektrische veld (een vectorgrootheid)
E(z) van deze golf zouden uitrekenen, dan vinden we hiervoor E = sin %Tx Het elektrische veld
verdwijnt voor z = 0 en z = L en heeft een maximum voor x = L/2. De energiedichtheid
wordt gegeven door u = %EoEQ en we kunnen ons voorstellen dat de energiedichtheid op elk punt
veroorzaakt wordt door de dichtheid van fotonen op dat punt, waarbij elk foton een energie hv
draagt. We concluderen hiermee dat het kwadraat van de amplitude op elk punt van een staande
elektromagnetische golf evenredig is met de dichtheid van fotonen op dat punt. We kunnen ook
stellen dat de waarschijnlijkheid om een foton op een bepaalde positie aan te treffen evenredig
is met het kwadraat van de amplitude die de elektromagnetische golf heeft op dat punt. Merk
op dat met deze formulering onze kennis van de fotonpositie inherent statistisch bepaald is.
We weten niet precies waar een foton met een bepaalde impuls zich bevindt. Deze statistische
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limitatie is fundamenteel zowel voor licht als materie.
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Figuur 21: De waarschijnlijkheidsdichtheid voor vier toestanden van een elektron dat is opge-
sloten in een oneindig diepe put. De quantumgetallen zijn aangegeven.

Een eenvoudige inleiding tot materiegolven is de studie van de beweging van een deeltje
dat opgesloten is tussen vaste wanden. Met name atomen zijn systemen, waarin elektronen
zijn opgesloten. Hier beschouwen we allereerst een ééndimensionaal probleem. We kunnen de
relevante golffunctie ¢ bestuderen dankzij de wiskundige relatie met twee klassieke problemen:
de staande-golf oscillaties van een korte, gespannen snaar en de elektromagnetische oscillaties
binnen een trilholte met ideaal reflecterende wanden. Met name de waarschijnlijkheid om een
elektron op een bepaalde positie aan te treffen (dit noemt men de waarschijnlijkheidsdichtheid)
is evenredig het het quadraat van de golffunctie op die positie.

In het ééndimensionale geval is ¢?(x)dx evenredig met de waarschijnlijkheid het deeltje aan
te treffen in het interval tussen x en x + dx. Verder geldt dat

L
/ V2 (z)dr =1, (117)
0

waarmee de waarschijnlijkheid het deeltje ergens in het interval tussen 0 en L aan te treffen gelijk
is aan 100 %.
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Fig. 21 geeft de waarschijnlijkheidsdichtheid voor vier toestanden van een elektron dat is
opgesloten in een oneindig diepe potentiaalput. De energieén van het opgesloten elektron zijn
gelimiteerd tot discrete waarden, die als volgt gevonden kunnen worden. De potentiéle energie
van het elektron in de put is gelijk aan nul en de totale energie wordt dus gegeven door de
kinetische energie (E =T = %) De impuls van het elektron wordt gegeven door p = % = g—g

We vinden dan voor de totale energie

h2

_ 2
En=n g2

voor n =1,2,3.... (118)
De toestand met n = 1 heeft de laagste energie en wordt de grondtoestand genoemd. We merken
op dat, in tegenstelling tot de klassieke verwachtingen, het elektron niet in rust kan zijn in de
put. De reden is dat de laagste energie gegeven wordt door Ey = h?/8mL? # 0, en dat wordt ook
wel de nulpuntsenergie genoemd. Het is de energie van het deeltje bij een temperatuur 7' = 0 K.
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4.4 Waarschijnlijkheid
4.4.1 Inleiding

Waarschijnlijkheid speelt een centrale rol in de quantummechanica. We zullen de basisbegrippen
verduidelijken aan de hand van een concreet voorbeeld. Stelt U zich hierbij een kamer voor met
14 mensen waarvan de leeftijd als volgt gegeven is:

een persoon is 14 jaar,

een persoon is 15 jaar,
drie personen zijn 16 jaar,
twee personen zijn 22 jaar,
twee personen zijn 24 jaar,
vijf personen zijn 25 jaar.

Als we stellen dat N(j) het aantal mensen met leeftijd j voorstelt, dan hebben we nu

N(14) = 1,
N(15) =1,
N(16) = 3,
N(22) =2,
N(24) = 2,
N(25) = 5,
terwijl N(17), bijvoorbeeld, gelijk is aan nul. Het totaal aantal mensen in de kamer is

N:ZN(]'). (119)

7=0
Fig. 22 geeft een histogram van de data. Men kan onder meer de volgende vragen stellen over

. \
N(j)

. .

1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

j

Figuur 22: Histogram van het aantal mensen, N(j), met leeftijd j, dat zich in een bepaalde
kamer bevindt.

deze verdeling.

e Als U willekeurig een persoon van deze groep kiest, wat is dan de waarschijnlijkheid dat
de leeftijd van deze persoon 15 is?

Antwoord: Eén op de 14, want er zijn 14 mogelijke keuzes (N = 14), die elk even waarschijn-
lijk zijn, waarvan er slechts één deze bepaalde leeftijd heeft. Als P(j) de waarschijnlijkheid
is om leeftijd j te kiezen, dan is P(14) = 1/14, P(15) = 1/14, P(16) = 3/14, enzovoort.
In het algemeen,

P(j) = —. (120)



Merk op dat de waarschijnlijkheid om of 14 of 15 te kiezen gelijk is aan de som van de
individuele waarschijnlijkheden (in dit geval 1/7). In het bijzonder moet gelden dat de som
van alle waarschijnlijkheden gelijk is aan 1. Dus

o0

> P(j)=1. (121)
j=1

Wat is de meest waarschijnlijke leeftijd?

Het antwoord is 25, want vijf van de mensen delen deze leeftijd, terwijl op zijn meest drie
een andere leeftijd delen. In het algemeen is de meest waarschijnlijke j, die j waarvoor
P(j) maximaal is.

Wat is de mediane leeftijd?

Het antwoord is 23, want 7 mensen zijn jonger dan 23 en er zijn 7 ouder dan 23. In het
algemeen is de mediaan die waarde van j waarvoor de waarschijnlijkheid om een groter
resultaat te krijgen hetzelfde is als die voor een kleiner resultaat.

Wat is de gemiddelde leeftijd?

Het antwoord is

(14) + (15) 4 3(16) +2(22) +2(24) +5(25) _ 294 _ (122)

14 14

In het algemeen wordt de gemiddelde waarde van j (hetgeen we noteren als < j >) gegeven
door

<j>=2IN0) ]Zojp(j)' (123)

Merk op dat het niet nodig is dat er iemand in de kamer is met een gemiddelde leeftijd of
mediane leeftijd - in dit voorbeeld is er niemand die 21 of 23 jaar oud is. In de quantum-
mechanica is de gemiddelde waarde meestal de belangrijkste grootheid. We noemen het
dan de verwachtingswaarde. Dit is een misleidende term omdat het suggereert dat het de
meest waarschijnlijke uitkomst is die men zou krijgen bij een enkele meting (maar dat is
de meest waarschijnlijke waarde).

Wat is het gemiddelde van het kwadraat van de leeftijden?

Antwoord: Men kan 142 = 196 vinden met waarschijnlijkheid 1/14, of 15? = 225 met waar-
schijnlijkheid 1/14, of 162 = 256 met waarschijnlijkheid 3/14, enzovoort. Het gemiddelde
is dan

<j?>= isz(j). (124)
j=0

In het algemeen is de gemiddelde waarde voor een functie van j gegeven door
o
< () >=>_ FGPG)- (125)
j=0

Merk op dat het gemiddelde van de kwadraten, < j2 >, in het algemeen niet gelijk is aan
het kwadraat van het gemiddelde, < j >2. Stel je voor dat de kamer slechts twee babies
bevat met leeftijden 1 en 3 jaar, dan is < 2 >= 5, maar < x >%= 4.
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Figuur 23: Twee histogrammen met dezelfde mediaan, hetzelfde gemiddelde en dezelfde meest
waarschijnlijke waarde, alsook een gelijk aantal elementen. Er is echter een verschil in de ‘sprei-
ding’ van de verdelingen, ten opzichte van de gemiddelde waarde.

Fig. 23 toont twee histogrammen die er verschillend uitzien, terwijl ze dezelfde mediaan,
hetzelfde gemiddelde en dezelfde meest waarschijnlijke waarde, alsook een gelijk aantal elementen
hebben. De eerste is echter scherp gepiekt rond de gemiddelde waarde, terwijl de tweede breed
en vlak is. We hebben een numerieke maat nodig voor de grootte van de ‘spreiding’ in een
verdeling, ten opzichte van de gemiddelde waarde. Recht toe recht aan zouden we zeggen dat we
voor elk element de afwijking van het gemiddelde bepalen, Aj = j— < j >, om vervolgens het
gemiddelde van Aj uit te rekenen. Het is probleem is echter dat we in dat geval altijd nul zullen
vinden, omdat, vanwege de aard van het gemiddelde, Aj even vaak positief als negatief zal zijn,

<Aj>=) (- <ji>)PG) =D jPGH—-<j>» P()=<j>-<j>=0 (126)

Merk op dat < j > constant is en daarom buiten de sommatie genomen kan worden. Om dit
probleem te omzeilen kunnen we besluiten om het gemiddelde uit te rekenen en gebruik te maken
van absolute waarden voor Aj. We geven er echter de voorkeur aan om het probleem op te lossen
door het kwadraat te nemen voordat we middelen,

o2 =< (A))? >. (127)

Deze grootheid staat bekend als de variantie van een verdeling, terwijl ¢ de standaarddeviatie
genoemd wordt. Voor standaarddeviaties geldt het volgende

0% =< (A))* >=3(A)§)*P(j) = X (j— <j >)*P(j)
=20" -2 <j>+<j>)P() (128)
=Y 2P(j) —2<j> Y jP()+ <j>* > P(j)
=< 2> 2<ji><i>+<j>2

ofwel
ol=<it>—<j>?. (129)

Bovenstaande vergelijking geeft een snelle manier om o uit te rekenen: bereken < j2 > en < j >2
en trek de twee getallen van elkaar af. Omdat o2 niet-negatief is, moet gelden

<> > <j>? (130)

en de twee waarden zijn slechts dan aan elkaar gelijk als o = 0.

Tot zover heb ik in de beschouwingen aangenomen dat we te maken hebben met een discrete
variabele (in ons geval namen we voor j een integer aan). We kunnen het formalisme echter
eenvoudig generaliseren tot continue distributies. Als men een willekeurig persoon op straat se-
lecteert, dan is de waarschijnlijkheid dat haar leeftijd gelijk is aan 18 jaar, 3 maanden, 1 week en
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3,1892 seconden gelijk aan nul. Het is zinvoller te spreken van een leeftijd die ligt in een interval
- bijvoorbeeld tussen 18 jaar en 18 jaar en 1 maand. Indien het interval voldoende klein is, dan
is de waarschijnlijkheid evenredig met de lengte van het interval. Technisch gezien kiezen we
infinitesimaal kleine intervallen en vinden dan dat de waarschijnlijkheid dat een de leeftijd van
een willekeurig persoon ligt tussen x en (z + dx) gelijk is aan p(x)dz. De evenredigheidsfactor,
p(z), wordt vaak losjes ‘de kans om z te vinden’ genoemd, maar een betere term is waarschijn-
lijkheidsdichtheid. De waarschijnlijkheid dat = ligt tussen a en b (een eindig interval) wordt
gegeven door de integraal

b
Pa= [ o)z, (131)

en de regels die we voor discrete verdelingen gevonden hebben vertalen zich vanzelfsprekend tot

+o0o
/ p(x)dr =1, (132)

<x>= /+OO zp(z)dx, (133)
+oo
<fl@)>= [  fl@pl)de, (134)
ol =< (Ar)?? >=<a2? > - <1z >?. (135)

4.4.2 Connectie met de quantummechanica
We merken op dat de golffunctie, bijvoorbeeld opgebouwd uit harmonische golven ) = ei(kr—wt)
veelal een complexe functie is met een reéel en een imaginair deel. De waarschijnlijkheidsdichtheid

wordt gegeven door
P(z,t) = 4™, (136)
waarbij Pdz de kans voorstelt dat het deeltje wordt aangetroffen® in het interval (z,z + dz).

We normeren de golffunctie van een deeltje zo, dat geldt

+00 +00
/ Pdx = Y )dr = 1. (137)

De verwachtingswaarde < x > van de positie is

+oo +oo +o0o
<x>= / xPdx = / Y*xpdr = Y rpdr =< Pl >, (138)
terwijl voor elke observabele O geldt dat zijn verwachtingswaarde < O > gegeven is door
+oo
<0 >= PY*OYdr =< |0y >, (139)

waarbij O een Hermitische operator is.

*Als we de notatie 1) = x + iy gebruiken, dan volgt direct dat ¥*1) = 2? + y> > 0! en zien we dat deze kans
altijd reéel en positief is.
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5 SCHRODINGERVERGELIJKING IN EEN DIMENSIE

5.1 Plausibiliteitsargumenten en Schrédingervergelijking

We hebben gezien dat het gebruik van de tweede wet van Newton, F = ma = m%, het in
de klassieke fysica veelal mogelijk maakt een golfvergelijking op te stellen. Analoog proberen
we nu een differentiaalvergelijking op te stellen waaruit we de toestandsfunctie kunnen afleiden.
We zullen deze vergelijking, de Schrodingervergelijking, ‘afleiden’ uit plausibiliteitsargumenten en
beperken de discussie hier tot één ruimtelijke dimensie. We stellen dat de Schrédingervergelijking
dient te voldoen aan:

e De postulaten van de Broglie en Einstein: A\ = % en = hv.

e De vergelijking dient consistent te zijn met de niet-relativistische relatie tussen energie en
2
impuls, £ = 2— + V.

e De vergelijking dient verder lineair te zijn in ¢(x,t). Dit betekent dat indien 7 en )y
oplossingen van de Schrodingerverlijking zijn, dan dient ¢ = c111 4 c21P2 66k een oplossing
hiervan te zijn. Deze eis tot lineariteit maakt toepassing van het superpositieprincipe
mogelijk en leidt bijvoorbeeld tot interferentieverschijnselen.

e We gaan er van uit dat in het speciale geval dat de potentiéle energie V(z,t) = Vj constant
is en er dus geen kracht op het deeltje werkt®, we te maken hebben met een vrij deeltje
met A\ =2env= %, waarvan de toestandsfunctie gegeven wordt door een harmonische
golf, ¥(z,t) = cos (kx — wt) + ysin (kx — wt). Energiebehoud levert in dit geval de relatie

h2
V = hv. 140
2mA2 * v (140)
Gebruikmakend van k = 27”, w=2mven h= % vinden we
h2k?
—_— = hw. 141
5 TV (141)

We weten dat elke partiéle afgeleide naar z een factor k oplevert en verwachten dan ook dat de
gezochte differentiaalvergelijking een tweede-orde partiéle afgeleide naar de plaats bevat. Verder
verwachten we een eerste-orde partiéle afgeleide naar de tijd (vanwege de factor w) en schrijven
de differentiaalvergelijking dan ook als

0%

a—
Ox?

o
Vip=0—. 142
+Vy=5- (142)
Machten van 1 kunnen niet voorkomen in de gezochte vergelijking vanwege de eis dat de Schro-

dingervergelijking lineair in ¢(x,t) dient te zijn.

We leiden de vergelijking nu af; dat betekent dat we de constanten «, (3 en v gaan bepalen,
voor het geval dat de potentiéle energie constant is, V(x,t) = Vy. We proberen dan ook de
oplossing

Y(z,t) = cos (kz — wt) + ysin (kx — wt). (143)
®De kracht in de z-richting wordt gegeven door F, = —% en voor een constante potentiaal werkt er geen

kracht op het deeltje.
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We berekenen de benodigde partiéle afgeleiden,

g—’ﬁ = —ksin (kx — wt) + kv cos (kz — wt),
227%’ = —k2cos (kx — wt) — k?vysin (kz — wt),
oY _ :

5 = wsin (kx — wt) — wycos (kr — wt).

Invullen van de tweede-orde afgeleide in vergelijking (142) levert

—ak?cos (kx — wt) —ak?ysin (kz — wt) + Vo cos (kz — wt)

+Voysin (kx — wt) = pwsin (kx — wt) — Pwy cos (kx — wt),

ofwel

[—ak? + Vo + Bwy] cos (kx — wt) + [—ak?y + Voy — Bw]sin (kx — wt) = 0.

Bovenstaande gelijkheid kan enkel gelden indien

—ak? + Vo= —Pwy en —ak‘2+V0:ﬂTw.

Aftrekken van beide vergelijkingen levert

0=—-fPwy—— — ~v=—-—=, ' =-1, yv==%v-1==1.

Invullen van dit resultaat in vergelijking (147) resulteert in
—ak? + Vy = Fifw.

We vergelijken dit met het reeds gevonden resultaat

en vinden voor de constanten

h2

2m

en Fif=~h, of [g==xih

o=

We zien dat we twee keuzen hebben voor 8. Vanaf nu kiezen we 3 = +ih en vinden

2 92(x . T
— TG0 4V (a,t)(a, 1) = ih2Y.

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)

Deze vergelijking is de tijdafhankelijke Schrédingervergelijking. Merk op dat we aannemen dat

het gevonden resultaat ook geldig is indien V' (z,t) # Vp.

We kunnen demonstreren dat de gevonden vergelijking lineair is in ¢ (x,t). We nemen aan

dat 11 en 1 voldoen aan de Schriodingervergelijkingen

2 T . T
A TR V@ tp (2, 1) = in2gE0,

2 T . x
— 2T |y () (2, t) = i
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We construeren nu volgens het superpositieprincipe de golffunctie ¥ = c111 + co1o en verkrijgen

2 X 2 X . X xT
-2 (Cla %19@(2 ) 4,2 %Qx(z ’t)) + Vo(erthr + caypa) — ik (Cl 8w18(t ) 1 ey 8w28(t ’t)> =0. (153)

2m

Dit kan herschreven worden tot

h? 9%y . 0y h2 9%, L O
C1 I:—% 8.’1}2 + le — ZFI/E:| + (&) |: om 61‘2 + VwQ — ZFI/E] =0

en we zien dat inderdaad aan lineariteit is voldaan.

(154)

5.2 Eén-dimensionale oplossingen van de Schrédingervergelijking
5.2.1 Scheiden van variabelen

In het vervolg van dit hoofdstuk zullen we trachten enkele oplossingen te vinden van de Schro-
dingervergelijking. We beperken de discussie tot één-dimensionale gevallen. Allereerst passen
we de techniek van het scheiden van variabelen toe, teneinde een oplossing te vinden voor het
tijdafhankelijke deel van de golffunctie. We stellen dat de volledige toestandsfunctie beschreven
wordt door ¥(x,t), die voldoet aan
2 92

—;—m% + V(x, t)¥(z,t) = ih%.
We beschouwen in het vervolg een statische potentiaal V' = V(z) en schrijven de toestandsfunctie
als een product van twee factoren

(155)

U(z,t) = (x)o(t). (156)
Invullen in de Schrédingervergelijking levert
h% 924 0¢
- = th—1). 1
S+ V(@)e = ihsry (157)
Delen door het product ¥¢ levert de vergelijking
1 h? 0%y 109
@ [—%W + V(:C)?/):| = ZFLEE. (158)

De linkerzijde van bovenstaande uitdrukking hangt enkel af van x, terwijl de rechterzijde uit-
sluitend afhangt van t. De gelijkheid dient te gelden voor elke x en ¢ en hieruit kunnen we

concluderen dat R 9% 0
1 i
E [_% 7o + V(ﬂ:)¢] = (C = constant = Zﬁgg,

waarbij C' de zogenaamde scheidingsconstante is. We zien dat de tijdathankelijke Schrodingerver-
lijking, een tweede-orde partiele differentiaalvergelijking, opbreekt in twee gewone differenti-
aalvergelijkingen.

(159)

De oplossing van het tijdathankelijke deel kan eenvoudig verkregen worden. We vinden de eerste-
orde differentiaalvergelijking

0¢ iC
s 1
5t o (160)
We proberen als oplossing de functie ¢ = e®* met als afgeleide
0
6_2? = ae®™ = ag. (161)
Invullen levert C C
ozgi):—%gb - a:—% (162)

en dus geldt ¢(t) = e*“*/"_ Het tijdafhankelijke deel van onze golffuncties is e~™* met w = 27v.
Dus geldt ¥ = C//h en vinden we voor de scheidingsconstante C' = E.
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Het tijdafhankelijke deel van de oplossing is dus

gi)(t) — ¢—iEt/h

5.2.2 Tijdonafhankelijke Schréodingervergelijking

We dienen nu oplossingen te vinden van de tijdonafhankelijke Schrédingervergelijking voor een
deeltje met energie E dat zich bevindt in een statische potentiaal V(x). De golfvergelijking kan
geschreven worden als
h? 0%
 2m 9x?
waarbij ¢ de golffuncties zijn en E de bijbehorende waarden van de energie.

Wiskundig worden er enkele eisen gesteld aan de golffuncties: zowel ¢ en % moeten eindig,
eenduidig en continu zijn. Uiteraard is dit ook noodzakelijk om onze waarschijnlijkheidsinter-
pretatie van de golffunctie overeind te houden. We verwachten dat indien ¥ < V we te maken
hebben met quantisatie van energie, terwijl voor £ > V' we een continu energiespectrum verkrij-
gen. We zullen de procedure van het bepalen van de golffuncties en energieén demonstreren aan
enkele één-dimensionale potentialen.

+ V(2 = B, (163)

5.2.3 Nulpotentiaal

We nemen aan dat een deeltje beweegt in een constante potentiaal, V' = constant = 0. Er werkt
dan geen kracht en we hebben te maken met een vrij deeltje. De golffuncties kunnen gevonden
te worden uit de golfvergelijking

h? d*y
——— = E. 164
2m dx? v (164)
De oplossing® ' ‘
Y = Ae*® 4 Bemike, (168)
waarbij Ae’*® een harmonische golf voorstelt die zich voortplant in de richting van toenemende

x, terwijl Be ™ een golf is die beweegt in de richting van negatieve . We kunnen eenvoudig

nagaan dat de oplossing voldoet aan de differentiaalvergelijking door de tweede-orde afgeleide te

®Een tweede-orde differentiaalvergelijking van het type

d?y

Y k% (165)

heeft voor K2 > 0 als meest algemene oplossing de functie
= Ae'™T 4 Be KT, (166)
Hierbij zijn A en B constanten.

Als geldt dat K2 < 0, dan kan de meest algemene oplossing geschreven worden als

¢ = Ae™" + Be K7, (167)
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berekenen en in te vullen in de vergelijking.

¢ :Aeikx+Be—ikx
B = Aike'** — Bike e, (169)

PU = A>ik)2e*T + B(ik)2e~* = (ik)%y.
Invullen in vergelijking (164) levert

h2 N2 _ h2k2
—%(zk‘) Yv=FE¢Y — FE=— (170)

2m
en dus

_ V2mE
k= Y2mE

We vinden voor een vrij deeltje met energie E een bijbehorend golfgetal k7. De energie is niet
discreet en een continu spectrum is mogelijk. Er treedt geen quantisatie op.

5.2.4 Stap potentiaal met F <V}

We nemen aan dat een vrij deeltje zich beweegt in de richting van een constante potentiaal,
V(z) = constant = V{y voor x > 0. De energie van het deeltje is kleiner dan de potentiéle energie
Vo. De situatie is geschetst in Fig. 24.

Vix)

V)=V

Vix)=0

Figuur 24: Schematische voorstelling van een vrij deeltje met een energie E < Vy dat gere-
flecteerd wordt aan een stap-potentiaal.

We schrijven de potentiéle energie als

V(z) = { (‘)/0 iig (172)

en kunnen hiermee twee gebieden onderscheiden.

"Merk op dat k = 27”, terwijl volgens de Broglie geldt dat A = %. Er is dus een relatie tussen golfgetal en
impuls, k = 2Zp = £, Er geldt dus
p = hk. (171)
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e x < 0: Hier geldt weer de vergelijking voor een vrij deeltje gegeven door de differentiaal-

vergelijking )
_S—m% _ By (173)
met als meest algemene oplossing
= Ae™* 4 Bemh1®, (174)
waarbij het golfgetal gegeven wordt door k1 = Q;inE .

e x> 0: Hier geldt de vergelijking voor een deeltje dat zich beweegt in potentiaal V,

h? d*
_%@+%¢:E¢ (175)
met als meest algemene oplossing®
Y = Cek2® 4 DeF22, (176)
waarbij het golfgetal gegeven wordt door ko = %O_E)

We kunnen een en ander weer controleren door afgeleiden te nemen en die vervolgens in
de differentiaalvergelijking in te vullen. We vinden

P = (Cef® 4 De ke

& Clhye??® — Dkge k2o, (177)

PU — O(k)2eh 4 D(ky)2e k2% = (ky)2y.

Invullen in vergelijking (175) levert

2
2w+ Vow = By (179

en dus kg = W

We dienen nu na te gaan of de meest algemene oplossingen wel voldoen aan de specifieke rand-
voorwaarden van dit probleem. We merken op dat in de limiet z — +oco de functie C'e*?® naar
oneindig gaat, hetgeen in strijd is met een van de eisen aan een golffunctie. Teneinde dit te ver-
hinderen maken we de keuze C' = 0. Als tweede randvoorwaarde onderzoeken we de continuiteit
van de functies in het punt x = 0. Voor de golffunctie geldt dan

D(e) g = AL o B (™) 079)

Hieruit vinden we dat geldt D = A + B.
Verder dient ook de eerste-orde afgeleide van de golffunctie continu te zijn in het punt x = 0. Er

geldt dus
—koD (e—kw’) —ikyB (e—ik1m> )
=0

8Merk op dat vanwege E < Vi we nu te maken hebben met geval K2 < 0! Zie ook de opmerkingen in voetnoot

— ik A (e“m) (180)

4.
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Hieruit vinden we dat geldt i,f—fD =A-B.
Als we bovenstaande uitdrukking combineren met de relatie D = A + B vinden we
D ’ik?z D Z'k:2
A=2(1+x 2= B=—|[1——2]). 181
2 ( T ) o 2 ( Ky ) sy

Dus voor E < Vj vinden we de golffunctie
% (1 + %) etkrz 4 % (1 - f—f) etk 4 <)

_ 182
Vi) De ka2 x> 0. (182)

Merk op dat we de constante D kunnen bepalen door de normering te berekenen,

Ypde = 1 (183)
—0o
maar hier zien we op dit moment van af.

We kunnen in de golffunctie voor = < 0 de twee lopende golven Ae** en Be~*** onderscheiden.

Met deze schrijfwijze kunnen we de reflectie coéfficient R berekenen.

iko * iko
_ gereflecteerde intensiteit — B*B ( - k:_l) (1 B H) 1
~ inkomende intensiteit ~ A*A (1 + f_lz)* (1 + @) o

(184)

We zien dus dat de golf altijd wordt gereflecteerd, net zoals dat het geval is in de klassieke
mechanica. Verder merken we op dat er penetratie optreedt van de golf in het klassiek verboden
gebied z > 0! De penetratiediepte wordt gedefinieerd door

Ap=to P (185)

k2 \/2m(Vo— E)

Fig. 25 toont de reflectie van een golfpakket aan een stap-potentiaal. Het golfpakket dient
een deeltje voor te stellen. De energie van het deeltje is kleiner dan de hoogte V; van de stap.
De complicaties die optreden in de wiskundige beschrijving van een golfpakket kunnen worden
afgeleid uit de gecompliceerde structuur van het golfpakket tijdens de reflectie.

5.2.5 Stap potentiaal met £ >

We nemen weer aan dat een vrij deeltje zich beweegt in de richting van een constante potentiaal,
V(z) = constant = V{y voor x > 0, maar nu is de energie van het deeltje groter dan de potentiéle
energie V. De situatie is geschetst in Fig. 26.

We onderscheiden weer twee gebieden.

e 1 < (0: Hier geldt weer de vergelijking voor een vrij deeltje gegeven door de differentiaal-

vergelijking
h? d*i
T _F 186
2m da? v (186)
met als algemene oplossing ‘ ‘
P = Aeth1® | Be~ihiT (187)
waarbij het golfgetal gegeven wordt door k1 = —VQ,T{‘E = %1.
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t=0 t = 5At t = 6A!

t=TAt t = 9At t=11At

t = 12Af t= 14At t = 20At

Figuur 25: Een stap-potentiaal en een deeltje dat wordt voorgesteld door een golfpakket dat
reflecteerd aan deze potentiaal. De energie van het deeltje is kleiner dan de hoogte van de stap.

e 1 > (: Hier geldt weer de vergelijking voor een deeltje dat zich beweegt in potentiaal 1},

n? d*y
“om gz = (E Vo) (188)
met als meest algemene oplossing’
Y = Cek2® 4 peiker, (189)

\/Zm(;l/o—E) _ p2

waarbij het golfgetal gegeven wordt door kg = 2. We merken op dat er
geen reflectie kan optreden in > 0 en er dus ook geen bron is voor een gereflecteerde golf
De~ 2% We kiezen dan ook D = 0.

Vervolgens dienen we weer na te gaan of de meest algemene oplossingen voldoen aan de specifieke
randvoorwaarden van dit probleem. We onderzoeken de continuiteit van de functies in het punt
x = 0. Voor de golffunctie geldt dan

A (ei’ﬁx)zzo +B (e—ikw)gczo —C (eim)x:o . (190)

Hieruit vinden we dat geldt A+ B =C.

9Merk op dat vanwege E > Vj we nu te maken hebben met geval K2 > 0! Zie ook de opmerkingen in voetnoot
4.
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Vix)

V)=

Vix)=0

Figuur 26: Schematische voorstelling van een vrij deeltje met een energie E > Vy dat gere-
flecteerd wordt aan een stap-potentiaal.

Verder dient ook de eerste-orde afgeleide van de golffunctie continu te zijn in het punt + = 0. Er
geldt dus

ik A (eim) kB (e*“ﬂz) — ikyC (a”m) . (191)
=0 =0 =0
Hieruit vinden we dat geldt k(A — B) = k2C.
Als we bovenstaande uitdrukkingen combineren vinden we
kjl — k?z le
B = en C= . 192
k1 + ko k1 + ko (192)
Dus voor E > V; vinden we de golffunctie
Acthir 4 Apze—hir g <
= . 193
vi) A2 gikar z > 0. (193)
We kunnen de constante A weer bepalen door normeren.
We kunnen in de golffunctie voor x < 0 weer de twee lopende golven Ae’** en Be~*® onder-

scheiden, terwijl we aan de doorgelaten golf (z > 0) de amplitude C toekennen, en berekenen de
reflectie coéfficient R.

B*B ki — ko \™ (k1 — ko k1 — ko \ 2
A* A <k1+k2> (k:l—i-kz) <k1+k2) (194)

en zien we dat R < 1 voor E > V. Merk op dat in het geval van de klassieke mechanica geldt
dat R =0.

We zien dus dat er een kans bestaat dat de golf wordt gereflecteerd. De overige waarschijnlijkheid,
T = 1— R, betreft de kans dat de golf zich voorplant in de positieve z-richting. Dit noemen we de
transmissiecoéfficient T' . De berekening van 7' is gecompliceerder, omdat de snelheden in de twee
gebieden (z < 0 en & > 0) verschillend zijn. Voor de berekening van T gebruiken we het concept
van waarschijnlijkheidsflux'?. De waarschijnlijkheidsstroom j geeft een natuurlijke manier om

'0We interpreteren *1) als waarschijnlijkheidsdichtheid. Met deze interpretatie kunnen we een nieuwe lokale
grootheid invoeren die de stroming (flux) van de waarschijnlijkheid aangeeft. We beschouwen eerst de vergelij-
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de invallende, gereflecteerde en doorgelaten componenten van de golffunctie te vergelijken. We
berekenen j(z,t) eerst in het gebied z < 0.

j(l’,t) 22m (A* —ikiz + B*ez‘/ﬂx) (Zk:l) (Aeikla: _ Be—z‘/ﬁx)

(—iky) (A%e 1o — Breibin) (Aghie 4 Be—thir) | (199)

22m

Alle kruistermen vallen weg, zodat enkel termen voor inkomende en gereflecteerde golven over-
blijven. We vinden

hkq hky

. h . N " " . . .
j(z,t) = %Zk‘l (2A*A —2B*B) = A A— B B = jinkomend + Jgereflecteerd - (200)

Merk op dat er een eén-op-eén correspondentie bestaat tussen jfinkomend €1 Yinkomend €N tussen

V¥, oV¥i(x. 1) Al ¢

RorT ——>»
>
=

(16/9) A*A
0.5 —

+-=—(4/9) A*A

EW,

Figuur 27: Links: waarschijnlijkheidsdichtheid in het geval dat k; = 2ks. Rechts: R en T

voor een deeltje dat botst met een stap-potentiaal. De situatie ky = 2ko correspondeert met
E/Vy =1.33.

Jgereflecteerd €N Vgereflecteerd Vanwege het verdwijnen van de kruistermen. De berekening van j
voor de doorgelaten golf levert

. ks .
J (.%', t) C*C = Jdoorgelaten - (201)
kingen voor vrije deeltjes die beschreven worden door de golffuncties ¥(z,t) en U*(x,t). Er geldt
h? o? L0 B2 8 .
~%m 83:2‘11 hat\IJ en  —o— axQ\IJ fzhalll . (195)

Merk op dat beide vergelijkingen gerelateerd zijn door complexe conjugatie. We gebruiken deze uitdrukkingen
om de tijdafthankelijkheid van de waarschijnlijkheidsdichtheid van een vrij deeltje te analyseren.

) =g v =t (ol ) b (5l ) (196)
h *82 2w~ o | _n oW _ 9w*
= " 2im (‘IJ 8x2 ~  9x2 lIJ) = T oz |7im (\II Bz~ oz \I/>:| .
Deze vergelijking kan herschreven worden tot
0 0
= P(z,t) + —j(z,t) = 0. 197
5P, t) + 5(@,) (197)

Bovenstaande vergelijking drukt het behoud van waarschijnlijkheid in de tijd uit. Elke verandering in de tijd van
de waarschijnlijkheidsdichtheid in een lokaal gebied wordt gecompenseerd door een flux van waarschijnlijkheid in
of uit dat lokale gebied. Hiermee wordt ook de waarschijnlijkheidsflux geintroduceerd, waarvoor geldt

n o ovr
Jjlx,t) = — (\II 9" Oa \I/) .

1
2im (198)
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De transmissie- en reflectiecoéfficienten 7' en R worden nu als volgt geschreven,

T — .jdoorgelaten en R= jgereﬂecteerd ) (202)

j inkomend .] inkomend

Invullen levert

BocC  ky (2k1)?  Akiks (203)
%A*A N k1 (k)l + kz)Q N (k)l + /{72)2.

We kunnen laten zien dat op deze wijze we weer hetzelfde resultaat vinden voor R, terwijl ook
geldt dat R+ T = 1.

Fig. 27 toont de reflectie van een golf aan een stap-potentiaal. De linker figuur toont de
waarschijnlijkheidsdichtheid in het geval dat k; = 2kg. De rechter figuur toont het gedrag van R
en T als functie van de verhouding E/Vj. Merk op dat het speciale geval k1 = 2ky correspondeert
met F/Vy = 1.33.

5.2.6 Tunnel effect

We nemen weer aan dat een vrij deeltje zich beweegt in de richting van een constante potentiaal,
V() = constant = V voor 0 < z < a. De situatie is geschetst in Fig. 28.

Vix)

Vo

Figuur 28: Schematische voorstelling van een vrij deeltje dat onderhevig is aan het tunnel effect.
We onderscheiden nu drie gebieden.

e x <0 en x> a: Hier gelden weer de oplossingen voor een vrij deeltje gegeven door

P = Aet*1T 4 Bem 1T g4 <,

?,Z) — Ceikm: +D6—ik1x > a, (204)

waarbij het golfgetal gegeven wordt door ky = —VQ;{LE

e 0 < x < a: Hier hebben we voor het geval E < Vjj weer de oplossing

= Fe Fir L Gebir 0 <z < a, (205)
waarbij het golfgetal gegeven wordt door kj; = 7”2771(;07@ Voor E > Vj vinden we

Y = Felkie f Ge= it 0 < g < q, (206)

waarbij het golfgetal gegeven wordt door kj; = 7”2771(54/0)
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We merken op dat er in het gebied rechts van de barriére enkel een doorgelaten golf kan bestaan
en dus stellen we D = 0.
In onze analyse beschouwen we nu eerst het geval dat

E <V, (207)

is. De toestandsffunctie en zijn eerste afgeleide dienen weer eindig en continue te zijn op de
punten x = 0 en x = a. Hierdoor krijgen we vier vergelijkingen met de willekeurige constanten
A, B, C, F en G. Deze vergelijkingen kunnen gebruikt worden om B, C, F en G uit te
drukken in A. De waarde van A kan dan weer in principe uit de normering bepaald worden. De
waarschijnlijkheidsdichtheid is schematisch weergegeven in Fig. 29.

Y0 P (1) All t
A

Y

Figuur 29: Typische verdeling van de waarschijnlijkheidsdichtheid W*W voor een situatie met
tunnel effect.

In het gebied x < 0 is de golffunctie grotendeels een staande golf, maar bevat een kleine bijdrage
van een lopende golf, omdat de gereflecteerde golf een kleinere amplitude heeft dan de inkomende
golf. In het gebied 0 < x < a is de golffunctie een staande golf waarvan de amplitude exponentieel
afneemt. Het meest interessant is het de coéfficiént T uit te rekenen, die de verhouding geeft van
de doorgelaten waarschijnlijkheidsflux in het gebied z > a ten opzichte van de inkomende flux.
Een berekening geeft )

krra _ ,—krra\2
(e e ) , (208)

we'e |
viA*A 16 (1 - V%)

2mVya? E
kira = 1——|. 209
\/ s (1-4) (209)

Voor gevallen waarbij de exponent erg groot is simplificeert de vergelijking tot

waarbij

E E
Tr16— (1—— ) e 2% kra>1. 210

Vo < Vo) Y 210
Deze vergelijkingen geven een voorspelling van een opmerkelijk feit (gezien vanuit het gezichtpunt
van de klassieke mechanica) dat een deeltje met massa m en energie F, dat invalt op een barriére
met hoogte Vp > E en eindige dikte a, een zekere waarschijnlijkheid 7" heeft om deze barriére te
penetreren. Dit verschijnsel heet het tunnel effect.
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We beschouwen vervolgens het geval dat
E>W (211)

is. We vinden nu voor de transmissiecoéfficiént T’
-1

_ v1C*C _ 1y (eikna _ e—iklm)2 (212)
v A* A 16% (VEO B 1)
waarbij
2mVpa? ([ E
krra = \/ hzo (70 - 1)- (213)
1.0
./ T
~0.5
5
~
0/ ydin R

E/

Figuur 30: Reflectie en transmissiecoéfficienten R en T voor een deeltje dat verstrooit aan een
barriére met hoogte Vg en dikte a, zodanig dat 2mVpa?/h? = 9.

Fig. 30 toont R en T voor een deeltje dat aan een stap potentiaal verstrooit. Merk op dat Ren T
oscillaties vertonen die veroorzaakt worden door interferenties van de waarschijnlijkheidsgolven
door reflecties aan de discontinuiteiten.

5.3 Oneindige rechthoekige put potentiaal

De potentiaal van een rechthoekige put met oneindig hoge wanden kan geschreven worden als

[ oo < —a/2 or x>+a/2
Viz) = { 0 —a/2<xz<-+a/2 (214)

en wordt geschetst in Fig. 31.
De algemene oplossing van de Schrodingervergelijking voor een deeltje in het interval —a/2 <
x < 4a/2 kan geschreven worden als

Y = Aetk1® 4 Be~thiz (215)
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> 8

oo A

-a/2 0 +a/§

Figuur 31: Schematische weergave van de potentiaal voor een rechthoekige put met oneindig
hoge wanden.

waarbij het golfgetal gegeven wordt door k; = ¥ 2;L”E . We hebben hier te maken met een deeltje
dat tussen de beide wanden heen en weer beweegt en we maken de aanname dat de golffunctie
in dat gebied een gelijk mengsel is van golven die in beide richtingen bewegen, dus A = B. Dit
geeft

V=B (e“”x + e—“m) , (216)
hetgeen ook geschreven kan worden als

(ei/ﬁx + e—iij)
2 b

=B (217)

waar B’ een nieuwe willekeurige constante is, gedefinieerd door de relatie B’ = 2B. De eenvoudige
combinatie van complexe exponentiéle functies geeft ons

= B'coskrxr met k; = Q;nE‘ (218)
We kunnen ook een staande golf construeren door te stellen dat —A = B en vinden dan
b=A (eik,z _ efikfz> ’ (219)
hetgeen geschreven kan worden als
o (eikja: _ e—ik‘jx) 220)

2i ’
waar A’ een nieuwe willekeurige constante is, gedefinieerd door de relatie A’ = 2iA. Dit geeft

ons
VomE

= A'sinkrx  met kr = -

. (221)
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De Schriodingervergelijking is lineair en we schrijven daarom als oplossing

V2mFE
h

= A'sinkjx + B coskyzr  met k; = —a/2 <z <+a/2. (222)
Merk op dat we vanaf nu de accenten zullen weglaten. We kunnen eenvoudig nagaan dat we
hier met een staande golf te maken hebben door te kijken naar de volledige golffunctie ¥ (z,t) =
w(x)e*iEt/h. Verder dient v(z) gelijk aan nul te zijn in het gebied buiten de put, omdat de
waarschijnlijkheidsdichtheid daar gelijk aan nul dient te zijn. Met name aan de grenzen van de
put dient te gelden

=0 x==a/2. (223)

We vinden twee klassen van oplossingen die aan deze randvoorwaarden voldoen

Yn(z) = Bycosk,z met k, =2T n=1,35,.
(224)
Un(z) = Apsink,z met k, =2T n=246,.

Het quantumgetal n wordt gebruikt om de toestanden te labelen. Als we verder de relatie
k = +v2mE /h en de uitdrukking k,, = nr/a vinden we

Rk2 m2hPn?
By, =" = =1,2,3,4,5, . 225
n 2m 2ma2 n Y Y ( )

We zien dat de energieén nu gequantiseerd zijn. Verder vinden we weer de nulpuntsenergie
E; # 0. Merk op dat dit antwoord identiek is aan hetgeen we gevonden hebben in paragraaf 4.3
op basis van staande golven.

De quantummechanische theorie die in 1925 door Erwin Schrédinger werd ontwikkeld is een gene-
ralisatie van het postulaat van de Broglie. Het verschilt behoorlijk van de ‘oude quantumtheorie’
(zie hoofdstuk 3.6). Bijvoorbeeld het beeld van atoomstructuur: in het model van Niels Bohr be-
wegen elektronen in exact gedefinieerde cirkelbanen rond een kern, terwijl Schréodinger werkt met
waarschijnlijkheidsgolven. In de volgende hoofdstukken zullen we trachten ons inzicht significant
te verdiepen.
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6 WISKUNDIG INTERMEZZO - 11

6.1 Lineaire ruimten en lineaire afbeeldingen
6.1.1 Lineaire ruimten

Elke verzameling, waarbinnen de elementen ‘opgeteld’ en ‘met een scalar vermenigvuldigd’ kun-
nen worden, wordt een lineaire ruimte ofwel een vectorruimte genoemd en de elementen ervan
heten vectoren.

Definitie: Een verzameling L heet een lineaire ruimte over een getallenlichaam K als geldt
® Vaacr3lcerla+b =c]
o Vyek,act3ber[pa = b,
terwijl de volgende acht axioma’s gelden
1. Vaberla+b=D>b+ a]
2. Vabeer[(a+b)+c=a+ (b+c)]
3. JoeLVacrla + 0 = a]
4. Yacr3-actla+ (~a) = 0]
5. VpgekacLl(p + q)a = pa+ qal
6. Vaberpex[p(@a+b) =pa+pb
7. Vpgekacrlp(qa) = (pq)al
8. Vacr[la = a]

We hebben in hoofdstuk 1.1 reeds gezien dat vectoren aan bovenstaande axioma’s voldoen.
Hier bekijken we een en ander op meer abstractie wijze en het getallenlichaam K kan K € R,
respectievelijk K € C, zijn. Men spreekt dan van een reéle, respectievelijk complexe, vectorruimte
L. In paragraaf 1.1 hebben we ons beperkt tot een discussie van reéle vectorruimten. Ook in
deze paragraaf beschouwen we enkel reéle vectorruimten. Later zullen we de discussie uitbreiden
tot complexe vectorruimten.

6.1.2 [Eigenschappen

Als L een lineaire ruimte is gelden de volgende
Stellingen

1. El!()eLvaeL[a +0= a]
2. VacrI acrla+ (—a) = 0]

Definitie a—b = a+ (—b)
Stellingen

l. Vapeerla+b=c&a=c—Db]
2. vaeL[Oa:O]
3. Vacr[(—1)a = —a]

4. Vper[p0 = 0]
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6.1.3 Lineaire onafhankelijkheid, basis, dimensie

Definitie: Een deelverzameling S van een lineaire ruimte L heet een onafhankelijke stelsel vectoren
als S # {0}, terwijl geen enkel element van S gelijk is aan een lineaire combinatie van andere
elementen van S.

Stelling 1: Als 0 € S, dan is S een athankelijk stelsel.

Stelling 2: S = {ay,..,a,} is dan en slechts dan een onafhankelijk stelsel als uit » ;" ; c;a; = 0
volgt dat ¢; =0 voor alle 1 =1, .., n.

Definitie: B heet een basis van de lineaire ruimte L als
1. BC L,
2. B een onafhankelijk stelsel is,

3. elk element van L gelijk is aan een lineaire combinatie van elementen van B.

Als B = {ey,..e,,} dan geldt

VacrTa;,..anck [a = Zaiei] : (226)

=1

Deze getallen a; tot en met a, heten de kentallen van a ten opzichte van de basis B. We noemen
(i,j,k) ‘de’ basis van R3 van de drietallige getalgrepen.

Stelling 3: Als de lineaire ruimte L een basis heeft die uit n elementen bestaat, dan bestaat elke
basis van L uit n elementen.

Definitie: De dimensie van L is het aantal elementen van de basis van L.

6.1.4 Inwendig product, norm en orthogonaliteit van vectoren

Definitie: Een inwendig product binnen een vectorruimte L is een afbeelding van L x L naar R,
waarvoor, als (a,b) € R het aan a € L en b € L toegevoegde getal is, geldt

L. Vaperl(a,b) = (b, a)]

2. Vabeerl(a,b+c) = (a,b) + (a,c)]
3. VabeLper[(pa,b) = p(a,b)]

4. Vacr[(a,a) = 0;(a,0) =0

Het getal A - B = ABcos Z(A;B) zullen we ‘het’ inwendig product in V3 noemen. Met ‘het’
inwendig product in R,, duiden we aan

b1
. n
(a,b) = (a,.,an) | . [ =D aibs. (227)
. i=1
bn
Dit inwendig product noteren we dus door de eerste vector als rijvector en de tweede als kolomvec-
tor te schrijven.

Definitie: De norm |a| van de vector a is het getal \/(a,a).

Definitie: De vectoren a en b zijn onderling orthogonaal dan en slechts dan als (a,b) = 0.
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6.1.5 Lineaire afbeeldingen

Een afbeelding van de verzameling A naar de verzameling B is een relatie waarvan A de origi-
nelenverzameling is en B de beeldverzameling omvat, terwijl elk origineel één beeld heeft (een
functie is dus een afbeelding).

Definitie: Een afbeelding F van de lineaire ruimte L; naar de lineaire ruimte Lo heet een lineaire
afbeelding als

1. Vaber, [F(a+b) = F(a) + F(b)] en
2. vaGLl,pER[}-(pa) :pF(a)] :

Merk op dat als B = {ey, ..,e,} een basis is van L dan is de afbeelding van L naar R,,, waarvoor
geldt dat het beeld van a = )" | a;e; de ‘kentalvector’ (ay, .., a,) is, een lineaire afbeelding.
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6.2 Matrixrekening
6.2.1 Matrices

Het stelsel van k lineaire vergelijkingen met n onbekenden x; tot en met x,,,

a11x1 + apprs + ... + aipTn, = b1
ax1 + axpry + ... + axpTp,= b
(228)
an1T1 + ap2r2 + ...+ AppTn = by
is volkomen gekarakteriseerd door de getalverzamelingen
air a2 ... Qip T by
a| a2 ... a2, T2 by
, ' en ‘ . (229)
anpl Ap2 ... Qpp Tn bn

Het eerste van deze getallenschema’s heet een matrix van de orde k X n; deze matrix bevat
namelijk k rijen en n kolommen. De andere twee getalgroepen zijn blijkbaar kolomvectoren, die
ook opgevat kunnen worden als matrices van de orde n x 1, respectievelijk k x 1.

Definitie: Een matrix is een in rijen en kolommen gesorteerde getalverzameling.

De getallen van die verzameling heten de elementen van de matrix. Ze worden bij voorkeur met
twee indices genoteerd, waarvan de eerste het rangnummer van de rij en de tweede dat van de
kolom aangeeft.

Als het aantal rijen k en het aantal kolommen n is dan heet k x n de orde van de matrix. Als
k = n dan heet de matrix een vierkante matrix van de orde n ofwel een n x n matrix.

De matrix met elementen a;j, (i =1,..,k;j = 1,..,n) wordt dan wel kortweg aangeduid met

A= (CLZ‘J'), (k‘ X n) (230)

Opmerkingen:

1. Elke rij van een matrix is op zichzelf beschouwd een rijvector en elke kolom van de matrix
een kolomvector.

2. A = B betekent dat A en B van dezelfde orde, k& x n, zijn en dat a;; = b;; voor elke
t1=1,..,kenelke j=1,.. k.

6.2.2 Determinant van een matrix

De determinant van de matrix A = ( a b > is het getal

d

|A| =det A = ‘ = ad — be. (231)

b
d

a
C

De ondermatrix A;; van de matrix A is de matrix die ontstaat als uit A de %€ rij en de jde
kolom weggelaten worden.
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1
Voorbeeld: Als A = i 9 9

O Ot N
N O W

,danisA21:<2 3>

De determinant van de vierkante matrix A, (n X n) is het getal

n

j=1
en ook .
det A =|Al=> (1) a;j|Ayl,(j=1,...,n). (233)
i=1

Dit zijn de formules voor het ontwikkelen van det A volgens de i9° rij, respectievelijk volgens de
j4¢ kolom.

Voorbeeld: We ontwikkelen volgens de eerste rij.

O N

1 3 0
-1 5 :1-‘ ':15+22+9:46. (234)
2 1 -3

w

6.2.3 Product van een matrix met een kolomvector

Definitie: Het product van een k X n-matrix A met een n-dimensionale kolomvector x is gelijk
aan de k-dimensionale kolomvector b waarvan het i®-element, (i = 1,..,k), gelijk is aan het
inwendig product van de ¢¢-rijvector van de matrix A met de kolomvector x.

Dus als A = (@), (k x n) en x = (z),(n x 1), dan is b = (5),(k x 1), waarbij b =
doimr @i, (=1, k).

Het hele vergelijkingenstelsel van de paragraaf 6.2.1 kan dus genoteerd worden als Ax = b.
6.2.4 Matrix als transformatie-operator
Als A = (a;j), (k x n), dan definieert Ax =y een afbeelding van x naar Ry,
A:z(eR,) — Ax(=y € Ry). (235)
Deze afbeelding is blijkbaar een lineaire afbeelding, want
1. Vxyer, [A(X+y) = Ax + Ay| en

2. VxeRn,peC[A(pX) = pAx].

Stellingen:

1. Als A = (as5), (k x n), terwijl {eq,..,e,} de basis van R,, is, dan is Ae; de i®-kolomvector
van A, (i =1,..,n).

2. Als T een lineaire afbeelding is van R,, naar Ry, dan bestaat er een matrix A, (k x n),
zodanig , dat voor elke x € R,, geldt, dat het beeld van x onder de transformatie 7' (dus
Tx) gelijk is aan het product Ax.

Deze matrix A is de matrix waarvan de i®-kolomvector, (i = 1,..,n), het T-beeld van de ¢
basisvector e; van R,, (dus Te;) is. Deze A heet de transformatiematrix van de afbeelding
T.
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6.2.5 Som van matrices
Als A = (a;j),(k x n) en B = (b;;), (k x n), dan is de afbeelding C die aan x € R,, als beeld
toevoegt Cx = Ax + Bx een lineaire afbeelding. De transformatiematrix van deze afbeelding is

C= (Cij), (k x n), met  c;; = ai; + byj, (Z =1,..,k;5=1, ,n) (236)

Deze matrix C noemen we de som van matrices A en B. Merk op dat enkel matrices van gelijke
orde een som hebben. De vermenigvuldiging met een kolomvector is distributief ten opzichte van
matrixoptelling. Bovendien is matrixoptelling commutatief en associatief.

Voorbeeld: AlsA:(1 2 3>enB:< 23 O),dan

01 4 -1 25
B 1+2 2+3 3+0\_( 3 5 3
A+B_<o+(—1) 1+2 4+5>_<—1 3 9> (237)
en
1-2 2-3 3-0 -1 -1 3
A_B_<0—(—1) 1-2 4—5>_< 1 -1 —1)' (238)

6.2.6 Product van scalar met matrix

Als A = (a;5), (k xn), dan is A + A = (a;; + ai;) = (2a;;). Deze matrix van orde k x n noemen
we 2A. Analoog kan het product van een matrix met een willekeurige scalar gedefinieerd worden
als

PA = (pa;j). (239)

Zowel ten opzichte van optellen van matrices als van scalaren is deze vermenigvuldiging distribu-
tief, (p + ¢)A = pA + gA en p(A + B) = pA + pB. Bovendien geldt de associatieve eigenschap
(pq)A = p(qA), terwijl kennelijk 1A = A.

Samenvattend concluderen we dat de verzameling van matrices van een bepaalde orde een lineaire
ruimte is.
6.2.7 Product van matrices

Definitie: Het product AB = C van de matrix A = (a;;), (k x m) met de matrix B = (b;;), (m x
n), is de matrix C = (¢;5), (k X n), waarvan

Cij = Zaihbhja (Z = 1, cey k‘,] = 1, ,n) (240)
h=1

Het element c¢;; van C is dus gelijk aan het inwendig product van de ¢ rijvector van A met de
3¢ kolomvector van B.

121 3
Voorbeeld: Als A = en B = 1 5 ],dan
40 2 5

AB:<}1 g ;) z 5 _<1(3)+2§1)11(—2) 1(—4)+2(5§+1(2)>:<3

Opmerkingen
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1. De vermenigvuldiging van een matrix met een kolomvector is een bijzonder geval van deze
matrixvermenigvuldiging: een kolomvector is immers een matrix van de orde m x 1.

2. Het product AB bestaat slechts dan als het aantal kolommen van A gelijk is aan het aantal
rijen van B.

Matrix vermenigvuldiging is in het algemeen niet commutatief, AB # BA. Het verschil tussen
deze twee volgordes noemen we de commutator,

[A,B] = AB — BA. (242)

Tenslotte merken we op dat matrixvermenigvuldiging wel associatief is ((AB)C = A(BC) =
ABC) en distributief (A +B)C=AC+BCen A(B+C)=AB+ AC).

6.2.8 Diagonale matrices

Onder de hoofddiagonaal van een vierkante matrix A = (a;;) van de n-de orde verstaan we de
getallenrij (a11,a22,..,an,). Een diagonale matrix is een vierkante matrix A = (a;;), waarvoor
geldt, dat a;; = 0 als ¢ # j, terwijl er minstens één 7 is waarvoor a; # 0. Alleen in de
hoofddiagonaal staan dus elementen die ongelijk nul zijn.

Als P een diagonale matrix is waarvan alle diagonaalelementen gelijk is aan p zijn en B een
zodanige matrix is, dat PB, respectievelijk BP bestaat, dan is volgens de definitie van matrix-
vermenigvuldiging en vermenigvuldigen met een scalar

PB =pB, respectieveliik BP = pB. (243)

Een diagonale matrix, waarvan alle diagonaaltermen onderling gelijk zijn heet daarom een scalaire
matrix. Een scalaire matrix, waarvan alle diagonaaltermen gelijk zijn aan 1 wordt aangeduid
met de letter I. Zo een eenheidsmatrix I is neutraal element ten opzichte van matrixvermenig-
vuldiging.

6.2.9 Geadjugeerde en inverse matrices

Definitie: De geadjugeerde matrix adj A = (a;), (n X n), van de matrix A = (a5, (n X n), is de
matrix, waarvan het algemene element gelijk is aan «;; = (—1)"77 |Aj].

Definitie: Als AB =1, dan heet B een rechterinverse van A en A een linkerinverse van B.

1 2 3 6 —2 -3 1 00
Voorbeeld: Omdat 1 3 3 -1 1 0 = 010 = I, is iedere matrix in
1 2 4 -1 0 1 0 0 1

het product de inverse van de ander.

Stelling 1: Als A een (k X n)-matrix is, AB = Iy«; en CA =1,,«,,, dan B = C, (n x k).
Bewijs: B=1,,x,B = (CA)B = C(AB) = Cl;y; = C.

Stelling 2: Als AB=1en BA =1, dan is A vierkant.

Bewijs: Als A = (a;5), (k x n), dan B = (b;;),(n x k), AB =1,(k x k), en BA —1,(n x n).

De som van de diagonaalelementen van respectievelijk AB en BA is dan k = Zle Z?Zl a;ijbj;
enn=>", Zle a;;bji, dus n = k.

Definitie: Als AB = BA =1 dan heten A en B elkaars inverse matrix: A =B ! en B= A1
Een matrix die een inverse heeft heet regulier, terwijl een matrix die geen inverse heeft singulier

heet. Tedere reguliere matrix is vierkant. Als A regulier is dan heeft Ax = b juist één oplossing,
namelijk x = A~ 'b.
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Door gebruik te maken van de definities van de determinant, kan men laten zien dat

A(adj A) = (adj A)A = (det A)T, (244)

dus als det A #%0en B = 32% i, dan AB = BA =1. We vinden dus dat als det A # 0, dan is
_ adj A

: -1
A regulier en A7 = 351

Een matrix is dan en slechts dan regulier als zijn determinant ongelijk is aan nul. Een vierkante
matrix is dan en slechts dan singulier als zijn determinant gelijk is aan nul.

1 -2 4
Voorbeeld: As A= -3 1 2 |,dan
5 4 -3
1 -2 4
12 -3 2 -3 1
Al=|-3 1 2]=1 (| +@| 73 M o8, ()
4 -3 5 —3 5 4
5 4 -3
terwijl
12 -3 2 -3 1
-2 4 1 4 1 -2
O R B e e e . T F B TRCYy
-2 4 1 4 1 -2
\Agly:‘ | 2‘:—8, \A32y:‘ 5 2‘:14, yAgg\:' s ‘:—5, (248)
zodat
-11 10 -8 L[ 11 -0 8
adj A = 1 —23 —14 |, dus A—1:g -1 23 14 |. (249)
-17 -14 -5 17 14 5

6.2.10 De getransponeerde van een matrix; symmetrische en alternerende matrices

Als A = (ai;) een (k x n)-matrix is en B = (b;; een (n x k)-matrix, terwijl b;; = aj; voor elke
i=1,..,nenelke j =1,..,k, dan heten A en B elkaars getransponeerde, B = AT en A =BT,

1 2 3 L4
Voorbeeld: De getransponeerde van A = isAT=1| 2 5
4 5 6 3 6

1. De getransponeerde van een vierkante matrix wordt dus verkregen door die matrix te
‘spiegelen ten opzichte van de hoofddiagonaal’.

2. De getransponeerde van een kolomvector is een rijvector en omgekeerd.

Stellingen:
1. (ATHT =A.
2. (A+B)T = AT + BT
3. (AB)T =BTAT.

T

4. Als x een kolomvector is dan is x'x = |x]?.
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Definities: A heet een symmetrische matrix als A = AT,

A heet een alternerende (anti-symmetrische of scheefsymmetrische) matrix als AT = —A.
1 2 3 0 -2
Voorbeeld: Dematrix A= | 2 4 —5 | issymmetrisch, terwijl de matrix A = 2 0
3 -5 6 -3 —4

anti-symmetrisch is.

6.2.11 Orthogonale matrices
Definitie: De matrix A heet orthogonaal als AAT = ATA =1, dus als AT = A~1,

Stelling 1: Een orthogonale matrix is een matrix waarvan de rijvectoren zowel als de kolomvec-
toren een orthonormaal stelsel vormen (dit wil zeggen dat elke twee onderling verschillende
rijvectoren, respectievelijk kolomvectoren, onderling orthogonaal zijn, terwijl al die vectoren de
norm 1 hebben.

Stelling 2: Als A orthogonaal is, dan geldt voor elke x (van de juiste dimensie) dat |[Ax| = |x]|.
We concluderen dat de norm van een vector is invariant voor een transformatie waarvan de
transformatiematrix orthogonaal is. Het omgekeerde van deze stelling geldt ook: als voor een
lineaire afbeelding de norm invariant is, dan is de transformatiematrix orthogonaal.

Bewijs: |Ax|? = (Ax)T(Ax) = (xTAT)(Ax) = xT(ATA)x = xTIx = xTx = [x|.

1 1 1
V3 6 V2

Voorbeeld: De lineaire transformatie y = Ax = % —% 0 | x is orthogonaal. Het
1 1 1
V3 V6 V2

beeld van x = (a,b,c)isy = (% + % — %, % — 2—1)6, % + % + %) en beide vectoren hebben

lengte va? + b + 2.
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6.3 Vectorrekening over de complexe ruimte
6.3.1 Vectoren

We generaliseren nu de concepten die we geleerd hebben van vectoren over een reéle ruimte
in twee opzichten. Ten eerste mogen de scalaren nu complexe getallen worden, en ten tweede
beperken we ons niet tot drie dimensies, maar beschouwen we vectoren die leven in ruimten met
oneindig veel dimensies. Merk op dat een en ander redelijk rechttoe rechtaan is, maar dat we
abstractie notatie gebruiken. Deze notatie sluit aan bij wat gebruikelijk is in de quantum fysica.
De reden dat we dit doen, is dat we dan later onze intuitie van vectoren kunnen gebruiken voor
andere systemen die dezelfde formele eigenschappen bezitten.

Een vectorruimte bestaat uit een verzameling vectoren (we noteren dit als |a >, |3 >, |y >
,...), samen met een verzameling scalaren (a, b, c,...)'!, die aan twee bewerkingen - vector optelling
en scalaire vermenigvuldiging - onderhevig zijn.

Vector optelling De som van twee willekeurige vectoren is een vector,

la > +[8 >=|y>. (250)
Vector additie is commutatief
la > +[8 >= | > +|a > (251)
en associatief
la>+(8>+y>)=(la>+>)+ |y >. (252)

Er bestaat een nulvector, |0 >, met de eigenschap
la > 4|0 >=|a > (253)

voor elke vector |« >. Verder bestaat er voor elke vector |a > een geassocieerde inverse vector,
| —a >, zodat
la >+ —a>=[0>. (254)

Scalaire vermenigvuldiging Het product van een scalar met een willekeurige vector is een
vector
ala >= |y >. (255)

Het scalaire product is distributief ten opzichte van vector optelling
a(|ja > +|8 >) = ala > +a|F > (256)
en ten opzichte van scalaire optelling
(a+b)|la >=ala > +bla > . (257)
Het is ook associatief ten opzichte van gewone vermenigvuldiging met scalaren
a(bla >) = (ab)|a > . (258)
Vermenigvuldiging met de scalaren 0 en 1 heeft het gebruikelijke effect
Ola>=10> en lla>=|a>. (259)

Blijkbaar geldt er | —a >= (—1)|a >.

'We beperken ons tot eenvoudige complexe getallen, want dit is wat we voor quantum fysica nodig hebben.
Wiskundig gezien zouden we ook meer gecompliceerde objecten kunnen beschouwen.
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Lineaire combinaties van vectoren FEen lineaire combinatie van de vectoren | >,|F >
.|y >, ... is een uitdrukking van de vorm

ala > +b|B > +cly > +... (260)

Een vector |A > wordt lineair onathankelijk van de verzameling | >, |3 >, |y >, ... genoemd als
het geschreven kan worden als een lineaire combinatie van deze vectoren. Op dezelfde wijze is een
verzameling vectoren lineair onafhankelijk als elke vector lineair onathankelijk is van de rest. Een
verzameling vectoren spant een ruimte op als elke vector geschreven kan worden als een lineaire
combinatie van de elementen van deze verzameling. De verzameling van lineair onafhankelijke
vectoren die een ruimte opspant, wordt een basis genoemd. Het aantal vectoren in een basis
wordt de dimensie van de ruimte genoemd. Op dit moment nemen we aan dat de dimensie, n,
eindig is.
Ten opzichte van een voorgeschreven basis
ler >, |ea >, les >, .., |en >, (261)

wordt een willekeurige vector

oo > +ailer > +agles > +.. + ayle, > (262)
op unieke wijze vertegenwoordigd door de (geordende) verzameling van zijn componenten

la >« (ay,az, .., an). (263)

Het is vaak eenvoudiger om met de componenten te werken dan met de abstracte vectoren zelf.
Om twee vectoren op te tellen, tel je dan de corresponderende componenten op

oo > +|8 > (a1 + b1, a2 + ba, .., an + by). (264)
Vermenigvuldigen met een scalar betekent
cla >« (cay, cas, .., cay), (265)
terwijl de nulvector door een reeks nullen wordt voorgesteld
|0 >=(0,0,..,0) (266)
en de componenten van de inverse vector hebben het tegenovergestelde teken
| —a > (—a1, —ag, .., —ap). (267)

Het enige nadeel van het werken met componenten, is dat men zich moet commiteren tot een
bepaalde basis en dat sommige manipulaties er verschillend uit zullen zien voor iemand die in
een andere basis werkt.

6.3.2 Inproduct

In drie dimensies zijn we twee soorten vectorproduct tegengekomen: inproduct en uitproduct.
In n-dimensionale ruimten beschouwen we enkel het inproduct. Het inproduct van twee vectoren
|o > en |3 > is een complex getal, dat we noteren als < |5 >, met de volgende eigenschappen

< Bla >=<alf >, (268)

<ala>>0, en <ala>=0|a>=][0>, (269)
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<albf>+cly>)=b<a|f>+c<aly>. (270)

We zien hier in een nieuwe notatie weer het vertrouwde gedrag van inproducten. Een vectorruimte
met een inproduct wordt een inproductruimte genoemd.

Omdat het inproduct van een willekeurige vector met zichzelf een niet-negatief getal is, noe-
men we dit de norm of lengte van een vector

ol = V< ala >. (271)

Een eenheidsvector heeft norm 1 en wordt genormaliseerd genoemd. Twee vectoren waarvan
het inproduct nul is worden orthogonaal genoemd. Een verzameling van onderling orthogonale
genormaliseerde vectoren,

< Ctl'|04j >= (5¢j, (272)

wordt een orthonormale verzameling genoemd. Het is altijd mogelijk en bijna altijd makkelijk om
een orthonormale basis te kiezen. In dat geval kan het inproduct van twee vectoren geschreven
worden als

< alf >=ajby + a3by + .. + a,by, (273)

en (het kwadraat van de) norm wordt
— 2 2 2
< ala >=|a1]” + |az|* + ... + |an|%, (274)
en de componenten zijn
a; =< e;la > . (275)

Een andere geometrische grootheid die men kan generaliseren is de hoek tussen twee vectoren.
In gewone vectorrekening hebben cosf = (a - b)/|a||b|. Echter, omdat het inproduct in het
algemeen een complex getal is, definieert de analoge formule geen reéele hoek. Het is echter zo
dat de absolute waarde van deze grootheid een getal kleiner dan 1 is,

|<alf> P <<ala><p8|8>. (276)

Dit belangrijke resultaat staat bekend als de ongelijkheid van Schwarz. We kunnen hiermee de
hoek tussen | > en |3 > definiéren als

< alB>< Bla>
cosﬂ—\/< ala><BF > (277)

Voorbeeld: Stel | >= (1414, —i,1) en |3 >= (2+3i,1—24,i >. Danis |a >*=< | = (1—1,4,1).
Het inproduct < a8 > is dan

2431
<alf>=1—-dii1) | 1-2 | =0 -)©@+3)+i1—-2)+1() =7+3i.  (278)
1
Het inproduct < f|a > is dan
141

<Bla>=2-3i,1+2i,—i)| —i |=7-3i (279)
1
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6.3.3 De Gram-Schmidt procedure

Stel je begint met een basis (|e; >, |ea >,..,|e, >) die niet orthonormaal is. De Gram-Schmidt
procedure beschrijft hoe hem dan een orthonormale basis (|e] >, |e, >, .., |e], >) kan genereren.
Dit gaat als volgt.

1. Normeer de eerste basis vector (deel door de norm)

i

_|€1>

o) >= 11> (280)
lexll
2. Bereken de projectie van de tweede vector langs de eerste en trek die eraf,
lea > — < ellea > |e} > . (281)

Deze vector is orthogonaal met |} >. We normeren de vector en vinden hiermee |ef, >.
3. Trek van |es > de projecties langs |e] > en |e}, > af,
les > — < elles > |e] > — < éhleg > |eh > . (282)

De gevonden vector is orthogonaal op |¢] > en |e}) >. Normeer deze vector om |ej > te
vinden. Enzovoort.

6.3.4 Eigenvectoren en eigenwaarden

Beschouw de lineaire transformatie 7" in 3D die bestaat uit een rotatie, om een gegeven as, over
een hoek . De meeste vectoren |a > zullen in een gecompliceerde manier veranderen, maar
vectoren die toevallig langs de draaias liggen gedragen zich eenvoudig: zij veranderen helemaal
niet: T|a >= |a >. Als 6 = 180°, dan zullen vectoren die in het ‘equator’ vlak liggen van teken
veranderen, T'|a >= —|a >. In een complexe vectorruimte heeft elke lineaire transformatie van
dit soort speciale vectoren, die getransformeerd worden in eenvoudige veelvouden van zichzelf,

Tla >= Aa >, (283)

en deze worden de eigenvectoren van de transformatie genoemd, terwijl de (complexe) getallen
A de eigenwaarden zijn (de nulvector telt hierbij niet mee). Merk op dat ieder veelvoud van een
eigenvector nog steeds een eigenvector met dezelfde eigenwaarde is.

Ten opzichte van een bepaalde basis, neemt de eigenwaarde vergelijking de matrix vorm

Ta = )\a (284)

aan, ofwel
(T—Al)a=0. (285)

Hierbij stelt 0 de nulmatrix voor, waarvan alle elementen gelijk aan nul zijn. Als de matrix
(T — A1) een inverse heeft, kunnen we beide zijden van vergelijking (285) vermenigvuldigen met
(T — A1)~ !, en concluderen dan dat a = 0. We hebben echter aangenomen dat a ongelijk aan
nul is en dus dient de matrix (T — A1) singulier te zijn, hetgeen betekent dat haar determinant
verdwijnt,

(TH — )\) Tio - Tin
T Too — ) ... Ton
det(T — A1) = n (T2 2 —0. (286)
T Tho coe (Toum — )
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Expansie van de determinant levert een algebraische vergelijking voor A,
Co A" 4+ Cr A" L+ CIN+ C =0, (287)

waarbij de coéfficienten C; van de matrixelementen van T afhangen. Dit wordt de karakteristieke
vergelijking van de matrix genoemd; haar oplossingen bepalen de eigenwaarden. Merk op dat
het een nde-orde vergelijking is, die dus n complexe wortels heeft. Sommige van deze wortels
kunnen hetzelfde zijn en alles wat we kunnen zeggen is dat een n X n matrix op zijn minst één
en op zijn meest n unieke eigenwaarden heeft.

Voorbeeld: Vind de eigenwaarden en eigenvectoren van de matrix

2 0 -2
M=| -2 ¢ 20 |. (288)
1 0 -1
De karakteristieke vergelijking is
(2-2X) 0 —2
-2 (i—\) 2i = - N4+ (1+i)A—i\=0, (289)
1 0 (=1=X)

en de wortels zijn 0, 1 en . Noem de componenten van de eerste eigenvector (ay, as, as), dan

2 0 -2 aq aq 0
-2t 1 2 ag | =0 a2 | =1 0 |, (290)
1 0 -1 as as 0
hetgeen de volgende drie vergelijkingen levert
2&1 - 2&3 = 0,
—2iay + iag + 2iaz =0, (291)
a; —az = 0.

De eerste bepaalt ag (in termen van ay), ag = ay; de tweede bepaalt as, as = 0; en de derde is
redundant. We kunnen net zo goed a; = 1 kiezen, omdat een veelvoud van een eigenvector weer
een eigenvector is. We vinden

a = 0|, wvoor A =0. (292)
1

Voor de tweede eigenvector (we recyclen dezelfde notatie voor de componenten) hebben we

2 0 -2 aj aj aq
—2 i % ag | =1 as | = a2 |, (293)
1 0 -1 as as as

hetgeen leidt tot de vergelijkingen

20,1 — 2a3 = ai,
—2ia1 + a2 + 2ia3 = a9, (294)
ap —asz =as,
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met als oplossing as = (1/2)a1,as = [(1 — i)/2]ag; deze keer kiezen we a1 = 2, zodat

2
a® =1 1-i) |, wvoor A =1. (295)
1

Tenslotte geldt voor de derde eigenvector

2 0 -2 ap ap iay
—21 1 21 a =1 a == ’iCLQ s (296)
1 0 —1 as as ’iag

hetgeen leidt tot de vergelijkingen

20,1 — 2a3 = ial,
—2ia1 + 1a2 + 2iaz3 = ias9, (297)
a; —az = iag,

met als oplossing ag = a; = 0, terwijl as onbepaald is. We kiezen ag = 1 en concluderen

a(g) = 1
0

,  voor A3 =1. (298)

6.3.5 Geconjugeerde en Hermitische matrices

De (complex) geconjugeerde van een matrix A = (a;j) wordt aangeduid met A* en wordt verkre-
gen door de complex toegevoegde van elk element te nemen A* = (a;;).

1+ 24 i e [ 1—2i —1
Voorbeeld: AlsA—< 3 2_?)Z,),danmA —< 3 2+3i)'

Een matrix is reéel als alle elementen reéel zijn, A* = A, en imaginair als alle elementen imaginair
zijn, A* = —A.

De Hermitisch geconjugeerde (of Hermitisch toegevoegde) van een matrix A = (a;;) wordt aange-
duid met AT en wordt verkregen door transponeren en complex conjugeren, Af = (a}‘l)

Met deze notatie kunnen we het inproduct van twee vectoren, ten opzichte van een orthogonale
basis, schrijven als

< a|g >=a'b. (299)

Evenzo als bij een getransponeerde matrix, geldt voor de Hermitisch toegevoegde van een product
dat
(AB)! = BTAT. (300)

Een vierkante matrix is Hermitisch als hij gelijk is aan zijn Hermitisch geconjugeerde, AT =
A als Hermitische conjugatie een minteken introduceert, dan wordt de matrix anti-Hermitisch
genoemd.

7 1—4 2
Voorbeeld: De matrix A = 1472 3 1 is Hermitisch.
2 —3 0

We hebben gezien dat voor de Hermitisch geconjugeerde van een matrix geldt dat AT = AT*,
De Hermitisch geconjugeerde van een lineaire transformatie, AT geeft, als hij wordt toegepast
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op het eerste lid van een inproduct, hetzelfde resultaat als wanneer A zou zijn toegepast op de
tweede vector,
< Afa|f >=< a|AB > (301)

voor alle vectoren |a > en |3 >. Voor de duidelijkheid, |43 > betekent A|3 > en < ATa|f >
betekent het inproduct van de vector Af|a > met de vector |3 >. Merk op dat

<alef >=c<alf >, (302)

maar
<calf >=c" <alf > (303)

voor elke scalar c. Voor een lineaire transformatie kunnen we nu schrijven
< alAB >=a'Ab = (Afa)b =< Afa|3 > . (304)
Als de matrix Hermitisch is, T = TT, dan kunnen we het bovenstaande schrijven als

<a|TB>=<Ta|f >=<a|T|3 > . (305)

Hermitische transformaties spelen een fundamentele rol in de quantummechanica. De eigenvec-
toren en eigenwaarden van een Hermitische transformatie bezitten drie cruciale eigenschappen.

1. De eigenwaarden van een Hermitische transformatie zijn reéel.
Bewijs: Stel dat A een eigenwaarde van T is, T|a >= Ala >, met | >%# |0 >. Dan geldt
<a|lTa>=< alda>= < ala >. (306)
Als T Hermitisch is, dan geldt ook
<a|lTa>=<Tala >=< Aaja >= " < ala > . (307)
Omdat < aja ># 0, geldt A = A\* en is A\ dus reéel.

2. De eigenvectoren van een Hermitische transformatie die horen bij aparte eigenwaarden zijn
orthogonaal.

Bewijs: Stel dat T|a >= Aa > en T|8 >= p|B >, met A # 5. Dan geldt
< a|Tp >=< ao|pf >=u < al|f >, (308)
en als T' Hermitisch is, dan
<a|lTf>=<Ta|f >=< | >= " <ol >. (309)
Maar A = A\* (zie hierboven) en de aanname was dat A # p. Dientengevolge is < a3 >= 0.
3. De eigenvectoren van een Hermitische operator spannen de ruimte op.

Opmerking: Wanneer alle n wortels van de karakteristieke vergelijking verschillend zijn,
dan hebben we n onderling orthogonale eigenvectoren en kunnen deze vectoren vanzelf-
sprekend de ruimte opspannen. De zaak wordt ingewikkeld als de eigenwaarden ontaard
zijn en dezelfde wortels optreden. We dienen dan lineaire combinaties te vormen en dienen
vervolgens te bewijzen dat we hiermee ook lineair onathankelijke eigenvectoren verkrijgen.
Vervolgens kunnen we deze vectoren orthonormaliseren met de Gram-Schmidt procedure.
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6.3.6 Unitaire matrices

Definitie: Fen matrix is unitair als haar inverse gelijk is aan haar Hermitisch geconjugeerde,
A" = A~1. De kolommen van een unitaire matrix vormen een orthonormale set, evenals haar
rijen.

Merk op dat terwijl de elementen van een orthogonale matrix in R, liggen, liggen de elementen

van een unitaire matrix in de ruimte C,,.

Unitaire transformaties behouden het inproduct in de zin dat geldt
<Ua|lUp >=<a|f > (310)

voor alle vectoren |a > en |3 >.
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7 GRONDSLAGEN VAN DE QUANTUMMECHANICA

7.1 Operatoren en complexe functies
7.1.1 Inleiding

Er zijn vele manieren om quantummechanica te leren: historisch, empirisch, Hamiltonisch, axio-
matisch enz. We kiezen hier de axiomatische wijze omdat die het snelst tot een niveau leidt
waarbij we de belangrijkste elementaire problemen te lijf kunnen gaan. De grootste hindernis is
het overwinnen van de abstracte en ongewone taal. We zullen hier beginnen met de benodigde
wiskundige achtergrond.

David Hilbert heeft ingezien dat functies zich formeel net zo gedragen als vectoren. Dit kan
men logisch aannemelijk maken door te bewijzen dat functies voldoen aan dezelfde axiomas als
vectoren, waaruit dan alle eigenschappen van de vectorruimte volgen. De functies bouwen ook
een dergelijke ruimte op, die de Hilbertruimte genoemd wordt.

e Een n-dimensionale vector a wordt gedefinieerd door aan elke heeltallige waarde van de
index i (i = 1,...,n) een getal toe te voegen, dat de component a; van de vector voorstelt.

Een functie f wordt gedefinieerd door aan elke waarde van het argument x (meestal met
—00 < x < 00) een getal toe te voegen, dat de functiewaarde f(x) voorstelt.

e Twee vectoren a en b kunnen worden opgeteld tot een nieuwe vector c, indien men voor
elke index ¢ de componenten a; en b; optelt en de som gelijk stelt aan c;.
Twee functies f en g kunnen worden opgeteld tot een nieuwe functie h, indien men voor

elk argument x de functiewaarde f(z) en g(z) optelt en de som gelijk stelt aan h(x).

e Het inproduct < alb > van twee vectoren a en b wordt verkregen door voor elke index de
twee componenten a; en b; te vermenigvuldigen. De som van al deze producten wordt het
inproduct genoemd,

< alb>= (a,b) :aTb:Zaf-bi. (311)
i=1

Het inproduct < f|g > van twee complexe functies f en g wordt verkregen door voor elk
argument x de functiewaarden te vermenigvuldigen. De integraal van al deze producten
wordt het inproduct!? genoemd,

< flg>= / 7 P e) - gla)da. (312)

e De lengte of norm van een vector of functie wordt gedefinieerd als de wortel uit het inpro-
duct van de vector of functie met zichzelf,

la| = /< ala >, If| = /< fIf >. (313)

e De hoek ¢ tussen twee vectoren of functies wordt ook met behulp van het inproduct
gedefinieerd,

COS¢:\/<ayb><b\a> COS¢:\/<f\g><g[f> (314)

<ala ><blb>’ < flf ><glg >~

Merk op dat geldt < flg >*=< g|f >. Verder dienen de functie kwadratisch integreerbaar te zijn,
J |f(x)|*dz < oo, anders bestaat het inproduct van f met zichzelf al niet.
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e Twee vectoren of functies zijn orthogonaal als hun scalair product gelijk is aan nul,

alb <« <alb>=0, flg < < flg>=0. (315)

e Twee vectoren of functies zijn parallel als de een uit de andere verkregen kan worden door
te vermenigvuldigen met een scalar,

a|b < a=cb, flg < f=cg. (316)

Na al deze overeenstemmingen willen we op het wezenlijke verschil tussen een vector en een functie
wijzen: een functie is een vector met oneindig veel dimensies. Hierdoor hebben twee functies veel
meer mogelijkheden om niet parallel te zijn in vergelijking met twee vectoren. Functies hebben
bijvoorbeeld meer mogelijkheden orthogonaal te zijn.

7.1.2 Bases in de Hilbert ruimte
We beschouwen de verzameling P(N) van alle polynomen van de graad < N,
p(z) = ap + a1z + asz® + - +ay_12V L, (317)

op het interval —1 < x < 1. De functies zijn op dit domein zeker kwadratisch integreerbaar en we
hebben dus een bona fide inproduct ruimte. Een voor de hand liggende basis is de verzameling

le1 >=1, |eg >==z, |e3 >=12?%, -+, ey >=2z" L. (318)

We hebben duidelijk te maken met een N-dimensionale vector ruimte. De basis is echter niet
orthonormaal, want we zien bijvoorbeeld direct dat

1

1
2
< eile; >= / ldx = 2, < eiles >= / 22dr = 3 (319)
—1 —1

We kunnen nu de Gram-Schmidt procedure toepassen, teneinde de basis te orthonormaliseren.
Als we dat doen vinden we de Legendre polynomen, P,(z), behalve dan dat Legendre niet zo op

de normering gelet heeft,
, 1
le;, >=1/n — 3 P,_1(z), (n=1,2,N). (320)

De eerste paar Legendre polynomen worden in table 2 getoond.

Tabel 2: Enkele van de eerste Legendre polynomen, P, (z).

Py=1
P1 =X

Py = 3(32% -1)

Py = 1 (523 — 32)

Py = i(35:c4 — 3022 + 3)
P; = 2(63355 — 702 + 15z)

Als tweede voorbeeld beschouwen we de verzameling T'(/V) van alle goniometrische functies van
de vorm

flx) = [an sin (nwx) + by, cos (nmx)] , (321)
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op het interval —1 < z < 1. Ook nu kunnen we laten zien dat

1 .
e (n=0,41,---, (N -1 322
7 ( ( ) (322)

een orthonormale basis vertegenwoordigt. Hierdoor kunnen we een willekeurige functie schrijven
als een lineaire combinatie van deze basis functies. Hierop berust de Fourieranalyse.

len, >=

7.1.3 Matrices en operatoren

Een kwadratische matrix kan voorgesteld worden door een kwadratisch getallenschema. Bijvoor-
beeld voor n = 3,

air a2 a13

M = mir — a21 a22 A3 . (323)

azy as2 as3
De belangrijkste matrixoperatie is de vermenigvuldiging met een vector a. Het resultaat van
deze operatie is een andere vector: b = Ma = m;iay, waarbij deze vector b als componenten
b; = Y p_y mikay heeft. De component ¢ is het inproduct van rij ¢ van de matrix met de vector
a.

Men kan ook stellen dat de matrix M uit de vector a een andere vector b genereert. Preciezer
geformuleerd is de matrix een lineaire vectorfunctie. Hiermee wordt bedoeld dat net zoals een
functie f aan elk getal = een ander getal f(x) toevoegt, voegt een matrix aan elke vector a een
andere vector b = Ma toe. Lineair betekent in dit verband dat in het algemeen geldt dat

M(a + b) = Ma + Mb. (324)

Een operator is voor functies hetzelfde als een matrix is voor vectoren. Een operator A
genereert uit elke functie f een andere functie g = Af. Preciezer geformuleerd voegt een lineaire
operator aan elke functie f een andere functie g = Af toe, waarbij

A(fl + fg) = Af| + Af,. (325)

Andere voorbeelden van operatoren worden gegeven in tabel 3.

Tabel 3: Enkele voorbeelden van operatoren die werken op een functie en hieruit een nieuwe
functie genereren.

Voorbeeld Actie

Additie van een constante Af=f—+a

Vermenigvuldiging met een constante ~ Af = af

Vermenigvuldiging met x Af = of

Differentiéren naar x Af = %f

Integraaloperator met ‘kernel’ K (z,2') Af = [ K(z,2')f(2')d2’ = g(x)

7.1.4 Eigenfuncties en eigenwaarden

Een operator heeft op een functie, net zoals een matrix dat heeft op een vector, in het algemeen
twee acties: hij strekt de functie (verandert de lengte) en hij roteert de functie (verandert de
richting). Voor deze rotatie zijn er bij oneindig veel dimensies buitengewoon veel mogelijkheden.
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Van belang zijn vooral die gevallen waarbij een rotatie achterwege blijft, waarbij de functie Af
parallel is aan de functie f,
Af = af. (326)

Functies die door een gegeven operator niet geroteerd worden heten de eigenfuncties van die
operator. De bijbehorende waarden van a heten de eigenwaarden van de operator. Als er
bij dezelfde eigenwaarde meerdere eigenfuncties horen, dan noemt men die eigenwaarden en
eigenfuncties ontaard.

In de quantummechanica is een speciale klasse van operatoren van bijzonder belang: de
Hermitische operatoren. Een Hermitisch operator voldoet aan de definitie

< fl|Ag >=< Aflg >, (327)

voor alle functie f en g. De eigenfuncties en eigenwaarden van Hermitische operatoren hebben een
aantal belangrijke eigenschappen. De eigenwaarden van een Hermitische operator zijn reéel en
de eigenvectoren die horen bij verschillende eigenwaarden zijn orthogonaal. De derde eigenschap,
compleetheid van de eigenvectoren, is in het algemeen slechts geldig in een eindig-dimensionale
ruimte. In oneindig dimensionale ruimten hebben sommige Hermitische operatoren een com-
plete verzameling eigenvectoren, sommige hebben een niet-complete verzameling, en sommige
hebben helemaal geen eigenvectoren in die ruimte. In de quantum fysica is de eigenschap van
compleetheid absoluut essentieel en de eigenfuncties van de meest voorkomende Hermitische
operatoren hebben behalve hun orthogonaliteit deze belangrijke eigenschap van volledigheid:
men kan elke willekeurige functie ontwikkelen in deze eigenfuncties, net zoals men functies kan
Fourier-ontwikkelen naar de eveneens orthogonale functies sinnz en cosnx. Op deze generali-
satie van de Fourier-ontwikkeling berusten de meeste benaderingsmethoden die gebruikt worden
in de quantummechanica. We zullen later zien hoe we hier mee omgaan.
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7.2 Grondslagen van de quantummechanica
7.2.1 Axiomas

De axiomas waarop de quantummechanica gebaseerd is, zijn minder evident dan bijvoorbeeld
die van de mechanica van Newton en drukken het wezenlijk nieuwe idee uit dat niet alle fysische
grootheden onder alle omstandigheden een nauwkeurig bepaalde waarde hebben.

1. De toestand van een systeem wordt door een toestandsfunctie v voorgesteld.
2. ledere fysische grootheid correspondeert met een Hermitische operator.

3. Een toestand van een systeem, waarin een fysische grootheid A een nauwkeurig bepaalde
(zogenaamde scherpe) waarde heeft, moet door een eigenfunctie van de corresponderende
operator beschreven worden. De waarde van de grootheid A is de bijbehorende eigenwaarde
a.

4. Als de fysische grootheid A, gekenmerkt door de operator A, voor een systeem dat beschreven
wordt door de toestandsfunctie ¢ geen scherp bepaalde waarde heeft, dan kan men toch
een verwachtingswaarde aangeven, namelijk

< A>=< |Ap >= /Q,Z)*(:c,t)A@Z)(:c,t)dx. (328)

Indien de metingen aan het systeem in dezelfde toestand meerdere malen worden uitge-
voerd, dan vindt men voor de gemiddelde waarde van A precies de waarde < A >.

We zullen nu trachten deze axiomas toe te lichten. We houden hierbij dezelfde volgorde aan.

Ad. 1: De toestandsfunctie 1 geeft alle informatie over een systeem. De functie ¢ zelf is echter
niet observabel.

Ad. 2: De verwachtingswaarde van de observabele A voor een systeem beschreven door toestand
1 wordt gegeven door

< A>=<1p|A >= /@Z)*Aqbdr. (329)

Deze verwachtingswaarden zijn reéle grootheden (zoals plaats en energie) en er dient dus
te gelden dat
< PlAY >=< Y|AY >T=< AY|p > . (330)

Dit is equivalent met

/w*Awdr = /w(Aw)*dr = /(Aw)*wdr. (331)

Een operator die voldoet aan bovenstaande condities wordt een Hermitische operator ge-
noemd en we concluderen dat observabelen dienen overeen te komen met Hermitische
operatoren.

Het is mogelijk om de eis tot Hermiticiteit algemener op te schrijven, waarbij de conditie
gegeven door vergelijking (331) voor de Hermiticiteit van een operator equivalent is met
de conditie dat voor twee willekeurige toestanden 1 en 9 geldt dat

< Awl‘wg >=< 'LﬂﬂA'Lﬂg >=< 'Lﬂl‘A"Lﬂg > . (332)
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Bovenstaande uitdrukking is equivalent met

/¢TAw2dr = /(A¢1)*¢2dr. (333)

Bewijs: Teneinde het bovenstaande te bewijzen beschouwen we de toestand

Y =11 + catdy, (334)

waarbij c¢; en cy willekeurige complexe getallen zijn. Als we deze toestand invullen in
vergelijking (331), dan vinden we

2

> Chen [ / U, A dr — / (Awm)*wndr} =0 (335)

m,n=1

en dit geldt voor willekeurige ¢ en ¢y. Hieruit volgt vergelijking (333) als we aannemen
dat

A(c191 + cathe) = c1 Ay + coAvhs. (336)

We noemen een operator met deze eigenschap een lineaire operator.

Ad. 3: We vragen ons af of er toestanden v bestaan waarvoor het resultaat van metingen
van de observabele A uniek is, dus waarbij metingen van A altijd tot dezelfde waarde
leiden. In het algemeen weten we dat het uitvoeren van meerdere metingen aan identiek
geprepareerde systemen in de toestand v zullen leiden tot resultaten met een spreiding

AA rond de meest waarschijnlijke waarde < A >. Als een maat voor de spreiding nemen
we de standaarddeviatie AA, gedefinieerd door

(AA)? = /w*(A— < A>)(A- < A >)pdr
= [lA-<A>) (A < 4>l

_ /\(A— < A >)ydr.

(337)
Hieruit volgt dat AA =0 als
Ay = ay, (338)
waarbij a een getal is waarvoor geldt dat
< A>=a. (339)

Vergelijking (338) vertegenwoordigt een uitermate belangrijk resultaat. Het stelt dat een
meting aan een systeem in een eigentoestand van de Hermitische operator, als resultaat
met zekerheid de bijbehorende eigenwaarde geeft.

Een fysische observable van een systeem correspondeert met een Hermitische operator in de
theorie. Deze operator heeft een spectrum van eigenwaarden en eigenfuncties. We hebben

Awn = anwn- (340)

Resultaten van metingen van de observable A zullen corresponderen met eigenwaarden a,,
van deze operator. Na een meting wordt de toestand van het systeem beschreven door de
bijbehorende eigenfunctie v,, van deze operator.
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Ad. 4: De eigenfuncties van een Hermitische operator hebben de belangrijke eigenschap dat ze
een orthonormaal stelsel vormen. Er geldt

1, m=n,

< Y |thy, >= /w;*nwndr = On = { 0 mtn (341)

Een andere belangrijke eigenschap van Hermitische operatoren is dat de verzameling eigen-
functies, 11, 19, .., een complete set vormen. Dit betekent dat een willekeurige toestands-
functie 1 van het systeem geéxpandeerd kan worden in termen van de eigenfuncties van
een willekeurige Hermitische operator als

Y= ch¢n (342)

Indien we bovenstaande vergelijking vermenigvuldigen met 1)), en vervolgens integreren,
waarbij we gebruik maken van de orthonormaliteitsrelaties, dan verkrijgen we voor de
expansiecoéfficienten

e = / W . (343)

Met behulp van het expansietheorema (vergelijking (342)), kunnen we de waarschijnlijk-
heidsverdeling afleiden voor de resultaten van metingen van A. De verwachtingswaarde
van de observabele A voor een systeem beschreven door toestand 3 wordt gegeven door

<A>=<Y|AlY >= /w*Azpdr. (344)
Indien we gebruik maken van het expansietheorema, ¢* = > cr ik en ¢ =3 cpiby,
dan vinden we
<A>=) "> den / Y Atpdr. (345)
m n
Vervolgens maken we gebruik van de eigenwaardenvergelijking A, = a,i, en vinden
< A>= Z Z cfncn/anw:nwndr. (346)
m n
Tenslotte gebruiken we de orthonormaliteitsrelaties 17,1, = 0y, en verkrijgen

<A>=)|enlPan. (347)

Hieruit concluderen we dat voor een systeem in toestand |¢) > een meting van de grootheid
A de waarde a, levert met een waarschijnlijkheid

Plan) = |eaf? = | / . (348)

Uit de normering van de toestandsfunctie volgt dat

/ Wiy = 1, (349)

en als we nu gebruik maken van het expansietheorema en de orthonormaliteits relaties, dan

D el = 1. (350)

vinden we
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In dat geval geldt dus ook

> Play) =1, (351)

waaruit we concluderen dat de enige mogelijke waarden die verkregen kunnen worden bij
een meting van de observabele A, de eigenwaarden a1, ag, ... zijn.

We komen dus tot de opmerkelijke conclusie dat in welke toestand |¢) > het systeem ook is,
als resultaat van een meting kunnen enkel eigenwaarden zoals a; en as gevonden worden
en niet bijvoorbeeld een waarde tussen a; en ag. Dit is volledig anders dan we op basis
van de klassieke fysica zouden verwachten. Dit gedrag is volledig in overeenstemming met
experimentele resultaten.

7.2.2 Operatoren voor plaats en impuls

We dienen nu enkel nog te weten wat de operatoren zijn die corresponderen met de desbetreffende
fysische grootheden. Helaas kunnen deze niet algemeen afgeleid worden en dient men analogién te
gebruiken. De juiste operator is die, waarvoor men in het grensgeval met de klassieke mechanica
de bekende klassieke resultaten verkrijgt. Dergelijke analogién worden bijzonder duidelijk indien
men de klassieke mechanica uitdrukt in het Hamilton en Lagrange formalisme (hetgeen we hier
niet zullen doen). Op deze wijze vindt men dat de operator van de positie x overeenkomt met
het vermenigvuldigen met de variabele z,

x1) = x). (352)
De operator van de impulscomponent p, correspondeert met de partiéle afgeleide naar z,
h 0o
< = ——=—1. 353
Px¥ = S5 (353)

We vragen ons af hoe de toestanden er uitzien, waarvoor de deeltjes een scherpe waarde van de
impulscomponent p, hebben. In dat geval dient hun toestandsfunctie i) een eigenfunctie van de
impulsoperator zijn,

h 0
2%1? = pay. (354)
Enkel een exponentiéle functie is evenredig met zijn eigen afgeleide en daarom wordt een toestand
met scherp gedefinieerde impuls geschreven als

pxw =

W = oetPer, (355)

Het reéle deel hiervan is een harmonische golf die geschreven kan worden als

2
g cos %m = 1) COS Tﬂx, (356)

waarbij de golflengte gelijk is aan A = % zoals vereist door de Broglie. Enkel harmonische v

golven hebben een scherp bepaalde impuls. Nuttig is de afkorting k = QT”, met k het golfgetal,

waarmee de impulseigenfunctie geschreven kan worden als
Y = et (357)

Het is iets gecompliceerder om de vraag te beantwoorden welke toestanden corresponderen
met een deeltje dat zich op een scherp bepaalde positie bevindt, bijvoorbeeld op positie x = a.
In dat geval dient ¢ een eigenfunctie van de plaatsoperator te zijn,

x1) = x1) = a. (358)
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Hierbij dient vermenigvuldigen met de variabele x overeen te komen met vermenigvuldigen met
de constante a. Als we dat proberen, dan vinden we dat hiervoor de functie 1 overal gelijk aan
nul dient te zijn, behalve bij x = a! Deze functie, die overal nul is behalve op de positie = = a,
waar ze oneindig is, heet de §-functie. Men kan zich deze functie voorstellen als bijvoorbeeld een
Gaussverdeling waarvan de breedte steeds kleiner wordt, maar waarvan het maximum tegelijker-
tijd steeds hoger wordt. Indien v (z) geen d-functie is, dan heeft = geen scherpe waarde en kan
het deeltje zich overal bevinden. Volgens de axiomas van de quantummechanica wordt de meest
waarschijnlijke positie dan gegeven door

+o0 +oo
czs=< oy >= [ o (@)z(z)ds = / 202 (2)da. (359)

—00

Deze vergelijking ziet er hetzelfde uit die voor de gemiddelde waarde van een grootheid z, waarvan
we enkel de waarschijnlijkheidsverdeling P(x) kennen,

400
<z>= / +P(x)dz, (360)

indien we ervan uitgaan dat P(z) op de juiste wijze genormeerd is.

Dan geldt namelijk dat fj;o P(z)dr = 1. Men kan +?(z)dx dus interpreteren als de waar-
schijnlijkheid'? dat bij een meting het deeltje in het interval tussen z en z + dx zou worden
aangetroffen.

7.2.3 De onzekerheidsrelaties van Heisenberg

Het is duidelijk dat een eigenfunctie van impuls (een harmonische golf) niet tegelijkertijd een
eigenfunctie van de plaats (d-functie) kan zijn. Er bestaat dus geen toestand, waarin een deeltje
tegelijkertijd een scherp bepaalde impuls p, en een scherp bepaalde positie « heeft. Men kan
zelfs zeggen dat voor een toestand met scherp bepaalde impuls de positie volledig onbepaald is
en omgekeerd.

Een voorwaarde voor het bestaan van een verwachtingswaarde van de plaats is dat de golf-
functie 1 van het deeltje ergens (of op meerdere plaatsen) geconcentreerd is. Voor het bestaan
van de verwachtingswaarde van de impuls, dient deze op zijn minst een golfkarakter te hebben.
Een redelijk compromis wordt bijvoorbeeld gegeven door de functie in Fig. 32.

Een dergelijk golfpakket kan volgens de Fourieranalyse worden opgebouwd uit een groot
aantal vlakke golven van de vorm (355), echter met verschillende waarden voor p, dus met
verschillende golflengten. Deze impulsen dienen in een bepaald gebied Ap te liggen en men dient
er dan verder nog voor te zorgen dat de fasen z6 gekozen zijn dat men een maximum creéert op
de positie z = a. Op alle andere plaatsen kloppen de fasen dan niet meer, indien men oneindig
veel waarden voor p gebruikt (in geval van een eindig aantal p-waarden krijgen we periodieke
herhalingen). We hebben in paragraaf 2.3.4 getoond, dat een dergelijke superpositie een breedte
Ax heeft, die met de breedte van het gebruikte golflengtegebied samenhangt volgens

)\2
Volgens de relatie van de Broglie is dat identiek aan
h

Ax =~ . 2

x A, (362)

13Merk op dat in het geval van een complexe toestandsfunctie deze waarschijnlijkheid gegeven wordt door

P pdx.
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Figuur 32: Superpositie van golven die gekozen zijn uit een nauw golflengtegebied levert een
golffunctie met een niet al te grote spreiding in positie.

Dit is de onzekerheidsrelatie van Heisenberg.

We zullen nu bovenstaande relatie afleiden voor het geval dat de gewenste positie van het
deeltje x = 0, de gemiddelde impuls p,, en het voor de superpositie gebruikte impulsgebied gelijk
is aan (p, — %,px + %). Al deze partiéle golven zijn vertegenwoordigd met gelijke amplitude.
Dus met andere woorden: we weten niet welke impulswaarde uit dit gebied een voorkeur heeft,
maar enkel dat de impuls in dit gebied ligt. Alle waarden in dit gebied zijn even waarschijnlijk!
We vinden de toestandsfunctie door superpositie en integreren dus over alle partiéle golven,

pz+% ix h irpg icA icA 2h A TPy
() o / endp=—e (e m — e 2ﬁp> = Msin 2280 (363)
pa— 2P ix x 2h
Dit is een vlakke golf, waarvan de amplitude met de factor 2% gemoduleerd is (z = %x).
Deze functie heeft precies de vorm zoals getoond in Fig. 32. Het hoofdmaximum ligt tussen de
T

waarden z = —F en z = +% en heeft een breedte

Az=m, endus Azx= Aip’ (364)

waaruit de onzekerheidsrelatie van Heisenberg volgt.

Als we de operatoren beschouwen, dan uit zich de onzekerheidsrelatie in het feit dat de plaats-
en impulsoperator niet verwisselbaar zijn. Men krijgt verschillende resultaten als men op een
functie eerst de plaats- en dan de impulsoperator laat werken of omgekeerd,

h O h of
X f=—-—(af) = = —
PxX i@x(x ) ; <f+x8x> (365)
o ho. hoof
xf=o——Ff=—2x—.
*P ¥ o i Oz (366)
Het verschil van beide uitdrukkingen bedraagt
h
(pacx — xpy)f = ot (367)
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en toont dat iedere functie een eigenfunctie is van de operator pxx — Xpx met een eigenwaarde
gelijk aan ? We gebruiken voor het operatorverschil de notatie [px,X] = pxX — Xpx en noemen
[Px, x| de commutator van px en x. Onafhankelijk van de keuze van f kan men dus de zuivere
operatorvergelijking

[px,X] = PxX —XPx = ? (368)
opschrijven. Dit is een van de verwisselingsrelaties. Wat de impuls betreft zijn er natuurlijk
drie, voor elke co6rdinaat één. Ook bestaat er een dergelijke relatie tussen energie en tijd. Ze
geven de abstracte voorstelling van de onzekerheidsrelaties, die gewoonlijk als volgt geformuleerd
wordt: ‘Het is onmogelijk de plaats en impuls van een deeltje of het tijdstip en energie van een
gebeurtenis, in het algemeen een paar geconjugeerde grootheden tegelijkertijd scherp te bepalen.
Bij een dergelijke meting resteren er altijd onzekerheden Ax en Ap,, respectievelijk At en AF,
waarvan het product principieel niet kleiner gemaakt kan worden dan A.’

7.2.4 Schriédingervergelijking als eigenwaardenvergelijking

We hebben tot nu toe steeds over slechts één impulscomponent gesproken, terwijl er toch drie
componenten bestaan. De hiermee corresponderende operatoren 2-2 2.0 op ?8% kunnen in een

i 0x’ 10y
vector worden samengevat,

h(fO0 0 0 h

De operator die correspondeert met de volledige impulsvector van een deeltje is dus de gradiént

operator, vermenigvuldigd met ? De operator voor de kinetische energie van een deeltje kan
2

men analoog aan de klassieke uitdrukking Fy;, = é’—m uit de impulsoperator opbouwen,

2 2 2 2 2 2

P h 0 0 0 h
Ekn=—="—"—|—+—+— ) =—""-A. 370
K 9m 2m <6x2 * 0y? s 2m (370)
De operator die correspondeert met de kinetische energie is dus op de factor —% na de Laplace

operator (met definitie A =V - V).

De plaatsoperator werkt door een eenvoudige vermenigvuldiging met de coordinaat of al-
gemener met de plaatsvector r. Elke fysische grootheid die enkel een functie van de plaatscoor-
dinaten is, heeft eveneens een corresponderende operator, waarvan de werking bestaat uit een
eenvoudige vermenigvuldiging met deze functie. Dit is bijvoorbeeld het geval voor de poten-
tiéle energie U(r) van een conservatief krachtveld. De wet van behoud van energie, waarbij het
gaat om de som van de kinetische en potentiéle energie, kan als de volgende operatorvergelijking
geschreven worden, )

E = Eyin + Epot = —:—mA—i—U(r). (371)
Uit zowel het Hamiltonformalisme als de relativiteitstheorie is het plausibel te maken dat de
energieoperator op dezelfde manier met de tijd in verband staat als de impulsoperator met de

plaats'4,
E—ihl. (372)
ot
De operator die de tijd bepaalt, analoog aan de plaatsoperator, bestaat uit een eenvoudige
vermenigvuldiging met ¢. Hieruit volgt direct een verwisselingsrelatie tussen energie en tijd die

"“Merk op dat men de operator ook als E = %% aantreft, die van onze definitie verschilt in een minteken. Dit

verschil in keuzemogelijkheid hebben we uitgelegd in paragraaf 5.1.
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overeenkomt met een corresponderende onzekerheidsrelatie, analoog aan die tussen plaats en
impuls,

[E,t] = Et — tE = ih (373)

en dus

AE - At~ h. (374)

We vragen ons nu af hoe de eigenfuncties van de energieoperator E eruit zien. Wat zijn de
toestanden met een scherp bepaalde waarde voor de energie? Geheel analoog aan de discussie
van de impulseigenfuncties zoeken we nu de oplossingen van de eigenwaardevergelijking

0
Ey =ih—vy = EyY (375)
ot
van de vorm
1Bt
Y =1pe (376)
die harmonische oscillaties voorstellen met hoekfrequentie w = %, dus met frequentie
E
= —. 377
v=> (377)

Dit noemen we de tweede vergelijking van de Broglie en hij herinnert aan de quantisatie die
Planck oplegde aan licht. We zien dat zowel materie- als lichtgolven met frequentie v een energie
E = hv hebben.

Een toestandsfunctie die overeenkomt met een scherpe waarde voor de energie correspondeert
dus met een harmonische trilling op ieder punt in de ruimte. Het is een staande golf! Teneinde
deze golf volledig te kenmerken moeten we nog de ruimtelijke verdeling van haar amplitude
aangeven,

(rt) = o(r) - €. (378)

De energieoperator gegeven in vergelijking (372) geeft hierover geen informatie, maar wel de wet
van behoud van energie.

2
Exin + Epot = —;—mA U@ = E = m%. (379)

Als men een dergelijke operatorvergelijking opschrijft, dan bedoelt men dat de operatoren die
aan beide kanten van het =-teken staan, als ze werken op elke mogelijke functie, steeds hetzelfde
resultaat leveren. Dit betekent dat iedere toestandsfunctie 1 (r,t) een oplossing moet zijn van
de vergelijking

h? 0
—%A@Z)(r, t) + U(r)y(r,t) = zhaw(r, t). (380)
Dit is de tijdafhankelijke Schrédingervergelijking.

In het speciale geval van toestanden met een scherp bepaalde energie, zogenaamde statio-
naire toestanden, weten we reeds dat de rechterkant van bovenstaande vergelijking eenvoudig
E(r,t) = E¢(r)e™! levert. Het tijdafhankelijke deel ™! kan dan aan beide kanten van de
vergelijking weggestreept worden. Het amplitudedeel ¢(r) van een stationaire toestand is dan
een oplossing van de tijdsonathankelijke Schrédingervergelijking,

_% A¢(r) + U(r)o(r) = Eo(r). (381)

De operator aan de linkerkant noemt men de Hamilton operator of Hamiltoniaan. Stationaire
toestanden zijn eigenfuncties van deze Hamiltoniaan, H¢ = E¢, en in deze vergelijking komt de
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tijd niet meer voor. Dientengevolge veranderen de golffuncties ¢ voor de stationaire toestanden
niet in de tijd, afgezien van de verplichte factor ¢®!. Dit is de reden dat men deze toestanden
stationair noemt. FEnkel een toestand die niet verandert in de tijd heeft een scherp bepaalde
energie. Toestanden van atomen en molekulen, als ze geen straling emitteren of absorberen, en
dus niet in de tijd veranderen, zijn van dit type en worden beschreven door de tijdsonafhankelijke
Schrédingervergelijking.

7.2.5 Dirac notatie

In de notatie die is ingevoerd door Dirac schrijven we in plaats van de golffuncties v, ¥, ... de
toestanden [, >, |1y >, ... of zelfs |a >, |b >, ... waarbij a, b, ...de toestanden labelen waarvan
de golffuncties 1, ¥y, ... zijn. Het symbool | > werd door Dirac een ket genoemd, terwijl de bra
< | de complex geconjugeerde toestand voorstelt. De ket is een vector, maar wat is een bra? Het
is duidelijk geen operator, want als een operator op een vector werkt, dan dient het resultaat een
vector te zijn. Echter als een bra op een vector (een ket) werkt, dan is het resultaat een complex
getal, dat we als inproduct kennen. In deze notatie kan het scalaire product van twee toestanden
|a > en |b > geschreven worden als

<bla>=< vl >= [ Ui (382)

De verzameling van alle bra’s vormen weer een lineaire vectorruimte, die we de duale ruimte
noemen.

Het blijkt dat we met de Dirac notatie ook meer inzicht in de compleetheid (volledigheid) van

een operator kunnen krijgen. Beschouw hiertoe het volgende: als &i(r), &1 (r), ..., &u(r), een
complete set orthonormale golffuncties is, dan geldt
< &mlén >= Omn (383)

en de expansie van een willekeurige golffunctie ¥,(r) in termen van de complete set &;(r), &1 (r),
... heeft in Dirac notatie de vorm

o >=""ca(n)[én > . (384)

n

Als we het inproduct hiervan nemen met |, >, dan verkrijgen we de expansiecoéfficiént
ca(m) =< &pmla > . (385)
Stel dat |, > een genormeerde vector is, dan kunnen we de operator P,, definieren als
P, =&, >< &, (386)

en deze operator selecteert de component van elke vector die langs |§,, > ligt. Zo vinden we voor
de component |a >, langs |, > de vector

’a >n= Pn’a >= ‘gn >< fn’a >=< gn’a > ‘gn > (387)

We kunnen hiermee vergelijking (384) schrijven als

o >=) "6 >< &nla > . (388)

Stel dat Q een operator is met een complete verzameling orthonormale eigenvectoren,

Qlej >=Ajle; > (1 =1,2,3,...,n), (389)
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dan noemen we

Q:Z)\j\ej >< ey (390)
j=1

de spectrale decompositie van Q.

In een meer eenvoudige notatie vinden we voor vergelijking (388)

la>=) "|n><nla>. (391)

n

We zien dat de operator ), |n >< n| =1 voor een complete set.

7.3 Onzekerheid in de quantum fysica

In de bespreking van Fourieranalyse zijn we de onzekerheidsrelatie van Heisenberg tegen gekomen.
Ook hebben we gezien dat bepaalde, zogenaamde geconjugeerde operatoren niet commuteren.
In het volgende willen we hier een verband tussen leggen en een bewijs leveren van het algemene
onzekerheidsprincipe in de quantum fysica.

Voor iedere observabele A geldt
04 =< (A= < A>)W|(A— < A >)p >=< f|f >, (392)
met |f >= (A— < A >)|1p >. Evenzo geldt voor iedere andere observabele B,
0% =<glg>, met |g>=(B-<B>)>. (393)
Voor inproducten geldt altijd,
0hoh =< flf ><glg> > | < flg>I* (394)

Ook geldt voor elk complex getal z,
1 2
o1 = (Re(@)? + ((a))? 2 (n(a))? = [t - )] (305)

Dus als we stellen dat z =< f|g >, dan
1 2
s> (5 1< slo> - <lr >1) - (396)
Echter

<flg> = <(A=—<A>)|(B— < B> >=<|(A— < A>)(B— < B> >
<Y|(AB—A<B>-B<A>+<A><B>)>

<YABY > — < B><¢Y|AYp > — < A><yY|ByY >+ < A>< B >< ¢l >
<AB>-<B><A>—-<A><B>+<A><B>

= <AB>-<A><B>.

(397)
Evenzo geldt
<glf >=<BA>-<A><B >, (398)
dus
<flg>—<g|f >=<AB > - <BA >=<[A,B] >, (399)
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met

[A,B] = AB - BA (400)

de commutator van de twee operatoren. We kunnen hiermee de conclusie trekken, dat
1 2
oc4o% > <2—Z < [A,B] >) . (401)

Dit is de onzekerheidsrelatie in zijn meest algemene vorm.

Stel dat we als eerste observabele de positie nemen, A = x en voor de tweede de impuls B =
(h/i)d/dz. Voor de commutator geldt dan [x, p] = i/ en we vinden

1.\ B\ 2
252 > [ =4 = (= 402
Uxap_<2izh> <2> , (402)

en omdat standaarddeviaties altijd positief zijn,
h
Oz0p > 5 (403)

We zien dus dat onzekerheid algemeen ingebouwd zit in de quantum theorie en we vinden een
onzekerheidsrelatie voor elk paar observabelen waarvan de corresponderende operatoren niet
commuteren. We noemen deze incompatibele observabelen.

7.4 Tijdevolutie van een systeem

In de Schrédinger representatie is de golffunctie van een systeen tijdathankelijk, terwijl de ob-
servabelen geen expliciete tijdafhankelijkheid hebben. De Hamiltoniaan wordt gegeven door
H = Ey, + V(r), waarbij Egi, en V(r) de operatoren zijn die corresponderen met de kinetische
en potentiéle energie van het systeem. De tijdevolutie van het systeem wordt gegeven door de
tijdathankelijke Schrédingervergelijking

0
in??

ot
De Schrodingervergelijking is de quantummechanische bewegingsvergelijking van het systeem.
Indien we aannemen dat H niet van de tijd afhankelijk is, dan is het zinvol om oplossingen te
zoeken van de vorm

— Hy. (404)

Y(r,t) = p(r)e FM, (405)
Invullen in de Schrédingervergelijking levert de eigenwaardenvergelijking
Ho(r) = Eg(r). (406)
Bovenstaande vergelijking wordt de tijdonafhankelijke Schrédingervergelijking genoemd en het
oplossen ervan levert de energie eigenwaarden Fj, Fs, ... en de corresponderende eigenfuncties
¢1(r), ¢2(r), ..., die weer een complete orthonormale set vormen.

Voor een systeem in de toestand 9, (r, ) = ¢, (r)e " Ent/h

van de observabele A op tijdstip ¢

vinden we voor de verwachtingswaarde

<Az = [ Ui 0400
— / gf):;(I')eiE”t/hAgf)n(I‘)e_iE”t/hdI'

— [ o) 6, wi
(407)
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We zien dus dat wanneer de operator A geen expliciete tijdafhankelijkheid heeft, ook < A >;
constant is in de tijd.

De energie eigenfuncties vormen een complete orthonormale set en hiermee kan een willekeurige
toestand ¢(r) geschreven worden als

¢(r) = Z Cn¢n(r)’ (408)

n

waarbij
on= [ G0 (409)

We kunnen dit resultaat gebruiken om de Schrodingervergelijking (404) te integreren voor een
willekeurige begintoestand 1 (r,ty) = ¢(r) en vinden

br,t) = 3 o (r)e Enlt=to)/1, (410)

n

7.5 Een systeem met N deeltjes

Allereerst beschouwen we een systeem van twee deeltjes die geen interactie met elkaar hebben.
We kunnen de Hamiltoniaan schrijven als

H=H,; + H,, (411)

waarbij Hy en Hs de Hamiltonianen zijn voor deeltje 1 en 2. We kunnen nu de eigenfuncties
en eigenwaarden van de operator gegeven in vergelijking (411), schrijven in termen van de één-
deeltjes Hamiltonianen H; en Hy. Er geldt

Hi¢h) (r1) = EY %)(rl), m=1,2, ..

(412)
Haol (r2) = EQ o0 (r),  m=1,2, ..
met gbgi)(rk) en Ey(,lf), m = 1, 2, .. de eigenfuncties en eigenwaarden van de Hamiltoniaan

Hj, voor het deeltje met label k(= 1,2). Hieruit volgt dat voor elk product van eigenfuncties
%) (rl)ﬁbg) (ra) geldt dat

Hol) (r1)¢lP (r2) = (Hy +Ha)ol (r1)o) (r2)
= [Hio )] 62 (r2) + 6 (1) [Fao2 (r2)]

= (EY + E?)oD) (r1)0P (r2),
(413)

en dat de productfunctie
o4 (1) (r2) (414)

een eigenfunctie is van de Hamiltoniaan H = H; + Hs behorend bij de eigenwaarde Ef,%) + EéQ).
We vinden dat voor een systeem van twee niet-wisselwerkende deeltjes de energie gegeven wordt
door de som van de energieén van de individuele deeltjes.

De generalisatie van deze resultaten naar die van een systeem met N deeltjes zonder interactie,
met een Hamiltoniaan H = H; + Hy + ... + Hyy is triviaal. In realistische gevallen, waarbij de N
deeltjes wisselwerken, dienen we termen toe te voegen aan de Hamiltoniaan die deze wisselwer-
king tussen de deeltjes vertegenwoordigen. Hierdoor wordt het in het algemeen moeilijk om de
bijbehorende Schrédingervergelijking op te lossen. Men gaat dan over tot benaderingsmethoden,
storingsrekening, symmetriebeschouwingen en/of numerieke methoden teneinde oplossingen te
vinden.
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8 WATERSTOFATOOM

8.1 Wiskundig intermezzo

Tot nu toe hebben de discussie veelal beperkt tot één dimensie. Hier beschouwen we systemen
in drie dimensies en om een en ander te verduidelijken gebruiken we vetgedrukte letters om
operatoren aan te duiden en pijltjes om het vectorgedrag aan te geven. Verder hebben we
grootheden enkel beschreven in een cartesisch coordinatensysteem. Echter, als het natuurkundig
verschijnsel dat we willen beschrijven sferische symmetrie heeft, dan is het voordelig om een
sferisch codrdinatensysteem te gebruiken. Beide systemen worden getoond in figuur 33. De

Z

Figuur 33: De sferische codrdinaten r, 8 en ¢ van een punt P en de bijbehorende cartesische
coérdinaten x, y en z.

coordinaten in beide stelsels staan met elkaar in verband volgens

r = rsinfcos ¢,
y = rsinfsing, (415)
z = rcosf.

Verder geldt de relatie

r VPR (416)

In hoofdstuk 7.2.4 zijn we voor het eerst de tijdonafhankelijke Schrédingervergelijking in drie
dimensies tegengekomen,

2 2
o = (~5 B+ U0 ) 000) = — 5o AU + VOO0 = Bofw). (417
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De operator aan de linkerkant noemt men de Hamilton operator of Hamiltoniaan. De verschil-
lende energietoestanden van het waterstofatoom zijn stationaire toestanden en dat zijn eigen-
functies van deze Hamiltoniaan, Hy = E1). De eerste term correspondeert met de operator voor
de kinetische energie van een deeltje en is analoog aan de klassieke uitdrukking Ey;, = 5’7—2. We

schrijven, "
p2 _h2 (82 82 82>_ h2A

Ein = —— = )= 418
k + + o (418)

2m 2m \0z2 ' 9y | 022
De operator A is de zogenaamde Laplace operator met als definitie A =V - V. De tweede term

correspondeert met de operator voor potentiéle energie, Epq.

In cartesische coordinaten heeft de impulsoperator in drie dimensies de vorm
h(fo 0 0 h
=—=,=, =) =-V. 419
P=3 <6x oy az) i (419)
De operator die correspondeert met de volledige impulsvector van een deeltje is dus de gradiént

operator, vermenigvuldigd met ? .

Teneinde de Laplace operator in sferische codrdinaten te vinden, dienen we afgeleiden te
nemen. Een elegante manier om deze uitdrukkingen af te leiden, is door gebruik te maken van
matrixnotatie. Er geldt

% sin 6 cos ¢ sin 0 sin ¢ cos 0 8%
o | _ ; g 9
56 | = | rcosfcos¢ rcosfsing —rsind o |- (420)
96 rsinfsing rsinfcos ¢ 0 =

We kunnen deze matrix inverteren en verkrijgen op deze wijze uitdrukkingen voor de operatoren
0 0 on 2 Er geldt

oz’ Oy 0z
8% sinfcos¢p <= QTCOS ¢ _ rSiSriln‘z’g %
5 | = | sinfsing cosfene oo 5 (421)
% cos 6 — @ 0 %

We kunnen de juistheid van bovenstaande uitdrukking controleren door de twee matrices te
vermenigvuldigen, waarbij het resultaat de eenheidsmatrix dient te zijn.

De Laplace operator is een ingrediént van de Schrodingervergelijking en wordt in een carte-
sisch coodrdinatensysteem geschreven als

0? 0? 0?
A= — 1+ = 1+ 422
Ox? + oy? + 022’ (422)
terwijl in een sferisch codrdinatensysteem geldt dat
19 ) 1 9 ) 1 02
A=A +0Ng+Ay=—— [r?= ———— | sinf— _— . 42
THT e r2 or <T 8T> +T2sin989 <s1n 8«9) +r25in208¢2 (423)

We kunnen de eerste term, A, van de Laplace operator in sferische codrdinaten vinden door
aan te nemen dat de golffunctie enkel een functie is van r en dus geldt ¢ = ¢(r). Met behulp
van de kettingregel vinden we dan

oY Oroy x oy _x0y

ox _%E_ 1/x2+y2+225_;67"’
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terwijl voor de tweede-orde afgeleide geldt

06 _ 0 (200 _0r (106\ | 0 (100) 100 0r0 (106) oo
022 Oz \ror) Ox\ror xax r Or _rar Oz Or \ r or

en dus o 5 5
v_199 19y
dx2 1 or + r or (’I“ 8T> (426)
Op dezelfde manier kunnen we de afgeleiden naar y en z uitrekenen en vinden
%Y 10y 1 0 %Y 10y 1 0
— = —— — = —— 42
Oy? T8T+r8r <T8T> N 52 r81“+r8r <7“87“ (427)
Als we de laatste drie vergelijkingen optellen, dan vinden we
30y (2 +y*+2H) 0 109\ _ 30y 9 (1oy
Arplr) = r or + r or\ror) ror * "or \r or (428)
We kunnen bovenstaande vergelijking omschrijven tot
30y 10y 10%) 200 0%
e e el —. 42
Arp(r) = 7“87“+T( r28r+r8r2 r6r+8r2 (429)

Hiermee hebben we de eerste term, A, van de Laplace operator in sferische coérdinaten gevonden.
In de afleiding hebben we aangenomen dat de golffunctie enkel een functie is van r, dus geldt
¥ = 1(r). Merk op dat

(430)

10 (L0 1 o 0% 200 0%
Arw”—ﬁa( m) (ar W)ﬂw*ﬁ‘

De tweede en derde term, respectievelijk Ag en Ay, in de uitdrukking voor de Laplace operator
in sferische codrdinaten kunnen we vinden door eerst ) = () en vervolgens ¢ = ¥ (¢) aan te
nemen. Het resultaat is

19 9 1 9 9 1 9
A=lrtlotie= _28_< E>+T281n9%<8m989)+r28in20@. (431)

8.2 Schrodingervergelijking in drie dimensies
8.2.1 Scheiden van variabelen

De tijdonafhankelijke Schrédingervergelijking in drie dimensies luidt als volgt,

R [10 0 1 9 5, 1 02
== g (75:) * o (0955 * e age) V) = Pow. (49

We gaan nu deze vergelijking in sferische codrdinaten oplossen met behulp van de techniek
van het scheiden van variabelen. Hiertoe proberen we de oplossing

U(r,0,) = x(r)g(0)h(9). (433)
We substitueren ¢ (r, 0, ¢) in de Schrodingervergelijking
R [1 0 [ 40xgh 1 9%ygh 1 0 dxgh
== — | sin 05— h = Exgh
2m [7"2 or (T or ) r2sin2 0 0¢? r2sinf 90 ( Y’ ﬂ V(g X9

(434)
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en kunnen dit herschrijven als

W2 [ghd [ 5d d2h hod
-———-[9———-<r2;§> L XY X

dg
B T — Exgh. (4
2m | r2 dr dr 2 sin? 0 dg? T o a0 (Sl 0d9>] +Vr)xgh xgh. (435)

We vermenigvuldigen de vergelijking met —2mr?sin? 6 /xghh? en krijgen

1d?h —sin?60 d [ ,dy sinfd d dg 2m
——— = — inf—= E — 4
hdo? L ( dr) PR (sm@ > y=al sin?6 | V(r)]. (436)

De linkerkant van bovenstaande vergelijking hangt niet af van r of 6, terwijl de rechterzijde niet
afhangt van ¢. De uitdrukkingen aan beide kanten van het gelijkteken dienen derhalve gelijk

te zijn aan een constante. Hiervoor kiezen we —m? en verkrijgen de volgende twee differenti-
aalvergelijkingen.
d2h 9
1d [/ 5dx 1 d /. dg 2m 2 m?
——— — — 0 E-V - 438
x dr < dr> gsinf do (Sl d0> 2’ [ (] = sin? 0 (438)

8.2.2 Oplossingen van de hoekvergelijkingen

De eerste vergelijking in uitdrukking (437) heeft als oplossing h(¢) = ¢"?. We dienen nu de
eis te stellen dat de oplossing eenduidig is, hetgeen van speciaal belang is voor de hoeken ¢ =0
en ¢ = 2w. We krijgen hiermee €0 = €27 en dus 1 = cosm2r + isinm2r. Aan deze eis
kan enkel voldaan worden in geval |m| = 0,1,2,3,... Het is duidelijk dat er quantisatie van
de richting optreedt. In de klassieke fysica zouden we de hoekafhankelijkheid als sin- en cos-
functies opschrijven, omdat de hoekenfuncties reéel dienen te zijn. In de quantummechanica
bestaat een dergelijke beperking niet. We zien dat de oplossing voor de ¢ afhankelijkheid de

Schrodingervergelijking gegeven wordt door e?™?. We noemen m het magnetisch quantumgetal.
De tweede vergelijking kan herschreven worden tot
1d [ ,dx 2m 4 m? 1 d /. ,dg

—r°|E-V = - —— 0—= . 439

xw< W>+ rl = 5076 ~ gemoag 7 (439)

In bovenstaande vergelijking zijn we er in geslaagd de variabelen r en 6 te scheiden. We voe-
ren dan ook een scheidingsconstante in en kiezen hiervoor I(l + 1). We vinden dan de twee
differentiaalvergelijkingen

1 d dg m2g
T (Sln0d0> oy~ 1+ 1)g (440)
o 1d d 2
1d(Hdy 2m _ X
r2dr <T dr) * h? [B=Vn)lx l<l+1)r2' (441)

Als we de differentiaalvergelijking voor de # afhankelijkheid oplossen'®, dan vinden we dat eindige
oplossingen slechts verkregen kunnen worden indien

L= [ml, ] + 1, [m] +2, [m| +3, .. (446)
15De differentiaalvergelijking
1 d /. ,dg mig _
T sinf do < eda) +onzg ~ 0+ Dg (442)

kan worden opgelost door aan te nemen dat de oplossing geschreven kan worden als een machtreeks,

oo
g= Zalul = a0 + a1u + asu® + azu’® + ey (443)
1=0
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Deze oplossingen kunnen geschreven worden als
9(6) = gim (8) = N;* P/ (cos ). (447)

We herkennen in de functies Pl‘m‘(cos 0) de Legendre functies die polynomen zijn in cosf en
waarvan de vorm afhangt van de waarde van het quantumgetal [ en de absolute waarde van het
quantumgetal m. De geassocieerde Legendre functie worden gedefinieerd door de vergelijking

ditiml
d 'ulﬂm\

= (1= )7 (0 (448)

Iml

en de normalisatie constanten door

. o mle [20 1 (1= [m[)1Y?
Nl ( )( +| |)/2[ ( | |)]

A (I + |m|)! (449)

De complete hoekafhankelijkheid wordt in het geval van een centrale potentiaal, hierbij doet de
exacte vorm van deze potentiaal niet terzake, gegeven door de zogenaamde sferisch harmonische
functies, Y™ (0, ¢). De functies Y;™(6, ¢) kunnen expliciet geschreven worden als

™(0,¢) = Nj"P"(cos 6)e™, (450)

De laagste-orde sferisch harmonische functies worden gegeven door

1/()()(‘9’¢)) Y/ ﬁa
Y2(0,4) = /1 cosb, Y= (o = F4/ & sin feti?, (451)

Y9(0,6) =1/3%(3cos?0 - 1).

De sferisch harmonische functies ¥;(6, ¢) zijn in de functieruimte van de kwadratisch inte-
greerbare functies gedefinieerd op de eenheidsbol. De functies voldoen aan orthogonaliteit. Er
geldt

™9, )| Vi (0, 6) >— / Y0, $) Y7 (6, ) sin 0A0A = &y Sy (452)

We kunnen nu de algemene oplossingen van de Schridingervergelijking voor een centrale poten-
tiaal dus schrijven als

P(r,0,9) = x(r)g(0)h(¢) = xa(r)Y;™ (0, ¢)- (453)

In de volgende paragraaf beschouwen we het radiéle deel nader.

met u = cos f. Er geldt dan voor de eerste afgeleide

= Z laju' ™ = 1ag + 2a2u + 3azu® + ... (444)
=1
en voor de tweede afgeleide
du2 = (1= Diau' > =+1-2a2 + 2 3asu + 3 - daqu® + .... (445)
=2

We substitueren deze uitdrukkingen in de differentiaalvergelijking en stellen de eis dat de individuele coéfficienten
voor elke macht van u gelijk aan nul dienen te zijn. Dit levert een recursierelatie en de algemene oplossing.
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8.2.3 Radiéle oplossingen

Het radiéle deel van de oplossing van de Schrédingervergelijking voldoet aan

d [ odx 2mr?
— e —Elx=1(+1)x. 454
& (P9 - T o) - Bl =1+ x (454)
We gieten deze vergelijking in een andere vorm en beginnen met een verandering van variabelen,
u(r) = rx(r), (455)
waarmee x = u/r, dx/dr = [r(du/dr) — u]/r?, (d/dr)[r?(dR/dr)] = rd*u/dr? en dus
h? d*u R2 11+ 1)
- — = Fu. 4
2m dr? [V 2m 12 } b “ (456)

Dit wordt de radiéle vergelijking genoemd en deze is identiek in vorm aan de één-dimensionale
Schrodingervergelijking, behalve dat de effectieve potentiaal,
B2 11+ 1)

Vg =V + —
off +2m 7r2

, (457)

een extra term bevat, de zogenaamde centrifugale term, (h?/2m)[l(I + 1)/r?]. De term probeert
het deeltje naar buiten te drukken (weg van de oorsprong), net als een centrifugale kracht in de
klassieke fysica.

De enige eis die we verder nog op kunnen leggen is die van normering. Er dient te gelden dat

/ luf2dr = 1. (458)
0

Na het scheiden van de variabelen vinden we voor de golffunctie waarbij wu;(r) de oplossing is

¢;’n(,r’9’¢) = T_lul(r)ylm(e)¢) )

van de radiéle vergelijking met u;(0) = 0. Verder dient de functie u;(r) begrensd te zijn. Meer
kunnen we op dit punt niet zeggen. Daartoe hebben we een precieze vorm van de potentiaal
nodig.

8.3 Centrale vierkante sferische potentiaal put

We gaan een deeltje nu opsluiten in een drie-dimensionale put met oneindig hoge potentiaal. We
hebben dit reeds eerder bestudeerd voor het één-dimensionale geval in hoofdstuk 4.3 en 5.3. Hier
bespreken we een opsluiting in drie dimensies. Voor de potentiaal geldt

V(r)= { 0.7 < a. (459)

oo, T > a.

De golffunctie is dan nul buiten de put, terwijl de golffunctie binnen de put gegeven wordt door
de radiéle vergelijking

d*u I(l+1) 9
o [ il O (460)
waarbij we voor k de definitie
2mFE
k= ;L” , (461)

gebruiken.
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8.3.1 Oplossing oneindige potentiaal put voor =0
In het geval dat | = 0 gaat vergelijking (460) over in

d*u 9
en vinden we als oplossing
u(r) = Asinkr + Bcos kr. (463)

Voor de radiéle golffunctie geldt dan x(r) = w(r)/r. Omdat lim,_,gcoskr/r = oo, dienen we
B =0 te kiezen. De randvoorwaarde vereist dan sin ka = 0 en dus ka = nw, voor n =1,2,3,.. ..
De toegestane energieniveaus zijn dus

n2n2h?

2 7

E =
n0 2ma

(n=1,2,3,...). (464)

Dit is hetzelfde resultaat als we eerder in hoofdstuk 4.3 en 5.3 gevonden hebben.

Als we u(r) normeren vinden we A = y/2/a en als we het hoekgedeelte meenemen (dat is
overigens constant, omdat Y7 (0, ¢) = 1/v/4r), vinden we

1 sin(nnr/a)

2ma r

Ynoo = (465)

We voorzien de stationaire toestanden van de labels n, I en m: ¥, (r,0,¢). De toestanden
hangen van deze drie quantum getallen af. De energie hangt enkel af van n en I: E,;.

8.3.2 Algemene oplossing oneindige potentiaal put

De algemene oplossing van de radiéle vergelijking voor de oneindige potentiaal put wordt gegeven
door
u(r) = Arji(kr) + Brny(kr), (466)

met j;(kr) de sferische Bessel functie van de orde [ en nj(kr) de sferische Neumann functie van
de orde [.
Deze functies zijn gedefinieerd als

Jilp) = ;—leJr%(p) (467)
m(p) = ()57 ) (468)

met J, de normale Besselfunctie van de orde v. Merk op dat j; en n; reéele functies zijn. Fig.
34 toont enkele van de reguliere Besselfuncties.

De laagste-orde sferische Bessel en Neumann functies zijn

. sinx COs T

Jo = Tz ng = Tz

. sinx cosx cos T sinx

= T m=TTE T (469)
- (3 1) 3 (3 1 I

J2 = (—13 m) ST z2 cos x, no = (—13 x) COs T ) SIn x.
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Jy (x)

05 1 1 I I L L I X

Figuur 34: Reguliere Besselfuncties die het radiéle deel van de golffunctie beschrijven van een
deeltje dat zich in een potentiaal put beweegt.

Merk op dat voor kleine z geldt dat sinz ~ = en cosz = 1. We zien dan dat enkel de Bessel
functies eindig blijven bij de oorsprong, terwijl de Neumann functies naar oneindig gaan. Daarom
dient te gelden dat B; = 0 en we vinden

x(r) = Aji(kr). (470)

Verder hebben we nog de randvoorwaarde y(a) = 0 en dienen we k zo te kiezen dat j;(ka) = 0.
Nu is het zo dat iedere Bessel functie oneindig veel nulpunten heeft. We noemen f3,; het nde-
nulpunt van de [49¢ sferische Bessel functie. Er dient dan te gelden dat

k=B (471)
a
De mogelijke energietoestanden zijn dan gegeven door
2
E, = % 2 (472)
en de golffuncties door
¢nlm(r’ ‘9’ ¢) = Anljl(ﬂnl'r/a)}/lm(e’ ¢)’ (473)

waarbij we de constante A,; weer uit de normeringsconditie kunnen bepalen. We zien dat elk
energieniveau (2! + 1)-keer ontaard is, omdat er (2] + 1) verschillende waarden voor m zijn bij
elke waarde van /.

8.4 Verstrooiing aan een gelokaliseerde potentiaal

We beschouwen hier de quantummechanische beschrijving van de botsing van twee deeltjes, of
beter gezegd, de verstrooiing van een inkomende vlakke golf, e?**, aan een sferisch symmetrische
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Figuur 35: Verstrooiing van golven, waarbij een inkomende golf een uitgaande sferische golf
genereert.

potentiaal, V'(r). Het verstrooiingsproces wordt weergegeven in figuur 35. We hebben te maken
met een inkomende vlakke golf, ¥(z) = Ae***, die in de z-richting beweegt. De golf komt een ver-
strooiingspotentiaal tegen en genereert een uitgaande sferische golf. We zoeken dus oplossingen
van de Schrodingervergelijking van de vorm

ezkr

P(r,0) ~ A {eik’z + £(0) } ,  voor grote T. (474)
r
De sferische golf dient af te vallen met 1/r, omdat dit deel van [1|?> met 1/r® moet gaan om

waarschijnlijkheid te behouden. We noemen f(0) de verstrooiingsamplitude.

We zoeken oplossingen van de vorm

¢(T"9’¢) = X(T)Ylm(9’¢)’ (475)

met Y™ de sferisch harmonischen en u(r) = rx(r). Deze laatste moet een oplossing zijn van de
radiéle vergelijking
h? d*u B2 (1 +1)

“amar T |V T

— u = Fu. (476)
2m
Op grote afstand (r — oo) gaat de potentiaal naar nul en is ook de centrifugale term verwaar-
loosbaar. We hebben dan
Pu g2 (477)
dr? '

met k = —VQ;{LE

. De algemene oplossing is dan
u(r) = Cet*r 4 D=, (478)

De eerste term vertegenwoordigt een uitgaande sferische golf en de tweede een inkomende sferische
golf - in ons geval willen we D = 0. Op grote afstand vinden we dus

x(r) =~ —, (479)
zoals we in de inleiding al aangaven.
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Als we aannemen dat de potentiaal lokaal is, dan is er een gebied waarvoor de potentiaal V
verwaarloosd kan worden, maar waar we rekening moeten houden met de centrifugale term. In
dit intermediaire gebied kunnen we de radiéle vergelijking schrijven als
d>u I(1+1)
dr? r2
en de algemene oplossing hiervan hebben we reeds in de vorige paragraaf gevonden. Het is een
lineaire combinatie van sferische Bessel en Neumann functies,

u=—k’u (480)

w(r) = Arji(kr) + Brny(kr). (481)

Het is echter zo, dat zowel j; (iets als een sin-functie) als n; (iets als een cos-functie) geen
uitgaande (of inkomende) golf kan voorstellen. We hebben een lineaire combinatie hiervan nodig
(analoog aan e™*" en e~**"). Deze combinatie staat bekend als de sferische Hankel functies en is
gedefineerd als

W (@) = my(2) + (). (482)
Merk op dat hg_) = h§+)*.
De laagste-orde Hankel functies zijn

h(()i) = m’ﬂ

x

h(li) — T (# + 1) e (483)

T

. 4 o
hyY = (£ - T 1) e

We zien dat de Hankel functie van de eerste soort, h*, als ¢*" /r gaat, terwijl de Hankel functie
van de tweede soort, h~ als e " /r gaat. Voor uitgaande sferische golven hebben we duidelijk
de sferische Hankel functie van de eerste soort nodig.

Hierbij schrijven we voor de complete golffunctie, in het externe gebied met V(r) = 0,

W(r,0,¢) = AS e+ Crnhif (kr)Y™(0,0) ¢ (484)

lm

Tenslotte merken we op dat we nu ook een vergelijking kunnen vinden voor de golffunctie van een
vrij deeltje uitgedrukt in sferische codrdinaten. Er geldt onderstaande expansie van een vlakke
golf

etz = gikreosd = 50 (21 + 1)ilj;(kr)P(cos 0).

8.5 Deeltje in de Coulomb potentiaal

Het waterstofatoom bestaat uit een proton en een elektron. We beschouwen de beweging van
het elektron met (gereduceerde!'®) massa m onder invloed van de Coulomb potentiaal

e? 1
- )
dme, 7
18De gereduceerde massa voor een twee-deeltjessysteem is gegeven door m = mimsz/mi + ma.

V=V(@)= (485)
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met r de afstand van het elektron met lading —e tot het proton met lading +e. We veronder-
stellen dat het proton zich in de oorsprong bevindt. Invullen van de Coulomb potentiaal in de
Schrédingervergelijking levert

[ LN ]w(f):m(f). (486)

2m 4dmegr

We stellen () = ¢(r,0,¢) = xi(r) - Y"(6,¢) en vinden dan, met u = ry, voor de radiéle
golffunctie de differentiaalvergelijking
n? d 21 R+
4 [ - i+ )] u = Fu.

S n 487
2m dr? dmegr  2m 12 (487)

We zien in bovenstaande vergelijking dat de Coulomb potentiaal aantrekkend is, terwijl de I(I41)-
‘potentiaal’ altijd afstotend is. Dit is weergegeven in Fig. 36.

Centrifugal potential

= B {({+1)

Figuur 36: De effectieve potentiaal in de Schrodingervergelijking voor een aantrekkende
Coulomb potentiaal en | > 1.

We dienen nu deze vergelijking voor u(r) op te lossen en de mogelijke energietoestanden te
bepalen. Het waterstofatoom vormt de hoeksteen van de quantum theorie en we zullen stap voor
stap door de afleidingen gaan.

We beginnen met het opschonen van de notatie en definiéren hiertoe de variabele

—2mFE
A .

K (488)
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Merk op dat voor gebonden toestanden geldt dat £ < 0 en dat x daarom reéel is. Vervolgens
delen we vergelijking (487) door E en vinden

1 d?u me? 1 I(1+1)

S - . 4
K2 dr? 2megh? Kkr + (kr)? Y (489)

Vervolgens definiéren we de variabelen

me
= = . 490
p=rroen 2megh?k (490)
De radiéle vergelijking simplificeert nu tot
d? I(l+1
U 1—@+(t) (491)

dp? p p

We verwachten dat de oplossingen exponentieel gedempt zijn voor p — co. In die limiet hebben
we

— =u, (492)

met als algemene oplossing
u(p) = Ae™? + B”. (493)

De laatste term blaast weer op als p — oo en we kiezen daarom B = 0. Klaarblijkelijk geldt
u(p) ~ Ae~P voor grote p. Aan de andere kant, domineert de centrifugale term in de limiet
p — 0. We vinden in dat geval

d>u 11+ 1)
De algemene oplossing hiervan is
u(p) = Cp* + Dp~, (495)

zoals eenvoudig te controleren valt door dit in te vullen in vergelijking (494). We zien dat in de
limiet p — 0 de term met e~! opblaast. We kiezen daarom D = 0 en hebben voor kleine p als
oplossing u(p) ~ Cp!TL.

Als volgende stap proberen we nu dit asymptotische gedrag af te scheiden, door een nieuwe
functie v(p) te introduceren,

u(p) = p e Pu(p), (496)

in de hoop dat de differentiaalvergelijking voor v(p) eenvoudiger wordt. De eerste afgeleide is

du I —p dv
— = l+1-— — 4
b= |- pos ol (497)
en de tweede afgeleide is
du I(1+1) dv  d%v
— =pe P |-20-2 20+1—p)— — . 498
R | R R P P R (498)

We kunnen de radiéle vergelijking nu herschrijven in termen van v(p). Dit leidt uiteindelijk tot
de differentiaalvergelijking

d?v dv
— +2(l+1—p)— —2(l+1 =0. 499
%ﬁ+(+ m®+m (I+ 1o (499)
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Bovenstaande differentiaalvergelijking kan opgelost worden door aan te nemen dat de oplossing
als een machtreeks kan worden geschreven. We schrijven

o
p)=>_ai (500)
§=0
en we dienen nu de coéfficiénten ag, aq, ... te bepalen. Voor de eerste-orde afgeleide geldt
e .
}jajp71 > G+ Dajp. (501)
7=0 7=0

Hierbij is in de tweede sommatie de index hergedefinieerd (; — j + 1). Voor de tweede-orde
afgeleide geldt

d?v = . i1
5 =i+ Dajnp ™, (502)
=0

Als we deze uitdrukkingen invullen in radiéle vergelijking in termen van v, vinden we
oo
Z] j+Dajiip’ +2(1+1) Z]+1 aJHp’—QZjaJp’—f— [P0 —2(1+1)] Za]p] =0. (503)
7=0 7=0

Vervolgens merken we op dat coéfficiénten behorend bij dezelfde macht van p tegen elkaar weg
dienen te vallen. Dit levert

GG+ Dajir +2(0+ 1) + Vaji1 — 2ja; + [po — 2(1 + 1)]aj = 0, (504)
of 2 +1+1)
jHi+1)—po
= ’ 505
Gt {<J+1)(j+2l+2)}a] (503)

Deze recursierelatie bepaalt de coéfficiénten en daarmee de functie v(p). We beginnen met ag = A
en de vergelijking geeft ons dan a;. Overigens bepalen we uiteindelijk de waarde voor A door de
zaak te normeren. Vervolgens stoppen we a1 in de recursierelatie en bepalen zo ag, enzovoort.

We inspecteren nu de coéfficiénten voor grote waarden van j. Dat correspondeert met grote p,
waar de hogere machten domineren. In dit gebied kunnen we de recursie relatie schrijven als

2j 2 2J

i1 N — a; = ——aj,= aj ~ —A. (506)
J ](]+1) J ,]+1 J J ]|

Stel dat we zouden aannemen dat dit het exacte resultaat is, dan zou gelden
Z p] AP, (507)

en dus
u(p) = Ap'tte’ (508)

en daarvan wisten we al dat dit opblaast bij grote p. Dit positieve exponentiéle gedrag is nou net
precies wat we niet wilden hebben in vergelijking (493). Het is trouwens niet verbazingwekkend
dat we dit hier terug vinden, omdat het nu eenmaal het asymptotische gedrag van sommige
oplossingen van de radiéle vergelijking beschrijft. Wij zijn er alleen niet geinteresseerd in, omdat
ze niet te normeren zijn. Er is echter een uitweg uit dit dilemma: de machtreeks dient eindig te
zijn! Er moet een of andere maximale integer, jmax, bestaan, zodat a;,,. = 0. Vanwege recursie
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verdwijnen alle coéfficiénten voor hogere machten dan automatisch. Klaarblijkelijk voldoet de
recursie formule aan
Q(jmax + 1+ 1) — pPo = 0. (509)

We definiéren
N = Jmax +1+1 (510)

als het hoofdquantumgetal en vinden
po = 2n. (511)

We weten dat volgens vergelijkingen (488) en (490) po de energie F bepaalt en vinden

B h2k2 B me?

——3555 512
2m 8m2e3h2pd’ (512)

en de mogelijke energién worden gegeven door

m e? 211 E;
Ep=— |2 ()| =2 n=1,23 513
\ [W (Am) = w1 (513)

Dit is de beroemde vergelijking van Bohr. We constateren dat voor de Coulomb potentiaal,
net als voor elke andere potentiaal die tot gebonden toestanden leidt, de toegestane energieén
van een deeltje dat zich beweegt in deze potentiaal discreet gequantiseerd is. De energieniveaus
worden getoond in Fig. 37.

¢ s-states  p-states d-states f-states
-3.39
eV (=0 (=1 (=2 (=3 n
I 0
4
o~
@ 3
>
20
Q e —
g =136 2
=B |
-10
S 1
_15 —

Figuur 37: De laagste energieniveaus E, van het waterstofatoom corresponderen met de energie
eigenwaarden van de Hamiltoniaan.

Als we vergelijkingen (490) en (511) combineren, vinden we

me? 1 1
_ - - 514
" (47T60h2> n an’ (514)
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waarbij )
_ 4dmeoh

— =0529%x 107" m (515)
me

de zogenaamde Bohrstraal is. Hieruit volgt dat

p=—. (516)

an

De ruimtelijke golffuncties van het waterstofatoom worden gekenmerkt door drie quantumgetallen
(n, I en m) en worden geschreven als

¢nlm(7”,9,¢) = an(r)yvlm(eagb)a (517)
waarbij volgens vergelijkingen u(r) = rx(r) en u(p) = p'Tle Pv(p) geldt dat

1 -
Xi(r) = —p' e~ u(p), (518)

met v(p) een polynoom van de orde jmax =n — 1 — 1 in p, waarvan de coéfficiénten, tot op een
algemene normeringsfactor na, bepaald worden door de recursie formule
2 +1+1—n) .
JHDG+2+2) 7"

tn = | (519)

Voor de grondtoestand, de toestand met laagste energie, geldt n = 1. We vinden hiervoor

m 62 2

Hieruit volgt dat de bindingsenergie, dat is de energie die het kost om het elektron van het water-
stofatoom te verwijderen (het atoom te ioniseren), van waterstof 13,6 €V is. Volgens vergelijking
(510) is in dat geval [ = 0 en dus ook m = 0 (volgens vergelijking (446)) en vinden we voor de
golffunctie

$100(r, 0, 9) = Rio(r)Yy (6, ¢). (521)
De recursie formule breekt af na de eerste term. Daarom is v(p) een constante (ag) en
Rio(r) = %e”"/a. (522)
Als we dit normeren vinden we
00 2 o
/ |Rio|?r?dr = —‘GOJ / e~ 2r/ap2qy = ]ao\gg =1, (523)
0 a® Jo 4

waaruit volgt dat ag = 2y/a. Verder geldt Y = 1/v/4 en dus

1
Vi00(r, 0, ¢) = ——e "/ (524)
a3
Voor n = 2 is de energie gelijk aan
—13,6 eV
By = % — 346V (525)
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Figuur 38: De radiéle waarschijnlijkheidsdichtheid voor het elektron in het waterstofatoom voor

diverse quantumgetallen n en .
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en dit is de eerste aangeslagen toestand van het waterstofatoom. Preciezer gezegd, de eerste
aangeslagen toestanden, want we kunnen nu zowel | = 0 (waarvoor geldt m = 0) als [ = 1 (met
m = —1,0, of +1) hebben. Voor | = 0 geldt dan

a TN\ /9
) = 5 (1-55) €77 (526
terwijl voor [ =1 geldt dat
a —Tr/ia
X21(r) = —4;2 re”"/%. (527)

In beide gevallen dienen we de constante ag uit de normering te bepalen. Fig. 38 toont enkele
radiéle waarschijnlijkheidsdichtheden voor het waterstofatoom.

De laagste-orde radiéle golffuncties van een één-elektron atoom kunnen expliciet geschreven wor-
den als
r/a

Y

n=1 =0 x10 = 2a~3/2e~

n=2 I=0 X20=%a’3/a (1—L)e_%,

n=2  1=1  xn=-ba ¥l
(528)
— 2 o
n:?) l:l Xglzﬁi/ga*B/Q (1_%5) (g)e_é’
n=s =2 Xs2 = 570550 % (5) e 3a,
Voor willekeurige waarden van n zijn de mogelijke waarden van [ gelijk aan
[=0,1,2,...,n—1. (529)

Voor elke [ zijn er (2/+1) mogelijke waarden van m, zodat de totale ontaardheid van energieniveau
E, gelijk is aan

n—1

d(n) =Y (2 +1) =n’, (530)

=0

Overigens is de polynoom v(p) een bekende wiskundige functie (afgezien van de normering) en

kan geschreven worden als
vlp) = L2 (20), (531)

met

z ) =17 () L) (532)

de geassocieerde Laguerre polynoom en

Ly(x) = (@Y () (533)
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de q%¢ Laguerre polynoom. Hiermee kunnen we de genormeerde golffuncties voor het waterstofa-
toom schrijven als

Ynim = \/ (%)3 %“/m (%)l L (%) Y7 (0, ). (534)

Met bovenstaande uitdrukking hebben we een oplossing gevonden voor een van de weinige realis-
tische systemen die we zonder de hulp van een computer kunnen beschrijven. Overigens kunnen
we ook nog bewijzen dat de oplossingen onderling orthogonaal zijn,

/wzlmwn/l/m/rz sin Odrdfde = dppn/ 0117 Oy - (535)
Zinc Singlet Sodium Principal Doublet
Weak field

—id e —_

Normal Triplet Anomalous Patterns

“ No field
i R

N -
el okt s

Anomalous Patterns

Zinc Sharp Triplet

Figuur 39: Spectra voor het normale Lorentz triplet in zink en het anomaal Zeeman effect in
kalium en in zink.

Tenslotte tonen we in Fig. 39 de experimentele observatie van de opsplitsing van de spectraallij-
nen van diverse elementen in een zwak magnetisch veld. Het verband tussen de structuur van de
multipletten en het periodiek systeem leidde tot de uiteindelijke ontdekking van spin. Wolfgang
Pauli kende deze eigenschap toe aan het elektron, waarbij hij twee waarden van spin toeliet. Dit
betekende effectief het invoeren van een vierde quantumgetal in de beschrijving van elk atomair
elektron.
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9 IMPULSMOMENT

9.1 Inleiding

We weten uit de klassieke mechanica dat het impulsmoment van een deeltje gedefinieerd is als
L =7 x p en we construeren daarom de quantummechanische operator op analoge wijze

—

L

fx5:§wxvy (536)

In een cartesisch codrdinatensysteem kunnen de operatoren voor de drie componenten van het
impulsmoment van een deeltje geschreven worden als

i ]k
L=—-ilfxV=—ih| z y =z (537)
92 9 0
or Oy 0z
en we vinden
Ly =—ih (y% - za%) )
— o) o)
L, = —ih (z% — xa) , (538)
L, =—ih (xa% — y%)
In een sferisch codrdinatenstelsel hebben de operatoren de volgende vorm
Ly =ih (sin gb% + cot 0 cos gb%) ,
L, =ih (— cos gb% + cot #sin ¢8%> , (539)

— _;p0
LZ = —’Lh%

We zullen tonen dat de uitdrukkingen (538) en (539) equivalent zijn. Hiervoor maken we gebruik
van de relaties (415). Er geldt

Y dpor 9y 9oz

— = — — 540
0p Ox0¢p Oydp 0z 0¢p (540)
We vinden met behulp van de relaties (415)
g—z = —rsinfsin ¢ = —y,
3—35 =rsinfcos ¢ = z, (541)
0z
% — 0
en dus o0 o0 o0
8_¢ = V5, +:c6—. (542)
We kunnen dit schrijven als een operatorvergelijking en vinden
0 0
96 = Yoax + v’ (543)



waarmee we de equivalentie hebben aangetoond van de twee uitdrukkingen voor L, gegeven in
vergelijking (538) en (539). De uitdrukkingen voor Ly en Ly kunnen op analoge wijze afgeleid
worden

In cartesische codrdinaten kan de operator voor het kwadraat van de grootte van het impulsmo-
ment gevonden worden uit
L? = Ly® + Ly? + L, (544)

We kunnen de uitdrukking voor L2 in een sferisch stelsel vinden met enige algebra en krijgen

2 [ L9 (Gned ) L @&
Lo=—h [Sin@@@ Sme@@ +sin298¢2 . (545)

Merk op dat we hier de vorm herkennen van de tweede en derde term in uitdrukking (423) voor de
Laplace operator in sferische coérdinaten. Vervolgens gebruiken we een stelling voor vectoren'?,
waarbij het uitproduct van twee vectoren geschreven kan worden als (@ x b)? = a2b? — (@ - b)2,
en we passen deze stelling toe op de norm van de operator van het impulsmoment. We vinden

nu de belangrijke operatorvergelijking

) 2 L

Pepltly  (r#0) (547)
We kunnen de Schrodingervergelijking in sferische codrdinaten schrijven als

sin 0 — +

;ﬁr—i_ﬂsin@% 00 " r2sin20 0¢

h /1 92 1 9 0 1 92
2m

> v+ V(r)y = Ey (548)

en kunnen dit met behulp van vergelijkingen (545) en (550) beknopter weergeven als

1 , L2
— | pr + — = E, 4
— <p - ) Y+ V)= EY (549)
waarbij py de radiéle component is van de impulsoperator in sferische coérdinaten. We hebben
ARl 0 h(io 1
r=———r=—|—+-]. 550
P ir 8rr i (87“ + 7“) (550)

9.2 Operator voor impuls in de radiéle richting

De Schrédingervergelijking kan geschreven worden als

2
(B + V()0 = (-84 V() ) v = B (551)
en dus h? 1 L2 1 L?
<—%Ar + Gy + V(T)) P = o (pr2 + ﬁ) Y+ V(r)y = Ey. (552)

17Als we deze stelling toepassen op operatoren, dan dienen we rekening te houden met de volgorde van de
operatoren. Dit omdat de componenten van de operatoren ¥ en P niet commuteren. Er geldt [r;, p;] = ripj—p;ri =
zhéw

L= (Fx P)- (Fx P) = Y _(ripjrip; — 1ipyr;pi) = & p° — (£ B)° + ih(F - ). (546)
i

We gebruiken verder de relatie ¥- p = rpr + ¢k en vinden hiermee het gewenste resultaat.
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Allereerst laten we zien dat met de definitie
hl o h (0 1
Pr=—-—517= < + ) (553)

voor de radiéle impuls, we een uitdrukking voor de radiéle Laplace operator, A, krijgen die in
overeenstemming is met de uitdrukking gegeven in vergelijking (430).

_ (1 0 1 0
Ardp —(;+m)(;+a—5)¢
1 0
=(G+a) (QJF@—%
10 0 92
:%+?a—1f+a—lf<%)+a—ﬁf (554)
_ % 10¢ Y 10y | 9%y
2 trer e T gt
_ (20 0
= (FW+W) 2
Ook geldt dat A, = %g—;r. Het bewijs gaat als volgt
2
Bap= () =1 W)
— 1o | 10y | 9%
— ror r Or or2 555
_ 200, &Y (555)
— ror 81"22
20 0
= (;W—i_aﬂ w
Tenslotte geldt ook A, = %2% (7"2%). Dit laatste bewijs gaat als volgt
_ 10 (.20 _ 10 (,20¢
Avp = g () —ﬁm<7“ W)
— 1 oY 207y
= (250 + 2 58) (556)
20¢ | Y
r Or or?

9.3 Commutatierelaties voor het impulsmoment

We zullen nu de operatoren voor het impulsmoment van een deeltje nader beschouwen. We
zien in vergelijking (538) dat de componenten zijn opgebouwd uit commuterende Hermitische

operatoren. Daarom zal L ook Hermitisch zijn. In het algemeen geldt voor een commutator van
de vorm [a + b, ¢ + d] de relatie

[a+b,c+d =(a+b)(c+d)—(c+d)(a+Db)
=ac+ ad+ bc+ bd — ca — cb — da — db
=ac—ca+ ad —da+ bc— cb+ bd — db
= [a,c] + [a,d] + [b,c] + [b,d].

(557)

Hiermee vinden we de commutatierelaties voor de componenten van het impulsmoment. Bijvoor-
beeld
[LXa Ly] = [ypz — ZPy,ZPx — sz]
= [Pz, 2Px] — [yPz,XPz] — [2zPy, ZPx] +[2Py, XP4]
=0 =0

= [ypm pr] + [Zpya sz]

= (YP22Px — 2PxYPz) + (2PyXPz — XP22Py) (558)

= (ypzpr - prPZY) + (pyszX - szZpy)

= (}’[pz, Z]px - X[pZ7 Z]pY)

= —ih(ypx — Xpy) = il(xXPy — ¥Px)

= ihL,.
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Op analoge wijze ontdekken we dat ook de overige componenten niet commuteren. We vinden
LiLy — LyLy =ihL,, LyL,—L,Ly, =ihLy, L,Lx— LiL, =1ihLy, (559)
We kunnen dit afkorten tot
L x L=ihL, of ook als [Ls, L;] = ifie;jLy. (560)
Hierbij is €;;; de volledig antisymmetrische tensor in drie dimensies gegeven door

+1 als ¢, 7, k een even permutatie van 1,2, 3 is,
€ijk = § —1 alsi,j,k een oneven permutatie van 1,2,3 is, (561)
0  als twee of meer indices gelijk zijn.

Dit betekent dat de componenten van het impulsmoment van een deeltje niet allemaal op dezelfde
tijd meetbaar zijn.

Vervolgens beschouwen de commutatierelaties met het kwadraat van het impulsmoment.

L% Lyx] = [Lx” 4+ Ly + L;% Ly
[Ly? Ly] + Lz, Ly]  (want [Ly? Ly] =
LyLyLy — LyLyLy + L,L,Ly — LyL,L,
LyLyLy — LyLyLy + LyLyLy —~L,LyLy
=0 (562)
+ LyL Ly — L,LyL, + L,LyL, —L,L,L,
=0
= Ly [Ly7 Lx] + [Ly7 Lx]Ly + LZ[LZ7 Lx] + [Lza Lx]Lz
= —ihLyL, — ihL,Ly + ihL,Ly + ihLyL,
= 0.

0)

Evenzo vinden we dat [L?, Ly] = [L?,L,] = 0. De operator van het kwadraat van het impulsmo-
ment van een deeltje commuteert met alle componenten van de operator van het impulsmoment.

Er geldt

[L?,Ly] = [L? Ly] = [L?,L,] = 0. (563)

Omdat Ly, Ly en L, niet commuteren, kan slechts een van deze operatoren een gezamelijke basis
met L2 hebben, en we kiezen hier L, voor.

9.4 Sferisch harmonische functies

De sferisch harmonische functies ¥;™ (6, ¢) zijn de gemeenschappelijke eigenfuncties van de ope-
ratoren L2 en L,.

L2Y™6,¢) =10+ 1D)R2Y™6,6) (1=0,1,2,...,00),
(564)
LY/ (0,¢) =mhY(0,¢) (m=—l,—l+1,.,0,1 —1,1).

Bovenstaande eigenwaardenvergelijkingen hebben slechts eindige en eenduidige eigenfuncties voor
bepaalde eigenwaarden, (I + 1) voor [ = 0,1,2,.... De eigenwaarde [(l + 1) is (2] 4 1)-voudig
ontaard. Dit betekent dat er (2] 4 1) lineair onafhankelijke functies bestaan die eigenfunctie
zijn van de operator L2 behorende bij de eigenwaarde (I + 1)h?. Deze eigenfuncties worden
aangegeven door de sferisch harmonische functies Y™ (0, ¢) met (m = —1,—1+1,..,0,1 — 1,1).
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Anders geformuleerd kunnen we stellen dat de eigenwaardenvergelijkingen (564) de quantisatie
van het impulsmoment uitdrukken: de kwadratische grootte van het impulsmoment L? van een
deeltje kan slechts één van de discrete set van waarden

1=0,1,2,..,00 (565)

aannemen, terwijl de z-component van het impulsmoment L, van een deeltje slechts één van de
discrete waarden

m=—l,—1+1,.,0,l — 1,1 (566)

kan aannemen. We noemen [ het quantumgetal voor het impulsmoment en m het magnetische
quantumgetal. Toestanden met [ = 0,1,2,3 worden s-, p-, d-, f-toestanden genoemd. Voor
toestanden met [ = 4,5, .. gaat de aanduiding alfabetisch verder met g, h, enzovoort. Dit noemt
men de spectroscopische notatie. In Fig. 40 zijn de sferisch harmonische functies Y;(0, ¢)

I=0,m=0

=1, m=0

l=2,m=0 L’=2,m=] [=2,m=2

Figuur 40: De sferisch harmonische functies Y, (6, ¢) voor de laagste waarden van [ en m.

geplot voor de laagste waarden van [ en m. De figuur toont de functie |Y;™(6, ¢)|? in sferische
coordinaten. Voor een gegeven richting van 6 en ¢ in het coordinatenstelsel, is de afstand
van het oppervlak tot de oorsprong zijn gelijk aan het kwadraat van de sferisch harmonische

functiewaarde. De waarschijnlijkheidsdichtheden van de diverse toestanden worden gegeven door

|Y™(0,¢)| en de polaire verdelingen worden getoond in Fig. 41 voor het geval | = 3; m =
0, &1, £2, £3. De functies Y;*(6, ¢) kunnen expliciet geschreven worden als

Y0, 6) = Ni" B/ (cos 0)e™?, (567)

met Pl|m|(cos ) de geassocieerde Legendre functies en N/ een set normalisatie constanten.
Enkele van de Legendre polynomen die de 6 afhankelijkheid van de golffunctie in een sferisch
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l=3,m=4%3

Z 2 2
l=3,m=t2
=3 m==*1

l=3,m=¢

(=]

l=3m=

Figuur 41: Polaire diagrammen van de ruimtelijke afhankelijkheid van de waarschijnlijkheids-
dichtheden van het waterstofatoom voorl =3; m=0, +1, £2, +3.

Figuur 42: Enkele Legendre polynomen die de 6 afhankelijkheid van de golffunctie in een sferisch
coordinatenstelsel beschrijven.

coordinatenstelsel beschrijven worden getoond in Fig. 42. De geassocieerde Legendre functie
worden gedefinieerd door de vergelijking

di+iml
d,u,l"Hm'

Pl () = (1 p2)lmis2 (12 — 1) (568)

]l

en de normalisatie constanten door

(569)

2+ 1 (1 — ym\)!]l/z

m _ (_1)(m+|m|)/2
N =(=1) { 4 (L4 |m|)!
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De laagste-orde sferisch harmonische functies worden gegeven door

YP(0,0) =1\/2s
YV2(0,0) =/ cosh, YiTH(0,¢) =F\/< sinfet?, (570)

YP(0,9) = y/12=(3cos?0 — 1).

De sferisch harmonische functies ¥;*(6, ¢) zijn in de functieruimte van de kwadratisch inte-

greerbare functies gedefinieerd op de eenheidsbol. De functies voldoen aan orthogonaliteit. Er
geldt

<Y{™(0, )V (0, 0) >= /Y*{”(e, &)Y (0, ¢) sin 0dOdG = Sy Sy (571)
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10 SPIN - INTRINSIEK IMPULSMOMENT

10.1 Impulsmoment van een systeem

De operatoren J voor het impulsmoment zijn gedefinieerd als de drie Hermitische operatoren Jy,
Jy en J, die aan de commutatieregels

[Jx,Jy] =ihd,, etc. (572)

voldoen. Alle eigenschappen van het impulsmoment van een systeem volgen direct uit deze
commutatierelaties en we hoeven bij de operatoren J niet direct aan de differentiaal operatoren
te denken.

Als J? gedefinieerd is door
=12+, +73,7 (573)

dan kan met behulp van relatie (572) bewezen worden dat geldt
[3;,32] =0, j=uz, vy, 2 (574)

Omdat de componenten van J niet met elkaar commuteren, kan slechts één ervan simultaan
met J? worden gespecificeerd. Hiervoor kiezen we conventioneel J,. Teneinde de simultane
eigentoestanden van J2 en J, te bepalen, dienen we de eigenwaardenvergelijkingen,

J2 M > = hJ(J+1)|J, M > (575)
J M > = RM|J,M >, (576)
(577)

op te lossen, waarbij |J,M > de gezamelijke eigentoestand van J2? en J, is met eigenwaar-
den h2J(J + 1) en hM. Men noemt J en M het impulsmoment en magnetisch quantumgetal,
respectievelijk.

Men vindt de volgende belangrijke resultaten

e De cigenwaarden van J? zijn van de vorm A2J(J + 1), waarbij J de waarden

1,22, ... (578)

aanneemt.

e Met elke eigenwaarde van J2, dus met een van de waarden voor J, correspondeert voor J,
de eigenwaarde AM, waarbij M één van 2J + 1 waarden

M=JJ—-1,.,-J (579)
aanneemt.

Eigentoestanden die behoren bij verschillende eigenwaarden van een observabele zijn orthogonaal.
We zullen ook aannemen dat deze toestanden genormeerd zijn, waarbij geldt dat

<<]/,M/|J,M >= 077000 (580)

We hebben in het vorige hoofdstuk gezien dat het quantumgetal van baanimpulsmoment, , enkel
integerwaarden kan aannemen, [ = 0, 1, 2, ..., terwijl we nu ontdekken dat J ook halftallige
waarden kan aannemen.
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10.2 Spin

In de klassieke mechanica kan een lichaam twee soorten impulsmoment hebben. Zo kan de aarde
in een baan rond de zon draaien en we spreken hier van baanimpulsmoment, een vector die zijn
oorsprong vindt in het uitproduct L = r x p. Verder draait de aarde ook rond haar as en ook
hier is er een vector impulsmoment, S = [w, waarbij I het traagheidsmoment wordt genoemd.
Het impulsmoment S is echter terug te voeren tot het baanimpulsmoment van de materie op
aarde ten opzichte van de draaias.

In de quantummechanica treffen we een vergelijkbare situatie aan. Tijdens de behandeling van
het waterstofatoom hebben we kennis gemaakt met de operator voor baanimpulsmoment. Deze
operator beschrijft de beweging van het elektron rond het proton en kan enkel integerwaarden
aannemen. Het is echter zo dat het elektron (en trouwens ook het proton) nog een andere vorm
van impulsmoment met zich meedraagt en dit wordt spin genoemd. Spin heeft niets te maken
met enige ruimtelijke beweging (voor zover we weten is het elektron puntvormig), maar is het
een intrinsieke eigenschap van het deeltje. We zien nu dat de hierboven gevonden halftallige
waarden van impulsmoment gerelateerd zijn aan de spin van deeltjes. Verder is het zo dat
niet alle waarden van J optreden voor een bepaald systeem. Terwijl in de discussie van het
waterstofatoom we hebben gezien dat het baanimpulsmoment [, diverse waarden kan aannemen,
ligt de waarde van de spin voor elk deeltje vast. Voor ieder deeltje is er maar één waarde.
Zo hebben het elektron, proton, neutron, quarks, enz. allemaal een spin van % (in eenheden
van h), terwijl pionen bijvoorbeeld spin 0 hebben. Verder zijn er voor elke waarde van J die
optreedt, altijd 2J + 1 waarden voor J,. Als er geen voorkeursrichting in de ruimte is, omdat er
bijvoorbeeld geen magnetisch veld aanstaat, dan zijn deze 2J + 1 waarden ontaard (ze hebben

dezelfde energie).

10.3 Matrix representatie van spin 1 deeltjes

De natuur realiseert de half-integer waarden voor impulsmoment in de vorm van het intrinsieke
impulsmoment in het rustsysteem van deeltjes, zoals elektronen, protonen, neutronen en quarks.
Alle materie waaruit ons universum opgebouwd is, bestaat uit deze deeltjes. Omdat de spin
van deze deeltjes vastligt, hebben we hier feitenlijk te maken met wiskundig gezien de meest
eenvoudige niet-triviale quantum systemen. Conventioneel gebruikt met symbool s voor de
operator van dit zogenaamde spin impulsmoment, terwijl s en mg de geassocieerde spin en
magnetische quantumgetallen zijn. Er zijn slechts twee mogelijke toestanden, m,; = :l:% en we
werken in een twee-dimensionale vector ruimte. De operatoren zijn eenvoudige 2 x 2 matrices en
de toestanden zijn vectoren met maar twee componenten.

Uit vergelijking (577) volgt dat s2 de waarde h%s(s + 1) = 2h? heeft. Voor de lengte van s
geldt dus ||s|| = 3v/3h. De projectie s, heeft slechts twee eigenwaarden himg met my = £1, die
corresponderen met de spin parallel (spin up: 1) en spin antiparallel (spin down: |) aan de z-as.
De corresponderende eigentoestanden van s, kunnen geschreven worden als

1 1
|a>=h%=+5> |ﬂ>:m%:—5> (581)

en dus 5 5
Syl >= 5[@ > s:|08 >= —5\5 > . (582)

Omdat de toestanden |a > en |3 > behoren bij verschillende eigenwaarden van s,, zijn ze
orthogonaal. We nemen verder aan dat ze genormeerd zijn. Er geldt

<ala>=1 <p>=1 <a|f>=0. (583)
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10.3.1 Operatoren voor spin-;

In de beschrijving van spin—% deeltjes hebben we te maken met de spinoperatoren sy,sy en s,,
welke gezien kunnen worden als componenten van de spinoperator s = (s, Sy,s;). Verder is er
nog de operator s2. Spin—% impulsmoment kan eenvoudig worden behandeld door de spinopera-
toren voor te stellen als 2 x 2 matrices en de spintoestanden door twee-component kolomvectoren.

We schrijven |a > en |5 > als
1 0

en de spinimpulsmoment operatoren door
1
s= §h0, (585)

waarbij o = (04,0y,0,) de Pauli spinmatrices zijn, gedefinieerd door

Oy = ( ? é ) , oy = < 2 _g ) . o, = < é __? ) . (586)

Met behulp van bovenstaande relaties kunnen we direct een aantal resultaten afleiden. Er geldt

ast(h 2)(3)-2(3) =t

hetgeen de matrixvorm is van de eerste uitdrukking in vergelijking (582). De spinmatrices voldoen
aan de commutatieregels voor impulsmoment, [s;,s,] = ihs,, enz., waarbij men gebruik dient
te maken van de regels voor matrixvermenigvuldiging'®.

10.3.2 Spinoren

De algemene toestand van een spin—% deeltje kan worden uitgedrukt als een twee-component
kolommatrix, |x >, die een spinor wordt genoemd. Deze kan geschreven worden als

X:a1a+a2ﬂ:a1(é)—}—ag((l)):(;l;). (589)

Verder definieren we het scalaire product. Stel dat
In >=|la><aln>+[B><fBn>=|a> b+ |3 > by, (590)

dan is het scalaire product hiervan met de toestand |y >, gegeven door vergelijking (589), gelijk

aan
<nx > =<nla><alx >+ <n|B><Blx >

a 591
:ﬁm+®m:@ﬁ@<é). (591)
Het laatste deel van deze uitdrukking is de matrixvorm van het scalaire product. Hierbij wordt de
ket |x > voorgesteld als een kolomvector, terwijl de bra < n| wordt voorgesteld als een rijvector.
Het scalaire product volgt uit de regels van matrixvermenigvuldiging.

'¥Voor het product van twee 2 x 2 matrices A en B, geldt

2
(AB)mn = AmpBpn, m,n=1,2. (588)

p=1
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10.3.3 Verwachtingswaarden

We gaan het matrixformalisme voor spin—% deeltjes nu toepassen. Allereerst berekenen we de
verwachtingswaarde van s, voor de spintoestand |y >. We vinden

. 01 a
<X|SI|X> :%h(al’a2)<1 0)<a;)

“ (592)
— %h(a’{,ag) < a; ) = %h(alag + akay).
Evenzo berekenen we < x|s.|x >. Er geldt
Ix >=la><alx > +[8 >< flx > (593)
en dus
h h
S x >= sila >< alx > +s.|0 >< Blx >= 5]@ >< alx > +§\6 >< By >, (594)
waarmee we vinden
_h 2 27 _h 22 505
<xXs:lx>=g [ <alx > =1 <Blx>[] =5 [laa]* —laz]] . (595)

We zien dat respectievelijk de eerste en tweede term de waarschijnlijkheid geven dat het deeltje
in de spintoestand |y > spin up of spin down heeft.

Voorbeeld: Stel voor dat een spin—% deeltje zich in de toestand

x:%(lgi) (596)

bevindt. Als we s, meten, dan is de waarschijnlijkheid om +%/2 te vinden gelijk aan |(1 +
i)/v/6/?> = 1/3 en de waarschijnlijkheid om —#A/2 te vinden |2/v/6[> = 2/3. Als we sy meten,
dan is de waarschijnlijkheid om -+h/2 te meten (1/2)|(3 + 4)/v6|> = 5/6, terwijl de waar-
schijnlijkheid om —A/2 te vinden gelijk is aan (1/2)|(—1 +14)/v/6[> = 1/6. Klaarblijkelijk is de
verwachtingswaarde van sy gelijk aan

()4

hetgeen we ook meer rechttoe reachtaan hadden kunnen vinden,

i (7 B D)L

10.4 Consequenties van een meting

In het volgende lopen we in gedachten het meetproces door aan een quantummechanisch systeem
met een spin—% deeltje. Het idee is om in concrete termen kennis te maken met enkele van
de abstracte concepten in de theorie. We beginnen met een deeltje in de toestand a. Het
deeltje bevindt zich dus in een ‘spin-up’ toestand. Als iemand ons zou vragen: "Wat is de
z-component van het spinimpulsmoment van het deeltje?", dan kunnen we zonder te aarzelen
antwoorden: +7/2. We weten zeker dat een meting van s, met zekerheid deze waarde zal
opleveren. Maar stel nu dat onze classicus in plaats daarvan vraagt, "Wat is de xz-component

van het spinimpulsmoment van dat deeltje?" We zijn verplicht te antwoorden: als je s, meet,
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heb je een kans van 50-50 procent om of //2, om of —//2 te vinden. Als onze ondervrager een
klassiek fysicus of een zogenaamde ‘realist’ is, dan zal hij dit niet als een bevredigend antwoord
beschouwen. Je kunt dan een reactie krijgen als, "Probeer je me nu te vertellen dat je niet
weet wat de echte toestand van het deeltje is?". In tegendeel, ik weet precies wat de toestand
van het deeltje is, namelijk «. "Maar hoe kan het dan, dat je me niet kunt vertellen wat de
z-component van de spin is?" Omdat het eenvoudig nog geen bepaalde xz-component heeft. Dat
kan ook niet zo zijn, want als zowel s, als s, precies bekend zijn, dan zou de onzekerheidsrelatie
(572) geschonden zijn.

Op dit punt aangeland is onze uitdager het beu en grijpt de apparatuur en meet de z-
component van de spin. Stel je nu voor dat hij de waarde +//2 meet. "Hal!", roept hij triom-
fantelijk uit, "Je hebt gelogen!". Dit deeltje heeft een precies bepaalde waarde voor s;, het is
+h/2." Jazeker, dat heeft het nu, maar dat bewijst nog niet dat het deze waarde had, voordat jij
je meting uitvoerde. "Je begint nu duidelijk te zeuren. Wat is er trouwens met je onzekerheids-
relatie gebeurd? Tk weet nu zowel s, als s,." Het spijt me, maar dat weet je niet: gedurende je
meting, heb je de toestand van het deeltje veranderd. Het is nu in de toestand @) Je weet nu
wel de waarde van s,, maar je weet de waarde van s, niet meer. "Nee hoor, ik was uitermate
voorzichtig om het deeltje niet te verstoren toen ik s, aan het meten was." Goed dan, je gelooft
me niet. Waarom controleer je het niet: meet s, en zie wat je krijgt. (hij kan nu natuurlijk +#/2
vinden en dan staan we echt voor schut - maar als we dit hele scenario blijven herhalen, dan zal
hij in de helft van de gevallen —A/2 vinden).

Voor een gewone man, een filosoof, of een klassiek fysicus, zal een uitspraak als "dit deeltje
heeft geen precies gedefinieerde positie" (of impuls, of z-xomponent van het spinimpulsmoment,
of wat dan ook) vaag klinken, incompetent zelfs. Maar het is geen van alle. Het is een direct
gevolg van de axioma’s van de quantum theorie.

10.5 Meting in een willekeurige richting

Tenslotte beschouwen we de eigenwaarden en eigenfuncties van een component van de spin-
operator s in de richting van een eenheidsvector fi. Dit komt neer op het oplossen van de
eigenwaardenvergelijking

1
n-s|y >= 571)\])( > . (599)
Ter vereenvoudiging nemen we aan dat f1in het (z, z)-vlak ligt en de componenten i = (sin 6, 0, cos 6)

heeft, met 0 <0 <7 en
N-s=s,sinf +s,cosh. (600)

Gebruik maken van de Pauli matrices levert

cos sin 6 ar \ _ al
<sin«9 —cos@)(@)_)\(@)' (601)
Bovenstaande vergelijking kan eenvoudig worden opgelost. We vinden de equivalente vergelijkin-
gen

aircos@ + assinf = hag

a;sin® —agcosd = has. (602)

Elk van deze vergelijkingen geeft een uitdrukking voor de verhouding a1 /az en het is eenvoudig
na te gaan dat de vergelijkingen enkel consistent zijn als geldt dat A = +1. De eigenwaarden
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van 1 - s zijn dus :l:%h en hiermee zijn ze hetzelfde!” als die van s,. We vinden de relaties

0 0 _
ay sm% = ay co§29 voor A= +1 (603)
ajcoss = —agsing voor A= —1.

De normalisatieconditie |a1|* + |az|? leidt tot de genormeerde eigenvectoren

0 _sin?
( 82 > en < St 2 ) (604)
sm§ COSQ

voor A = +1 en A = —1 respectievelijk. De willekeurige fasefactor in elk van deze eigenvectoren
is zodanig gekozen dat voor § = 0 (corresponderend met fi in de richting van de z-as) de vectoren
samenvallen met de eigenvectoren a en f3.

We duiden de eigenkets van 11 - s met eigenwaarden j:%h aan met |+ >, dan vinden we

A+ > =cos§|a> +sinf|s >

A— > = —sinf|a> +cos (B >. (605)

Uit bovenstaande vergelijking kan men eenvoudig de waarschijnlijkheid P(z,i+) afleiden dat
een meting van de spincomponent fi - s van een deeltje in de toestand « (dus met spin parallel
aan de eenheidsvector Z in de richting van de positieve z-as) het resultaat —i—%h oplevert. Deze
waarschijnlijkheid kan verkregen worden door de expansie van |a > te beschouwen in termen van
de orthonormale spin eigentoestanden [i+ > en wordt gegeven door | < fi + |a > |2. We vinden

0
P(2,0+) = cos? 3 (606)

Dit belangrijke resultaat zullen we nodig hebben tijdens de discussie van de ongelijkheid van
Bell.

19Dat hadden we ook meteen kunnen bedenken als we hadden ingezien dat er tussen verschillende richtingen
niets te kiezen valt. Daarom heeft de component van s in elke willekeurige richting de eigenwaarden :I:%h.
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11 TIJDAFHANKELIJKE STORINGSREKENING

11.1 Inleiding

Tot nu toe hebben we steeds aangenomen dat de potentiéle energie niet van de tijd afthangt,
V(r,t) = V(r). In dat geval kunnen we de tijdathankelijk Schrodingervergelijking, H¥V = ih%—%’,
oplossen door scheiding van variabelen, W(r,t) = 9 (r)e *#*/" waarbij 1(r) dan voldoet aan
de tijdonafhankelijke Schrédingervergelijking, Hvy = E1. Omdat de tijdafhankelijkheid van ¥
volledig verzorgd wordt door de exponentiéle factor, e “F4/" die wegvalt als we de fysisch rele-
vante grootheid |¥|? construeren, zijn alle waarschijnlijkheden en verwachtingswaarden constant
in de tijd. We kunnen natuurlijk lineaire combinaties van deze stationaire toestanden vormen,
maar ook dan zijn de mogelijke waarden voor de energie en de bijbehorende waarschijnlijkheden

constant.

Als we overgangen van één energieniveau naar een ander willen accommoderen, dan dienen
we een tijdafhankelijke potentiaal te introduceren. We schrijven de Hamiltoniaan als, H =
Hy + H'(t). Als het tijdathankelijke deel van de Hamiltoniaan, H'(t), klein is ten opzichte
van het tijdonathankelijke deel, Hp, dan kunnen we tijdathankelijke storingsrekening toepassen.
Hierdoor krijgen we meer inzicht in het proces van quantum sprongen.

11.2 Twee-niveaus systemen

Stel dat er slechts twee toestanden zijn voor een niet-verstoord systeem, ¥, en . Beide zijn
eigentoestanden van de niet-verstoorde Hamiltoniaan Hy,

HoYo = Eqpe en  Hothp = Epby, (607)
en ze zijn orthonormaal,
< talthe >= Gap- (608)

Als er geen verstoring optreedt, dan is de totale golffunctie een superpositie en men vindt,
U(t) = cathae FelM 4 cyippe B0, (609)

Hierbij is |c,|? de waarschijnlijkheid dat het deeltje zich in toestand ¢, bevindt. Uit de normering
van ¥(t) volgt dat
lcal® + |af? = 1. (610)

11.3 Het verstoorde systeem

Als we de storingsterm, H'(t), aanzetten, zal W(t) veranderen. Deze golffunctie kan echter nog
steeds worden geschreven als een lineaire combinatie van de complete verzameling 1, en 1. Het
verschil is echter dat de coéfficiénten een functie van de tijd worden. We vinden

U(t) = ca(t)pae Fol/m + oy (t)hpe BH/M, (611)

We dienen nu c4(t) en ¢(t) te bepalen. Stel dat we beginnen met ¢,(0) = 1 en ¢,(0) = 0 en
enige tijd later vinden we c4(t1) = 0 en ¢3(t1) = 1, dan heeft het systeem een overgang van 1),
naar v, gemaakt.

We kunnen ¢, (t) en ¢(t) bepalen door van W(t) te eisen dat het voldoet aan de tijdathankelijke
Schrédingervergelijking,

v
HY = ih%—t, met H = Hy+ H'(t). (612)
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Invullen van vergelijking (611) in (612) levert?’
o [Hota] ™ Fet/M + ¢ [Hoty] e P1" 4 ey [H'py] € Bt/ 4 cy [H'ysy) e P/
= i e Pt (7 ) e (T ) e

h h
(613)

Tengevolge van vergelijking (607) vallen de eerste twee termen links weg tegen de laatste twee
termen rechts en vinden we

Ca [lea] e*iEat/h_i_cb [leb] e*iEbt/h —ih C'awaefiEat/h_i_c‘bwbefiEbt/h ) (614)

We kunnen ¢, weer op de standaard manier isoleren: neem het inproduct met v, en maak gebruik
van de orthogonaliteit van v, en ¢,. We vinden dan

Ca < YalH'|t0a > e Fot/P 4 c) < o H |90y > e N = ihicqapgetEat/m, (615)

Ter afkorting definiéren we

HY; =< ¢i|H'[ip; > . (616)

Merk op dat de Hermiticiteit van H’ ervoor zorgt dat Hj, = (H;;)*. We vermenigvuldigen

iEat/h

vervolgens met —(i/h)e en concluderen dat

1

h

Ca =

[caH;a + y HY e~ i(Ev=Ea)t/ h] . (617)
Op dezelfde manier kunnen we met het inproduct met ¢y de term &, eruit distilleren,
Ca < V| H'|tha > e EellM 1 oy < | H'[ify, > e E/M = ihéyapye /R (618)

en dus .
. i
Chp = ——
h

Vergelijkingen (617) en (619) bepalen c¢,(¢) en ¢,(t). Samen zijn ze volledig equivalent aan de
tijdafhankelijke Schrodingervergelijking van het twee-niveaus systeem. In het algemeen zijn de
diagonale elementen van H’ gelijk aan nul, H,, = H;, = 0. In dat geval vinden we als oplossingen

ey HY, + caH{,ae“Eb*Ea)t/h] . (619)

i

h

7

H em ot/ en = z

o = Hj, e wot/he, (620)

met
wp= ——. (621)

We nemen aan dat Ep > F, en dat wy > 0.

11.3.1 Tijdafhankelijk storingsrekening

Het resultaat gegeven in vergelijking (620) is exact en er is geen aanname gemaakt over de
grootte van de verstoring. Echter, als H’ klein is, dan kunnen we vergelijking (620) oplossen
met een stapsgewijze benaderingsmethode. Stel dat het deeltje begint in de laagste toestand,
met ¢,(0) =1 en ¢,(0) = 0. Als er helemaal geen verstoring zou zijn, dan zou dit voor altijd de
toestand blijven.

20Merk op dat we met de notatie bedoelen ¢ = de/dt.
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Nulde-orde:
O =1, ) =o. (622)

Teneinde de eerste-orde benadering te berekenen vullen we deze waarden in in het rechterlid van
vergelijking (620).

FEerste-orde:

deg

d—ct =0 = V=1

ey _ —zH' et = c(l):—i/tH' (e g’
dt Bt b by ‘

(623)

Vervolgens vullen we deze vergelijkingen weer in in het rechterlid en vinden de tweede-orde
benadering:

Tweede-orde:

. . t
7 ; 1 ; 7
— __H/ —wwot [ _ 7 / H/ t/ wot dt/
dt 7 b€ < h> ) ba(t))e
2 1 ! 1o(ql jwot’ g 1N iwot!” g /
2@y = 1‘?/0 H!, (t)e™ ™0 i H (t")e™o!" at" | dt’,
(624)
terwijl ¢, onveranderd blijft, cl()Q) (t) = cl()l)(t). Merk op dat met deze notatie ) (t) de nulde-orde

term bevat.

In principe kunnen we deze procedure oneindig vaak herhalen om de precisie te vergroten.

11.3.2 Sinusvormige verstoringen

Stel dat de verstoring een sinusvormige tijdathankelijkheid heeft, H'(r,t) = V(r) cos wt, zodat

H!, = Vg coswt met Vo, =< 9|V |1hp >. We nemen aan dat de diagonale matrixelementen weer

nul zijn. In eerste-orde storingsrekening gaat vergelijking (623) nu over in

i ! N iwot! 14/ Va ! i(wo+w)t’ i(wo—w)t’ /
cp(t) = —ﬁv}m ; cos (wt')e™™ 0" dt’ = — oh [e +e ] dt (625)

en er geldt als eindresultaat

Vo

Cb(t) ~ 5

+ (626)
wo +w wop — w

ei(wo—l—w)t -1 ei(wo—w)t _ 1]

We kunnen deze uitdrukking vereenvoudigen als we enkel naar storingsfrequenties, w, kijken die

dicht bij de overgangsfrequentie, wg, liggen. In dat geval domineert de tweede term in vergelijking

(626). Specifiek nemen we aan dat wy+w > |wg —w|. Dit vormt geen ernstige beperking, omdat

verstoringen bij deze andere frequenties een verwaarloosbare waarschijnlijkheid hebben om een

overgang de induceren. We vinden dan

@ el(wofw)t/2 _ —i@ sin [(wo — w)t/?] ei(wo—w)t/Q.
h wo — w

Cb(t) o~

[ez-(wo_mt/z _ e—i(WO—w)t/Q] (627)

" 2h wo — w
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P

2n/|wg-| 47/ |wg-o| 6/|@g-o| t

Figuur 43: Overgangswaarschijnlijkheid als functie van de tijd voor een sinusvormige verstoring.

De overgangswaarschijnlijkheid - de waarschijnlijkheid dat een deeltje dat zich initieel in toestand
1, bevindt, een tijd ¢t later wordt aangetroffen in toestand v - is

2 [Veal? sin? [(wo — w)t/2]

Pa—>b(t) = |Cb(t)| ~ h2 (WO — w)z : (628)

Het is opmerkelijk dat als functie van de tijd, de overgangswaarschijnlijkheid sinusvormig os-

cilleert. Dit is aangegeven in Fig. 43. Eerst gaat de waarschijnlijkheid naar een maximum,
|Vas|? /2 (wo — w)?, dat trouwens noodzakelijkerwijs behoorlijk kleiner is dan 1, anders zou im-
mers de verstoring niet klein zijn, om daarna weer naar nul te gaan. Als je je kansen om een
overgang te induceren wilt maximaliseren, dan moet je de verstoring niet continue aan laten
staan. Je kunt hem beter uitschakelen na een tijd 7/|wp —w/|. Dit flip-flop gedrag is geen artifact
van storingsrekening - het gebeurd ook in een exacte beschrijving!

De waarschijnlijkheid om een overgang te induceren is het grootst als de aangelegde frequentie
dicht bij de ‘natuurlijke’ frequentie wy is. Dit wordt getoond in Fig. 50, waar P,_; geplot is
als functie van de frequentie w. De piek heeft een hoogte (|Vq|t/2h)? en een breedte 47 /t. De
piek wordt dus hoger en smaller naarmate de tijd voortschrijdt (merk op dat dit resultaat slechts
geldig is voor relatief kleine tijden ¢, vanwege de toepasbaarheid van storingsrekening).

11.4 Emissie en absorptie van straling
11.4.1 Elektromagnetische golven

Een elektromagnetische golf bestaat uit tranversaal, dus loodrecht gericht op de bewegingsrich-
ting, onderling loodrecht oscillerende elektrische en magnetische velden. Een atoom in de buurt
van een dergelijke passerende lichtgolf reageert primair op de elektrische component. Als de
golflengte groot is ten opzichte van de grootte van het atoom, dan kunnen we de ruimtelijke uit-
gebreidheid van het veld verwaarlozen. Dit is voor zichtbaar licht met een typische golflengte van
5000 A het geval, want een atoom heeft een grootte in de orde van 1 A. Het atoom staat in dat
geval bloot aan een sinusvormig oscillerend elektrisch veld, E = Ejcos (wt)k, als de golf gepo-
lariseerd is in de z-richting. De Hamiltoniaan die de storing beschrijft is dan H = —qFyz cos (wt),
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P(w)

W

(0-270%) (0+271)

Figuur 44: Overgangswaarschijnlijkheid als functie van de frequentie van de sinusvormige ver-
storing.

met ¢ de lading van het elektron. Er geldt dan
Hj, = —PEgcos (wt), met P =q<plz|thy > . (629)

Typisch is ¢ een even of oneven functie van z en in beide gevallen is z[1)|? oneven, en zal de
integraal nul opleveren. Dit bevestigt onze gebruikelijke aanname dat de diagonale matrixele-
menten van H’ gelijk aan nul zullen zijn. De interactie van licht met materie wordt dus beheerst
door precies de soort storingsrekening die we in de vorige paragraaf bestudeerd hebben, met
Voo = —PE)y.

11.4.2 Absorptie, gestimuleerde emissie, en spontane emissie

Stel een atoom bevindt zich in de laagste toestand ¢, en we schijnen nu gepolariseerd, monochro-
matisch licht op dit atoom. De waarschijnlijkheid dat het atoom een overgang maakt naar de
hoogste toestand 1, wordt gegeven door vergelijking (628). Vanwege V;,, = —PEj vinden we de
uitdrukking

2 Sin2 wn — W
Pu_y(t) = <|Ple0) ([5) Oo_ w)gt/m.

In dit proces absorbeert het atoom energie F, — E, = hwy van het elektromagnetische veld en
we zeggen dat het atoom een foton geabsorbeerd heeft (zie Fig. 45). We kunnen de afleiding

N N

a) Absorptie ) Gestimuleerde emissie c) Spontane emissie

(630)

Figuur 45: Drie manieren waarop licht met atomen kan wisselwerken: (a) absorptie, (b) gesti-
muleerde emissie, (c) spontane emissie.

herhalen voor een atoom dat begint in de hoogste toestand en dat vervolgens vervalt naar de
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laagste toestand. De waarschijnlijkheid voor die overgang is dan

Py o(t) = <‘737]1E0) sin ([LOSO_—MO;Z)t/Q].

Het resultaat is precies hetzelfde en dat is opmerkelijk: als een atoom in een aangeslagen toestand
is en we schijnen er licht op, dan is de overgangswaarschijnlijkheid even groot als die voor een
overgang van de grondtoestand naar de aangeslagen toestand. Dit proces heet gestimuleerde
emissie en werd voor het eerst door Einstein ontdekt.

(631)

In het geval van gestimuleerde emissie verkrijgt het elektromagnetische veld een energie fwg
van het atoom. Er komt één foton in, maar er komen twee fotonen uit: het originele foton
dat de overgang induceerde en een ander foton van de overgang zelf. We zien dus dat we hier
een principe voor het versterken van licht hebben, want als ik een vat atomen heb, die zich
allemaal in de aangeslagen toestand bevinden, en ik schijn daar één foton op, dan veroorzaakt
dit een kettingreactie van uitgaande fotonen, allemaal met dezelfde frequentie en allemaal op
hetzelfde moment. Op dit principe berust de werking van een laser. Hierbij is het essentieel
om de meerderheid van de atomen in een aangeslagen toestand te krijgen. Dit wordt populatie
inversie genoemd.

Naast absorptie en gestimuleerde emissie is er een derde mechanisme voor de interactie van
licht met materie: spontane emissie. Hierbij gaat een atoom van een aangeslagen toestand over
naar de grondtoestand en zendt in het proces een foton uit. Er is geen noodzaak voor een
extern elektromagnetisch veld om de overgang te initiéren. Dit mechanisme vormt de grondslag
voor de normale deéxcitatie van aangeslagen atomen. Op het eerste gezicht is het verre van
duidelijk waarom spontane emissie op zou treden. Als het atoom zich in een stationaire toestand
bevindt, ook al is dit een aangeslagen toestand, en er is geen externe verstoring, dan zou het
voor altijd in die aangeslagen toestand moeten blijven. En dat is ook zo, als er echt geen externe
verstoringen zouden zijn. Echter in quantum elektrodynamica zijn de velden nooit gelijk aan nul,
zelfs niet in de grondtoestand. Er is altijd een nulpuntsenergie en de hiermee corresponderende
elektromagnetische straling is voldoende om spontane emissie te initiéren.

11.4.3 1Incoherente verstoringen

De energiedichtheid van een elektromagnetische golf wordt gegeven door u = %EOES, met Egy de
amplitude van het elektrische veld. De overgangswaarschijnlijkheid gegeven in vergelijking (631)
is evenredig met de energiedichtheid van de velden,

2 sin? [(wo — w)t/2] .
(wo —w)?

Bovenstaand resultaat geldt echter alleen voor een monochromatische verstoring, die uit een
enkele frequentie w bestaat. In veel toepassingen wordt het atoom blootgesteld aan elektromag-
netische golven die een heel spectrum van frequenties hebben. In dat geval geldt v — p(w)dw,
waarbij p(w)dw de energiedichtheid in het frequentie gebied dw is. De overgangswaarschijnlijk-
heid neemt dan de volgende vorm aan,

U & sin? [(wg — w
Prealt) = 2P [ ot {2 (633)

In het algemeen zal de term tussen de accoladen scherp gepiekt zijn rond de frequentie wy, terwijl
p(w) een relatief brede verdeling heeft. In dat geval mogen we p(w) vervangen door p(wp) en dit
buiten de integraal halen. We vinden

u|P|?  (sin? [(wy — w
Proa(®) = 2 ) [ {E =P (634)

€0ﬁ2 (LUQ — w)2

2u
Pralt) = 5P (632)
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Als we de variabelen veranderen in x = (wy — w)t/2 en de integraalgrenzen vervangen door x =
+oo (de integraal is toch praktisch gelijk aan nul in dat gebied), vinden we een standaardvorm
voor de bepaalde integraal,

* gin2 g
/OO W= (635)
We vinden hiermee
Bn(t) ~ 2L oyt (636)
b—a ~ 60h2 pP{Wo L.

De overgangswaarschijnlijkheid is evenredig met ¢. Het bizarre ‘flip-flop’ gedrag van een monochro-
matische verstoring is ‘verwaterd’ nu we het systeem aanslaan met een incoherent spectrum van
frequenties. In het bijzonder is de overgangssnelheid, R = dP/dt nu een constante,

™
Ry—a(t) ~ W\PPP(WO)- (637)

Tot nu toe hebben we aangenomen dat de verstorende golf invalt langs de y-richting en gepo-
lariseerd is langs de z-richting. Voor een atoom dat zich in een ‘bad’ van fotonen bevindt, die
van alle kanten komen en alle mogelijke polarisaties hebben, vinden we

s

Rbﬂa (t) ~ 360 h2

P[? p(wo). (638)

Dit is de overgangssnelheid voor gestimuleerde emissie van toestand b naar a onder invloed van
incoherente, ongepolariseerd licht, dat van alle kanten invalt. Hierbij is P het matrixelement van
het elektrisch dipoolmoment tussen de twee toestanden en p(wg) is de energiedichtheid van de
velden, per eenheid frequentie, berekend voor wy = (Ey — E,)/h.

11.4.4 Spontane emissie

Stel dat we een vat atomen hebben, waarvan er zich N, in de grondtoestand bevinden en Ny in de
aangeslagen toestand. We noemen A de snelheid voor spontane emissie, zodat het aantal deeltjes
dat de aangeslagen toestand verlaat ten gevolge hiervan, gelijk is aan N, A. De overgangssnelheid
voor gestimuleerde emissie noemen we By,p(wp) en wordt gegeven door vergelijking (638). Deze
snelheid is evenredig met de energiedichtheid van het elektromagnetische veld. Het aantal deeltjes
dat per seconde de aangeslagen toestand verlaat door gestimuleerde emissie is dus Ny Bpap(wo)-
De snelheid van absorptie is ook evenredig met p(wp) en we noemen het Ny Bgpp(wp). Er geldt
dNy

el —NyA — NyBpap(wo) + NoBapp(wo)- (639)

De afgeleide is gelijk aan nul als er evenwicht heerst en we vinden dan

B A
PL0) = N TNy By = Bon

(640)
Als we nu verder Boltzmann statistiek en de stralingswet van Planck beschouwen, kunnen we

concluderen dat de overgangssnelheid voor spontane emissie gelijk is aan

_ w3|73|2

= . 641
3meghc3 (641)
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11.4.5 Levensduur van een aangeslagen toestand

Vergelijking (641) geeft de overgangssnelheid voor spontane emissie. Stel nu dat we een vat
atomen hebben, waarvan er zich Ny(t) in de aangeslagen toestand bevinden. Ten gevolge van
spontane emissie zal het aantal afnemen naarmate de tijd voortschrijdt. In een periode dt
verliezen we een fractie Adt,

AN, = —AN,dt. (642)

Als we deze vergelijking oplossen vinden we
Ny(t) = Ny(0)e™ (643)

en we zien dat het aantal atomen in de aangeslagen toestand exponentieel afneemt, met een
tijdconstante

1
n (644)

T =

We noemen dit de levensduur van de toestand.

11.5 De quantum Zeno paradox

De ‘collapse’ van de golffunctie is zonder twijfel een opzienbarend ingrediént in de quantum
fysica. Het concept is geintroduceerd op zuiver theoretische gronden om het feit te verklaren
dan onmiddellijk herhaalde metingen hetzelfde resultaat dienen te leveren. Misra en Sudashan?!
hebben in 1977 wat zij het quantum Zeno effect noemen, voorgesteld als een dramatische expe-
rimentele demonstratie van de ‘collapse’ van de golffunctie. Het was hun idee om een onstabiel
systeem, bijvoorbeeld een atoom in een aangeslagen toestand, te nemen en dit te onderwerpen
aan herhaalde metingen. Elke observatie zorgt voor een ‘collapse’ van de golffunctie, waardoor
de klok gereset wordt. Hierdoor is het mogelijk om het verwachte verval van het systeem naar
een lagere toestand oneindig lang uit te stellen.

Stel dat een systeem begint in de aangeslagen toestand 1, dat een natuurlijke levensduur 7
heeft voor de overgang naar de grondtoestand 1),. Normaal gesproken, voor tijden die significant
korter zijn dan ¢, volgt uit vergelijking (636) dat de overgangswaarschijnlijkheid evenredig is met
t. In feite, omdat de overgangssnelheid gelijk is aan 1/7, zie vergelijkingen (641) en (644), geldt

t
Py =—. (645)
T

Als een meting uitvoeren op tijdstip ¢, dan is de waarschijnlijkheid dat het systeem zich nog
steeds in de aangeslagen toestand bevindt gelijk aan

Pt =1-"1. (646)
T
Stel nu dat we het systeem inderdaad in de aangeslagen toestand aantreffen. In dat geval
‘collapsed’ de golffunctie terug naar 1, en het hele proces begint opnieuw. Als we een tweede
meting uitvoeren, op tijdstip 2¢, dan is de waarschijnlijkheid om het systeem nog steeds in de
aangeslagen toestand aan te treffen

£\ 2 o
(1——) ~1- 2 (647)
T T

hetgeen hetzelfde is als wanneer we de meting op tijdstip ¢ niet zouden hebben uitgevoerd. Dit
is zeker wat men ook naief zou verwachten. Als dit het hele verhaal zou zijn, dan zijn we er

21B. Misra and E.C.G. Sudashan, .J. Math. Phys. 18, 756 (1977).
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niets mee opgeschoten door metingen aan het systeem uit te voeren. In dat geval zou er geen
quantum Zeno effect bestaan.

Het is echter zo dat voor extreem korte tijden, de overgangswaarschijnlijkheid niet evenredig is
met ¢, maar met t2. Dit volgt uit vergelijking (633) voor kleine ¢ en we vinden

Py, = at’. (648)

Merk op dat we in onze afleiding om een lineaire tijdafhankelijk te krijgen, hebben aangenomen
dat de functie sin? (Qt/2)/Q? in vergelijking (633) een scherpe piek was. Echter, de breedte van
deze piek is van de orde Aw = 47/t en voor extreem korte ¢ geldt deze benadering niet en gaat
de integraal over in (t?/4) [ p(w)dw. In dit geval is de waarschijnlijkheid om het systeem na twee
metingen nog steeds in de aangeslagen toestand aan te treffen gelijk aan

(1—at?)? =1 - 2at?, (649)
terwijl dit, wanneer we de eerste meting niet zouden hebben uitgevoerd, zou moeten zijn
1—a(2t)? =~ 1 —4at® (650)

Klaarblijkelijk heeft onze eerste meting aan het systeem op tijdstip ¢ de netto overgangswaar-
schijnlijkheid naar de grondtoestand verminderd!

Het is inderdaad zo dat wanneer we n metingen uitvoeren gedurende de periode van t = 0 tot
t = T (we maken dus metingen op tijdstippen T'/n, 2T /n, 3T/n, ..., T'), de waarschijnlijkheid
om aan het eind het systeem nog steeds in de aangeslagen toestand aan te treffen, gelijk aan

(1—a(T/n)?)" ~ 1 - %TZ, (651)

en dit wordt gelijk aan 1 in de limiet n — oo. Dit betekent dat een continue geobserveerd
onstabiel systeem nooit zal vervallen!
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12 ELEMENTAIRE DEELTJES

12.1 Inleiding

De Griekse wijsgeer Demokritos (Abdera, in Thracié, ca. 460 B.C. - ca. 370 B.C.) hield er een
aantal interessante opvattingen op na. Hij had bijvoorbeeld het idee dat ‘het zijnde’ bestaat
uit een oneindige veelheid van atomen die uitgebreidheid bezitten en niet verder deelbaar zijn
(v — T6po0s), dat alle dingen zijn gemaakt uit een aantal atomen, en dat een verandering bestaat
uit een wijziging in de groepering van de atomen; er zijn zwaardere en lichtere atomen: de lichtere
vormen het hemelgewelf en groeperen zich tot hemellichamen, de zwaardere atomen vormen
de aarde, die bolvormig is; dat er een eindeloos aantal werelden naast de onze bestaan, die
werelden ontstaan of vergaan naargelang de atomen zich groeperen of weer uiteengaan. Volgens
Demokritos bestaan ook de levende wezens enkel uit atomen, en heeft het levende zich ontwikkeld
uit het niet-levende.

Helaas is het overgrote deel van het werk van Demokritos verloren gegaan. Echter met het
door hem ingevoerde begrip, atomos, heeft hij een der vruchtbaarste ideeén aan de wetenschap
gegeven.

Het blijft een fascinerende vraag of er werkelijk zoiets bestaat als elementaire deeltjes. Is het
mogelijk om ons universum uit een klein aantal eenvoudige elementaire bouwstenen samen te
stellen? Is het mogelijk de in de natuur voorkomende dingen in steeds kleinere substructuren te
ontbinden, of stuit men uiteindelijk op een grens? Bestaan er deeltjes, die principiéel niet verder
deelbaar zijn? En als deze elementaire deeltjes werkelijk bestaan, hoeveel verschillende soorten
zijn er dan nodig voor een correcte beschrijving van de natuur en welke eigenschappen (massa,
lading, spin, enz.) hebben deze objecten?

In dit hoofdstuk zullen we een voorlopig antwoord op deze vragen geven. Het zal blijken dat
het uiteindelijke bewijs van vele van de uitspraken die in dit hoofdstuk gedaan zullen worden,
vaak slechts in het vervolg van de studie gegeven kan worden.

Het is opmerkelijk dat het bestaan van enkele elementaire deeltjes door theoretici voorspeld is,
en dat experimentatoren op basis van de gepostuleerde eigenschappen - vaak na tientallen jaren
onderzoek - het bestaan van deze deeltjes aangetoond hebben. Een voorbeeld is het neutrino
(Ve, Ve ), dat in 1931 door Wolfgang Pauli ingevoerd werd, om de klassieke behoudswetten (energie,
impuls, impulsmoment) voor (-verval te ‘redden’. De existentie van het neutrino werd twintig
jaar later (door Cowan en Reines) direct bewezen. Een ander voorbeeld zijn de ijkbosonen,
W+, W~ en Z°, die naast het foton een cruciale rol spelen in de theorie van de elektrozwakke
wisselwerking (zie ook hoofdstuk 1.2). Het bestaan van deze deeltjes kon slechts experimenteel
aangetoond worden nadat men op CERN (Geneve, Zwitserland) een geschikte deeltjesversneller,
de SPS proton-antiproton collider, gebouwd had.

Merk op dat er ook deeltjes zijn, waarvan het bestaan reeds enige tijd geleden gepostuleerd
is, maar die echter niet experimenteel zijn aangetoond??. Zo zoekt men op dit moment met aller-
grootste inspanning naar het zogenaamde Higgs-boson. Dit deeltje is nodig voor onze beschrijving
van het mechanisme van spontane symmetriebreking in de elektrozwakke ijkveldentheorie. Verder
valt ook het magnetische monopool in deze klasse. Het bestaan van dit laatste deeltje is gepos-
tuleerd om de Maxwell vergelijkingen meer symmetrisch te maken. Er zijn nog de zogenaamde
tachyonen, die snelheden groter dan de lichtsnelheid hebben?3. Ook zijn er nog gepostuleerde
deeltjes met namen als leptoquark, gravitino, instanton, enz.

220f die slechts in experimenten voorkwamen, die niet door andere experimentatoren herhaald konden worden!

Z3Het zal duidelijk zijn dat niet alle theoretici ‘enthousiast zijn’ over deze gepostuleerde deeltjes. Verder is het
onduidelijk of het mogelijk is met tachyonen een signaal (informatie) over te brengen - iets dat in conflict zou zijn
met de speciale relativiteitstheorie.
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Tenslotte zijn er deeltjes, waarvan het bestaan niet op theoretische gronden voorspeld is,
maar die desalniettemin in experimenten waargenomen werden (en waarvan men zelfs op dit
moment nog niet weet waar ze eigenlijk ‘goed voor zijn’). In deze categorie vallen bijvoorbeeld
de muonen (=, u"), deeltjes die zich gedragen als de gewone elektronen (e, e™), maar een veel
grotere massa hebben.

Het is reeds lang bekend dat de gewone materie uit moleculen bestaat, die uit ongeveer
honderd verschillende elementen samengesteld kunnen worden. Elk element bestaat uit een
minuscule atoomkern (ongeveer 100.000 keer kleiner dan het atoom) en een elektronenwolk. De
elektronen, en vooral die in de buitenste schillen en die dus het minst sterk gebonden zijn,
bepalen de eigenschappen van het element voor de vaste-stof fysica, scheikunde en biologie.
Vanwege de geringe energie die in deze vakgebieden per atoom omgezet kan worden (enige eV),
kan de atoomkern als inert beschouwd worden. Enkel zijn lading en massa zijn van belang?*, en
de kern kan als ondeelbaar beschouwd worden, waarbij zijn substructuur geen enkele rol speelt.

Als hogere energieén ter beschikking staan - voor de klassieke kernfysica beschouwt men
typische energieén van enkele MeV - kan de kern aangeslagen of zelfs gespleten worden. Tegen-
woordig?® weten we dat elke kern is samengesteld uit protonen en neutronen. Protonen en
neutronen zijn verschillende manifestaties van een hypothetisch kerndeeltje, genaamd het nu-
cleon. Vroeger dachten we dat het nucleon een elementair deeltje was, en uit gewoonte wordt dat
nu soms nog wel eens gezegd. Echter, met elementair deeltje bedoelen we dat het deeltje geen
structuur vertoont althans voorzover we dat kunnen meten. In dat licht bezien was het correct,
dat we vroeger het proton en neutron als elementair deeltje beschouwden, terwijl we nu weten
dat het nucleon opgebouwd is uit nog fundamentelere deeltjes.

Rond het jaar 1935 zag de wereld er zeer eenvoudig uit; fysici hadden voldoende aan slechts
enkele elementaire deeltjes om het universum op te bouwen. Deze deeltjes zijn gegeven in tabel 4.

Table 4: Elementaire deeltjes en hun belangrijkste eigenschappen, zoals bekend omstreeks 1935.

Deeltje Symbool Rustenergie Lading Spin Levensduur
[e] [A]

Proton P 938.27 MeV +1 T > 1.6 x 10% jaar

Neutron n 939.57 MeV 0 % 887 s

Elektron e 0.511 MeV -1 2 >4.3x 10% jaar

Neutrino Ve <10-15eV 0 3 > 300 s/eV

Gamma v <6x10716 ev 0 1 o0

Voor zover we tegenwoording weten is het proton stabiel (levensduur 7 > 1.6 x 10% jaar).

Er zijn diverse precisie-experimenten, die intensief speuren naar proton verval, zoals voorspeld
door een aantal theoretische modellen. Het neutron daarentegen vervalt als volgt,

n—p+e + U, (652)

en zijn levensduur is onlangs gemeten aan de hoge-intensiteitsreactor van ILL in Grenoble met
ultrakoude neutronen en bedraagt
T = (887 £ 2)s. (653)

Het zou een vergissing zijn aan te nemen dat een neutron bestaat uit een gebonden toestand

*en soms ook het magnetische moment, bijvoorbeeld in de hyperfijnwisselwerking.
Z5We verwaarlozen hier subtiliteiten als bijvoorbeeld de virtuele mesonen in het binnenste van de kern.
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van een proton, elektron en antineutrino?®. Elektron en neutrino gelden nog steeds als (in principe
puntvormige) elementaire deeltjes. Daarentegen zijn er goede redenen om aan te nemen dat het
proton en neutron, elk met een diameter van ongeveer 2 fm (1 fm = 107'® m), samengestelde
objecten zijn. Zij zijn, net als de andere baryonen, uit telkens drie elementaire bouwstenen, de
quarks, opgebouwd. We hebben

p = (uud) (654)

en

n = (udd). (655)

De gluonen (ofwel lijmdeeltjes) zorgen ervoor dat de quarks gebonden zijn in het inwendige van
de nucleonen. In tabel 5 geven we de eigenschappen van de quarks. De quantumgetallen B
(baryongetal), T3 (z-component van de isospin), S (vreemdheid), C' (charm), b (bottomness of

i i

beauty), ¢ (topness) zullen in volgende hoofdstukken besproken worden?”.

Table 5: Notatie, eigenschappen en belangrijkste quantumgetallen van de quarks.

Naam Symbool Lading Massa Spin B 13 S C b t
[e] [ GeV/e?]  [h]
Up u 2 2-8x103% L1 L L9 0 0 o0
Down d s ; 0 0 0 0
Strange s % 0.1-0.3 % % 0 -1 0 0 0
Charm c 5 1.0- 1.6 3 3 0.0 1 00
Bottom b 3 4.1-45 3 3 00 0 -1 0
Top t 2 180 =+ 12 5 z 0 0 0 0 1

Sinds het mogelijk is machines te bouwen waarmee deeltjes versneld kunnen worden tot ener-
gieén van meer dan 1 GeV, heeft men een buitengewoon groot aantal nieuwe deeltjes ontdekt,
die alle de sterke wisselwerking (zie hoofdstuk 1.2) ondergaan. Deze deeltjes worden hadronen
genoemd en kunnen in twee groepen worden onderverdeeld, de mesonen en de baryonen. Het
quarkmodel heeft het mogelijk gemaakt om orde en systematiek te scheppen is deze warboel van
deeltjes, elk met hun merkwaardige vertegenwoordigers: de baryonen zijn uit telkens drie quarks
samengesteld, terwijl de mesonen uit een quark en een antiquark opgebouwd zijn. Belangrijk is
het feit dat tot nu toe geen vrije quarks zijn waargenomen, ondanks dat men in talrijke exper-
imenten, veelal in de trant van Millikan’s oliedruppeltjes experiment, intensief naar fractionele
ladingen gezocht heeft (in één opzienbarend experiment werden ladingen, die een veelvoud van
% waren, gevonden - echter, dat resultaat kon door geen enkel ander onderzoeksteam bevestigd
worden). Integendeel, er zijn zelfs goede redenen, waarom men niet verwacht geisoleerde vrije
quarks experimenteel te kunnen vinden.

Tot nu toe zijn we niet op het begrip antimaterie ingegaan, ofschoon Paul Dirac al in 1927 een
relativistische toestandvergelijking voor het elektron had opgesteld, waaruit het bestaan van een
antideeltje voor het elektron volgt. Het bestaan van dit positron werd vervolgens aangetoond
in 1932 door Carl Anderson van het California Institute of Technologie in stratosfeertochten,

2Een eenvoudige quantummechanische berekening laat zien, dat er teveel energie voor nodig is om een elektron
te binden binnen het volume van een kern.

?"De quantumgetallen karakteriseren een bepaalde toestand van een systeem van deeltjes. Ze zijn constant
(men zegt behouden) zolang het systeem ongestoord is. Quantumgetallen hebben te maken met behoudswetten.
Een voorbeeld is de wet van behoud van lading. Een uitzondering hierbij is de spin, want enkel het totale
impulsmoment is behouden: spin en baanimpulsmoment. Verder zijn sommige behoudswetten niet altijd strikt
geldig: zoals de wet van behoud van vreemdheid.
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waarbij experimenten met kosmische straling werden uitgevoerd?®. Tegenwoordig neemt men
aan dat er voor elk deeltje een antideeltje bestaat, met dezelfde massa, dezelfde levensduur en
dezelfde spin als dit deeltje, terwijl alle andere eigenschappen, bijvoorbeeld die met de lading
te maken hebben, het tegenovergestelde teken hebben. In enkele gevallen, zoals bijvoorbeeld bij
het foton, zijn deeltje en antideeltje identiek.

Naast de hadronen is er een andere klasse van deeltjes, die niet sterk wisselwerken, de lepto-
29
nen<’.

Table 6: Eigenschappen van de Leptonen.

Naam Symbool Lading Massa Spin Levensduur
[e] [MeV/e?] [h]

Elektron e -1 0.511 3 >4.3x10% jaar

e-Neutrino Ve 0 <15 %x 107 % oo?

Muon 1o —1 105.66 3 2.197 ps

p-Neutrino Yy 0 < 0.17 % 00?

Tau T -1 1777 3 2.91 x 10713s

7-Neutrino Vr 0 <24 % oo?

Alle elementaire deeltjes (behalve het v quantum), die we in dit hoofdstuk hebben ingevoerd,
bezitten een halftallige spin. Zij ondergaan Fermi-Dirac statistiek. Zij kunnen elk slechts in paren
gecregerd (bijvoorbeeld v — et 4 e7) of vernietigd worden (bijvoorbeeld e™ +e~ — 2v,3v). Dit
suggereert het bestaan van een (of meer) behoudswetten®C.

Voor de opbouw van de ‘normale’ wereld zijn enkel de vier deeltjes van de eerste generatie, dus
de up- en down-quarks?!, het elektron en zijn neutrino nodig. De vier bijbehorende antideeltjes
(@, d, et en 7.) vindt men slechts zelden. Pas wanneer we naar hoge energieén gaan, zoals het
geval is met kosmische stralen, de Big Bang of bij deeltjesversnellers, dienen we ook de andere
generaties in beschouwing te nemen. Hiermee dringt zich dan ook direct de vraag op of met
een verdere toename van de beschikbare energie weer andere deeltjesfamilies gevonden zullen
worden. Hoewel deze vraag op dit moment niet afsluitend beantwoord kan worden, is het wel zo
dat de nieuwste experimenten bij LEP op CERN (vervalsbreedte van de Z°) sterke aanwijzingen
geven dat er drie en niet meer dan drie generaties van deeltjes bestaan.

12.2 Wisselwerking en deeltjesuitwisseling

Laten we beginnen met een beschouwing uit de klassieke mechanica. De gravitatiewet geeft de
kracht tussen twee (voorlopig als puntvormig aangenomen) massa’s als

mim
Fgrav = ggravlTQ' (656)
12

2Hij ontving hiervoor in 1936 de Nobelprijs voor de natuurkunde; hij was toen 31 jaar oud. Een jaar later
ontdekte hij het muon.

29 Qorspronkelijk werden de deeltjes ingedeeld aan de hand van de massa: de lichte deeltjes ofwel leptonen
(e,v) met mc? < 1 MeV, de middelzware deeltjes ofwel mesonen met mc? ~ 100 MeV en de zware deeltjes ofwel
baryonen met mc? > 1 GeV. Deze klassificatie is echter niet zinvol: de muonen (u) en de tau’s (1) gedragen zich
analoog aan het elektron, ondanks dat ze een geheel verschillende massa hebben.

30We kunnen dit ook anders formuleren: indien de lading (of bijvoorbeeld het baryongetal) strikt behouden is,
dan kan het lichtste geladen deeltje, het elektron (of bijvoorbeeld het lichtste baryon, het proton) niet vervallen.

31We verwaarlozen voorlopig het feit, dat in het nucleon ook een (omstreden) hoeveelheid s, 5 en andere quarks
bijgemengd zijn. Ook worden de drie ‘kleuren’ van de quarks pas later besproken.
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Uit deze krachtwet en de wetten van Newton kon bijvoorbeeld de beweging van alle planeten
in ons zonnestelsel met fantastische nauwkeurigheid worden afgeleid. Schijnbare afwijkingen
bleken later te leiden tot de grootste triomfen van het model. Zo ontdekte men in het begin
van de negentiende eeuw dat de planeet Uranus niet voldeed aan de gravitatiewet en bovendien
de behoudswetten voor energie en impulsmoment schond. De oplossing van deze discrepantie
werd in 1846 door U. Le Verrier en John Adams gegeven: de baan van Uranus wordt door de
aantrekkingskracht van een onbekende planeet beinvloed! Uit de zeer kleine storingen van de
baan van Uranus kon zelfs de plaats van het onbekende object berekend worden. Daadwerkelijk
vond op 23 September 1846 de sterrenkundige Johann Galle, zoals men zegt: in minder dan
een half uur, binnen 1° van de voorspelde positie, de nieuwe planeet Neptunus. Dat was zonder
twijfel één van de grootste successen van de klassieke mechanica. In het begin van de twintigste
eeuw resteerde er in principe slechts één enkel niet begrepen effect: de periheliumverschuiving van
de planeet die zich het dichtst bij de zon bevindt, namelijk Mercurius. Deze afwijking (slechts
43.11 +0.45 boogseconde per eeuw) kon enkel door de algemene relativiteitstheorie van Einstein
verklaard worden (de berekende afwijking bedraagt 43.03 boogseconde per eeuw).

Een vergelijkbare doorbraak deed zich voor in de atoomfysica, nadat de basiswetten voor de
golfmechanica (de Schrodinger en Diracvergelijking, alsook het Pauli principe) ontdekt waren.
Samen met de wet van Coulomb (beter: de Maxwellvergelijkingen),

Fen = gemql—nga (657)

12

konden de ‘banen’ van de elektronen voor de eenvoudigste atomen (H, He) berekend worden.
Weer volgde er een fantastische overeenstemming tussen de berekende energieén en de zeer pre-
cies gemeten spectra. De quantum elektrodynamica (QED) werd aan steeds stringentere tests
onderworpen, en steeds volgde er dezelfde perfecte overeenstemming tussen experiment en de
berekeningen (de relatieve nauwkeurigheid is op dit moment beter dan 10~7).

Vanzelfsprekend wilde men, aangemoedigd door deze successen, ook in andere gebieden van
de natuurkunde een vergelijkbare nauwkeurigheid bereiken. Eerst bij de berekening van kernen
en de constituenten ervan (protonen en neutronen) en in een volgende stap, bij de synthese van
het nucleon uit zijn basiselementen, de quarks. Deze wens is tot nu toe niet in vervulling gegaan,
en in het verloop van dit college zullen we de redenen voor dat falen dienen na te gaan.

In dit hoofdstuk proberen we een overzicht van alle in de natuur voorkomende krachten te
geven. We zijn, door onze ervaring met de klassieke mechanica en elektrodynamica, gewend
aan het idee dat krachten worden overgebracht van één lichaam op het andere, door een veld.
Het begrip veld is slechts een hypothese - het veld is fictief, de kracht daarentegen is aantoon-
baar. In de deeltjesfysica is het bijzonder nuttig om een ander concept in te voeren: het idee
van deeltjesuitwisseling. Dit behelst dat bepaalde deeltjes ervoor zorgen dat bepaalde krachten
worden overgedragen. Naast de zwaartekracht en de elektromagnetische wisselwerking zullen we
- misschien verbazingwekkend - slechts twee nieuwe krachten hoeven in te voeren, namelijk de
sterke wisselwerking en de zwakke wisselwerking®?.

32Gedurende de laatste jaren was er regelmatig sprake van een zogenaamde vijfde kracht, die als een modificatie
van de gravitatiepotentiaal ingevoerd werd:

M2 (1 — qe™ %), (658)

‘/grav = —(grav
Een heranalyse door Fischbach (1986) van de oude data van E6tvos resulteerde aanvankelijk in a ~ 7 x 1073
en A =~ 100 — 1000 m. Fischbach’s publicatie gaf aanleiding tot een serie nieuwe experimenten (waaronder
zeer geraffineerde metingen met torsieslingers), die aanvankelijk ook aanwijzingen gaven voor het bestaan van
zo'n vijfde kracht met een middellange reikwijdte. Op dit moment (1998) is men bezig met een nieuwe reeks
zorgvuldige experimenten en de voorlopige resultaten duiden erop dat de effecten te verklaren zijn, zonder dat
een additionele wisselwerking ingevoerd dient te worden.
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Nadat men wist dat een kern is samengesteld uit protonen en neutronen, drong zich de
vraag op, waarom een kern, ondanks de geweldige elektrische afstoting tussen de positief geladen
protonen, gebonden is. Klaarblijkelijk bestaat er een, voorlopig voor ons nog onbekende, wissel-
werking die sterker is dan de elektromagnetische, en die men daarom de sterke wisselwerking of
de kernkracht®® noemt.

Uit het SB-verval van bepaalde kernen (bijvoorbeeld *H — 3He + e~ + ) en later ook uit
het verval van deeltjes (bijvoorbeeld p= — e~ + 7, + v,,) kon het bestaan van nog een vierde
kracht, de zogenaamde zwakke wisselwerking afgeleid worden. Deze kracht wordt door geheel
andere eigenschappen gekarakteriseerd®*. In de onderstaande tabel 7 worden enkele van de
belangrijkste eigenschappen van de krachten vermeld.

Table 7: Belangrijkste eigenschappen van krachten en de bijbehorende uitgewisselde deeltjes.

Wisselwerking Sterkte Dracht Boson Massa Koppelt aan
[e] [ GeV/c? |

El. magn 1/137 00 v 0 Lading

Zwakke 3 x 10712 <107% m W+, 70 80,91 | Quarks, Lept.

Gravitatie 5.9 x 1073 00 Graviton 0 Massa

Kernkracht 1 <14x107® m | 7%, enz. 0.135, .. | Hadronen

Sterke 1 Confinement 8 Gluonen 0 Quarks

Tabel 7 laat zien dat de natuur is opgebouwd uit fermionen: quarks en leptonen; deeltjes met
halftallige spin (%), die Fermi-Dirac statistiek volgen. De onderlinge wisselwerkingen van deze
fermionen worden overgebracht door uitwisseling van andere deeltjes. Deze uitgewisselde deeltjes
zijn bosonen, hebben heeltallige spin (0, 1, 2) en gedragen zich daarom volgens de Bose-Einstein
statistiek.

Merk op dat neutrinos slechts voor één enkele wisselwerking gevoelig zijn, namelijk de zwakke
wisselwerking, indien we aannemen dat hun massa nul is. Leptonen zijn niet gevoelig voor de
sterke wisselwerking, zodat enkel de quarks alle wisselwerkingen ondergaan.

In tabel 7 is de karakteristieke sterkte van de wisselwerking aangegeven met een dimensieloos
getal. We zullen deze procedure toelichten aan de hand van de elektrostatische potentiaal. De
potentiéle energie van twee elementaire ladingen, die zich op een afstand r van elkaar bevinden,
bedraagt

1 qige e2 1 1

em — he— = emh .
U drey T - (47Teohc) Cr @ Cr (659)

We vinden dan
_ e? _ 1
“em = Yreohe  137.036
waarbij i de constante van Planck is (gedeeld door 27) en ¢ de lichtsnelheid. Merk op dat
he = 197.328 MeV-fm.

(660)

Analoog vinden we voor de gravitatie van twee protonen de energie
2
mi1ms my 1

1
Ugrav = _ggravT - _ggrav%hc; = _Oégravhc;a (661)

33Teneinde verwarring te voorkomen zullen we in het vervolg spreken over de kernkracht, als we de wisselwerking
van baryonen en mesonen bedoelen en daarbij hun inwendige structuur, welke bij lage energieén niet van belang is,
verwaarlozen. Daarentegen bedoelen we met de sterke wisselwerking die krachten, die tussen de quarks werkzaam
zijn.

3 De zwakke wisselwerking schendt bijvoorbeeld, zoals we later nog uitvoerig zullen bespreken, de pariteit ofwel
spiegelsymmetrie.
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waarbij
2

m
Qgray = ggmh—é’ =59x107%. (662)

Voor zowel de zwakke wisselwerking, ar = 3 x 10712, als de sterke wisselwerking, ag =
0.07 — 14, zijn in de literatuur ook andere normeringen gebruikelijk.

Men kan de elektromagnetische krachten, die tussen twee ladingen werken, beschrijven in
QED met behulp van de uitwisseling van een of meerdere fotonen. Zo wordt bijvoorbeeld de
wisselwerking tussen een elektron en een positron door de Feynman diagrammen gegeven in
figuur 46 beschreven. In dit college nemen we aan dat in de Feynman diagrammen de tijdas
horizontaal is (de toekomst is rechts). In de literatuur vindt men ook andere conventies.

elektron

foton - -

positron

Figuur 46: Feynmandiagrammen welke de elektron-positron verstrooiing beschrijven.

De fotonen geschetst in figuur 46 zijn virtuele deeltjes (en zijn bijvoorbeeld niet massa-
loos). De uitwisseling van een massaloos foton komt overeen met de Coulombpotentiaal met een
oneindige dracht. Grofweg zouden we ons de deeltjesuitwisseling als volgt kunnen voorstellen:
als twee ladingen g1 = @Q1e en gs = @Qse zich op een afstand r van elkaar bevinden, dan kunnen
er volgens de onzekerheidsrelatie fotonen met een impulsoverdracht

Ap-r=~h (663)

uitgewisseld worden. Elk foton heeft een tijd At ~ r/c nodig om de afstand tot de andere lading
te overbruggen. De gemiddelde kracht, f, is volgens Newton te berekenen uit

he
—- (664)

_ Ap
T=a0 =

Het aantal uitgewisselde fotonen is evenredig met het product van de ladingen en de koppelings-
constante aep. Hieruit volgt dan de bekende wet van Coulomb

QlQQ.

r2

FCoulomb = ahc (665)
Wellicht zal dit microscopisch beeld aanvankelijk niet als erg bevredigend ervaren worden. Het
is bijvoorbeeld moeilijk te begrijpen hoe een, in dit geval, aantrekkende Coulombkracht tot
stand komt. Echter, wat bepalend is, is het succes van deze theorie, die deeltjesuitwisseling als
fundament heeft. QED is op dit moment een van de beste theorieén. Hiermee is het mogelijk
processen, die onder invloed van de elektromagnetische wisselwerking verlopen, te berekenen met
een ongekende nauwkeurigheid (10~7 en beter!).
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Door het uitvoeren van nucleon-nucleon verstrooiingsexperimenten heeft men vastgesteld dat
de kernkracht een eindige dracht heeft (X ~ 1.4 fm). In de eenvoudigste benadering (en met
verwaarlozing van alle spineffecten) kan de kernkracht gevonden worden uit

1 _=»
Ukern = —aghc—e X . (666)
r

De Japanse fysicus Hideki Yukawa heeft reeds in 1935 de suggestie gedaan, dat deze kracht
overgebracht kan worden door uitwisseling van deeltjes met een rustenergie van

h
me? = ;C ~ 140 MeV. (667)

Daadwerkelijk werden deze deeltjes dan 0ok® in 1947 door Cecil Powell, hij werkte in labo-
ratoria in het hoogggebergte (0.a. in de Andes op 5000 m hoogte), via sporen in fotografische

emulsies gebruikt in kosmische stralingsexperimenten aangetoond. Het gaat hier om de drie pio-

nen, 7% en 7. De neutron-proton wisselwerking kan dan (in laagste orde!) door de diagrammen

in figuur 47 beschreven worden.

proton proton proton neutron

S

pi-0 : pi+ en pi-

PR

neutron neutron neutron proton

Figuur 47: Feynmandiagrammen welke de proton-neutron verstrooiing beschrijven in laagste
orde.

Een exacte afleiding van het verband tussen de vorm van de Yukawa potentiaal en de massa
van het uitgewisselde deeltje kan pas later gegeven worden. We beperken ons hier tot een
heuristisch argument: Indien een uitwisselingsdeeltje met een van nul verschillende massa door
een nucleon geémitteerd wordt, bijvoorbeeld m,, dan gaat dit altijd gepaard met het schenden
van de wet van behoud van energie. Deze energie, m,c?, mag door het nucleon ‘geleend’ worden,
mits het wordt ‘terugbetaald’ binnen een tijd At*¢. De onzekerheidsrelatie ‘laat zulks toe’ voor
een beperkte tijdsduur At, waarbij

AEAt = mgc? - At ~ h. (668)
In deze tijd kan het deeltje hooguit een afstand
hc
A= dir (669)

35Na enkele dwalingen, want aanvankelijk werden in 1937 muonen ontdekt door Carl Anderson en Neddermayer
in experimenten met kosmische straling. Muonen hebben echter totaal niets te maken met de sterke wisselwerking.

360mdat de energie op tijd teruggegeven dient te worden, de wet van behoud van energie is immers geschonden,
noemt men zo’n deeltje een virtueel deeltje. Het kan experimenteel niet worden waargenomen.
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afleggen, en die kan worden geinterpreteerd als de dracht van de desbetreffende kracht.

We zijn er nu aan gewend dat de krachtwetten voor gravitatie?” en de elektromagnetische
wisselwerking er zeer eenvoudig uitzien. Dit is echter geenszins het geval voor de kernkracht.
Integendeel, deze krachtwet is zeer gecompliceerd. We zullen er enkele aspecten uitlichten.

1. Deradiéle athankelijkheid is ingewikkeld en kan in de meest eenvoudige benadering beschreven
worden door een superpositie van verschillende Yukawa potentialen. De reden van de in-
gewikkelde radiéle afhankelijkheid is het feit dat er verschillende mesonen bestaan, die elk
een bijdrage tot de nucleon-nucleon wisselwerking geven.

2. Naast de diagrammen gegeven in figuur 47 zijn er oneindig veel andere diagrammen, die
in een exacte berekening allemaal meegenomen dienen te worden. In QED convergeert de
bijbehorende reeks, omdat de koppelingsconstante (cem =~ 1/137) klein is. Dat is echter
niet het geval in de kernfysica (ag = 1)

3. De interactiepotentiaal is niet centraal, maar bevat diverse componenten die van de spin
afhangen. Van belang zijn de spin-spin koppeling, de spin-baan koppeling en de tensor
interactie.

4. De interactie is bijzonder slecht bekend voor kleine afstanden tussen de nucleonen (r < 1
fm). Vermoedelijk dienen ook niet-lokale componenten in rekening gebracht te worden3®.

5. Er zijn aanwijzingen voor het bestaan van meer-deeltjes krachten. Dit betekent dat de
wisselwerking tussen twee nucleonen verandert, als er nog een derde (of meer) hadron
in het interactiegebied gebracht wordt. De grootte van deze meer-deeltjes kracht is nog
onbekend en wordt daarom op dit moment in veel experimenten met drie-nucleon systemen
onderzocht.

We verbazen ons tegenwoordig niet meer over deze gecompliceerde vorm van de nucleon-
nucleon interactie. We weten immers dat de nucleonen en mesonen zelf een inwendige structuur
hebben en uit meerdere deeltjes (de quarks, antiquarks en gluonen) zijn samengesteld.

De kernkracht is terug te voeren tot de onderliggende sterke wisselwerking, die de quarks
(en antiquarks) door middel van gluonen samenbindt. De potentiaal tussen een quark en een
antiquark, die samen een meson vormen, bevat twee termen,

4
V(r) ~ —§¥ + (670)

In een zeer vereenvoudigde voorstelling komt de eerste term overeen met de verwachte bijdrage
van de uitgewisselde massaloze gluonen, terwijl de tweede term (de zogenaamde confinement
term) ermee te maken heeft dat de quarks (vanwege hun kleur) zich niet uit het hadron kunnen
vrijmaken. Als het ware zijn ze in een kleurloze wereld veroordeeld tot eeuwige opsluiting.

Veel fysici hebben, ondanks tientallen jaren van frustratie, de hoop niet opgegeven, dat alle
vier de wisselwerkingen zich uiteindelijk zullen laten verenigen in één enkele theorie. Als dat lukt
leidt dat tot unificatie van alle interacties, waarbij alle krachten manifestaties zijn van verschil-
lende aspecten van slechts één enkele interactie. Tot nu toe is dat wel gelukt met de zwakke en
de elektromagnetische wisselwerking. Het zogenaamde standaard model van de elektrozwakke
interactie van Glashow, Salam en Weinberg (1961) laat bijvoorbeeld toe het §-verval van deeltjes
en kernen te begrijpen en met goede nauwkeurigheid te berekenen (zie figuur 48).

Hetzelfde model beschrijft ook de zogenaamde neutrale stromen en de creatie van de interme-
diare vector bosonen van de zwakke wisselwerking bij elektron-positron botsers. De laagste-orde
diagrammen voor dit proces worden gegeven in figuur 49.

3TUiteraard hebben we het nu niet over de complicaties die voortvloeien uit de algemene relativiteitstheorie.
38We zullen later dieper ingaan op al deze eigenschappen van de kernkracht.
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elektron elektron

W W
muon // anti-neutrino neutron // anti-neutrino
neutrino proton

Figuur 48: Feynmandiagrammen voor het (3-verval van het muon en van het neutron. De
zwakke wisselwerking wordt overgebracht door de geladen W+ en W~ vector bosonen.

elektron

positron

Figuur 49: Feynmandiagrammen die de koppelingen van het Z° aan leptonen beschrijven

Tenslotte, merken we nog op dat de gravitatiekracht dermate zwak is (ograv ~ 6 X 10739),
dat ze in de kern- en deeltjesfysica tot nu toe geen rol schijnt te spelen. We zullen haar dan ook
in het vervolg verwaarlozen. Het uitwisselingsdeeltje is het nog niet experimenteel aangetoonde
graviton, een deeltje met spin 2.

12.3 Spin en statistiek

Tenslotte zullen we in dit hoofdstuk ingaan op een wezenlijk verschil tussen fermionen en boso-
nen®?. Dit verschil heeft te maken met de spin van het deeltje. Spin is een zuiver quantumme-
chanische eigenschap, die een maat is voor het intrinsieke impulsmoment. Er is geen analogie in
de klassieke mechanica, alhoewel we ons dan vaak het deeltje voorstellen als een snel rond zijn as
draaiende tol. De grootte van de spin (het is een vectorgrootheid) wordt uitgedrukt in eenheden
van h. De waarde van de spin is, net als het baanimpulsmoment, gequantiseerd.

Deeltjes met halftallige spin (%, %, enz.) volgen Fermi-Dirac statistiek, terwijl deeltjes met
heeltallige spin (0, 1, enz.) voldoen aan Bose-Einstein statistiek. Dit heeft tot gevolg dat
de fermionen slechts in paren gecreéerd en geannihileerd kunnen worden (bijvoorbeeld v —

e~ + et). Bosonen daarentegen kunnen in willekeurig aantal geproduceerd en geannihileerd

39Wolfgang Pauli, Physical Review 58 (1940) 716.
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worden (bijvoorbeeld p+p — p+ p+nmw,n = 1, 2, ..), indien de andere behoudswetten dat
toestaan.

Het spin-statistiek theorema (|1)|> mag niet veranderen) bepaalt nu dat voor de golffunctie
1, van twee identieke deeltjes, moet gelden dat

bosonen :  (1,2)
19 (671)

+1(2,1) symmetrisch,
fermionen :  (1,2) 2.1

N
— —1(2,1) antisymmetrisch,
in het geval dat beide deeltjes verwisseld worden.

Indien twee fermionen precies dezelfde quantumgetallen hebben, en zich dus in dezelfde toe-
stand bevinden, dan moet 1 gelijk zijn aan nul (het zogenaamde principe van Pauli). Daarentegen
bezetten meerdere bosonen ‘bij voorkeur’ dezelfde toestand (zoals bijvoorbeeld van toepassing is
in een laser). Schrijven we de golffunctie van twee deeltjes als een product van een plaatsgolf-
functie en een factor die de spinoriéntatie bepaalt,

¥ = Pp(plaats)ys(spin), (672)

dan moet de totale golffunctie symmetrisch of antisymmetrisch zijn. Indien de plaatsgolffunctie
als volgt geschreven kan worden,

Up(plaats) = ¥ (r)Y;"(0, ¢), (673)

waarbij r de afstand tussen beide deeltjes is en [ hun relatief baanimpulsmoment, dan volgt bij
verwisseling van de deeltjes in het zwaartepunt,

0 —-m—0, en ¢p — ¢+, (674)

en hiermee
Yp(plaats) — (—1)'4h,(plaats). (675)

De plaatsgolffunctie is dus symmetrisch voor even [ en antisymmetrisch voor oneven [. Bij

identieke deeltjes moet dan de spingolffunctie, naar gelang de deeltjessoort, symmetrisch of
antisymmetrisch gekozen worden. We krijgen bijvoorbeeld voor J; = Jy = % een symmetrische

golffunctie voor de triplettoestand (J = 1,.J, = 0,%1) en een antisymmetrische golffunctie voor
de singlettoestand (J = 0,.J, = 0).

| 11>
Ys(spin) = %ﬂ TU>+ 11>} symmetrisch

| 11> (676)
Ys(spin) = %{\ T>— 11>} antisymmetrisch

Om het belang van symmetrieén te demonstreren, beschouwen we het verval van een neu-
traal p-meson in twee neutrale pionen, dus p — 27Y. De p is een voorbeeld van een vector
meson, en zoals we later zullen zien bezitten deze mesonen een spin J = 1. De pionen zijn
ongeladen en dragen geen spin, en hun spingolffunctie, ¢, is dan ook symmetrisch. Omdat de
pionen identieke bosonen zijn, dient hun totale golffunctie symmetrisch te zijn, en er dient nu
te gelden dat de plaatsgolffunctie, v, symmetrisch is. Dit betekent dat de gecreéerde pionen
een even totaal-impulsmoment dienen te hebben. Omdat we een p meson met spin J = 1 in de
begintoestand hebben, is het verval dus verboden door de wet van behoud van impulsmoment
en Bose-symmetrie.
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13 SYMMETRIEEN

13.1 Inleiding

Het onderzoek naar symmetrieén en de daarmee verbonden behoudswetten is in de deeltjesfysica
buitengewoon nuttig gebleken. Uit de klassieke fysica weten we bijvoorbeeld, dat de eis, dat
wetten invariant dienen te zijn onder een translatie in de tijd, leidt tot behoud van energie. Verder
leidt invariantie ten opzichte van ruimtelijke rotaties tot behoud van impulsmoment. Terwijl de
wetten van behoud van energie, impuls, en impulsmoment altijd geldig zijn, weten we nu dat
andere symmetrieén in bepaalde wisselwerkingen geschonden worden. Het was bijvoorbeeld een
ongelofelijke verrassing voor fysici, toen bleek dat de spiegelsymmetrie in de zwakke wisselwerking
(en enkel in deze!) geschonden is, zelfs maximaal. Ook begrijpen we tegenwoordig nog niet, of
slechts ten dele, waarom dit zo is, of waarom bepaalde symmetrieén (CP, 7)) slechts ‘een beetje’
geschonden worden.

Hier willen we allereerst de theoretische quantummechanische basis samenvatten, omdat we
dat voor de bespreking van deze fenomenen nodig zullen hebben. Een systeem wordt beschreven
door een golffunctie, . Een fysische observabele wordt voorgesteld door een quantummechani-
sche operator, O, waarvan de verwachtingswaarden gegeven worden door de eigenwaarden van
deze operator. De eigenwaarden komen overeen met de resultaten van metingen, en de verwacht-
ingswaarde van O in de toestand v, is gedefinieerd als*°

<O0>= / 0 OadV. (679)

Omdat de verwachtingswaarden experimenteel bepaald kunnen worden, dienen ze reéel te zijn,
en moet O dus hermitisch zijn. Als O een operator is, dan wordt de hermitisch toegevoegde
operator Of gedefineerd als

/ (0v)*pdV = / 40l gav, (680)

en de operator O is hermitisch als geldt Of = O.

We nemen aan dat de tijdsafhankelijkheid van de golffunctie, v, gegeven is door de Schro-
dingervergelijking,

L Oy
—— = Hy. 681
it = Hy (681)
Indien de Hamiltoniaan H reéel is, dan geldt ook
—magi = (Hy)* = ¢*H. (682)

“OIndien we twee toestanden beschouwen, dan kan men op analoge wijze schrijven

Oba = / Vi OvadV, (677)

en Oy, wordt het overgangsmatrixelement genoemd tussen de toestanden a en b. De verwachtingswaarde van O
in toestand a is het diagonale element van O, voor b = a,

< O >= Oqa. (678)

De niet-diagonale elementen corresponderen niet direct met klassieke grootheden. Echter de overgangen tussen
toestand a en b zijn gerelateerd aan Oy, .
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Voor de verandering in de tijd van een observabele, O, krijgen we

2<0 > =2 [y OpdV
= (%0 + v 0%) av (683)

= & [¢*(HO — OH)ydV.

We zien dus dat < O > niet verandert, dus een bewegingsconstante is, indien de commutator
[H, O] gelijk is aan nul,
[H,0] =HO — OH = 0. (684)

Er kan dan een golffunctie gevonden worden, die gelijktijdig een eigenfunctie is van O en van H,
Hy=FEy en Oy =oy, (685)

waarbij o de eigenwaarde is van O in toestand 2.

Om te illustreren op welke manier behoudswetten gevonden kunnen worden, voeren we een
unitaire, tijdsonafhankelijke symmetrietransformatie U in,

U7 1) = U(7, t). (686)
Omdat ¢’ dient te voldoen aan dezelfde Schridingervergelijking, krijgen we
H=U'HU = U'HU, (687)

en dus

[H, U] =0. (688)

We zien dus dat de operator voor de symmetrietransformatie eveneens commuteert met de Hamil-
toniaan.

Indien U ook nog hermitisch is, UT = U, dan is er een observabele geassocieerd met U. Als
dat niet het geval is, dan kan er, zoals we in de volgende voorbeelden nog zullen laten zien, een met
U geassocieerde variabele gedefiniéerd worden. We dienen hierbij onderscheid te maken tussen
het geval dat U een continue of een niet continue transformatie vertegenwoordigt. In het eerste
geval krijgen we in het algemeen een additief behouden grootheid (zoals impuls, impulsmoment,
energie), terwijl we in het tweede geval een multiplicatief quantumgetal (bijvoorbeeld pariteit)
zullen vinden.

13.2 Behoud van impuls

Voor een continue transformatie is het efficiént een additionele operator (een zogenaamde gene-
rator) G in te voeren,

, 1
U=¢C=1+iG + 5(z'eG.)Q + . (689)
waarbij € een reéele grootheid is. Uit de unitariteit van U volgt dan dat

UlU=¢ GG =1 . Ggf=g, (690)

“1Een unitaire transformatie leidt tot een behouden norm van de golffunctie; dit wil zeggen dat [ pdV =
J(Uy)*UypdV = [*UTUrdV, en dus UTU = 1. Voor een unitaire operator geldt dus dat U = U™, Unitaire
operatoren zijn generalisaties van e'®, de complexe getallen met absolute waarde 1. Als de operator M wordt
voorgesteld door een matrix met elementen M;y, dan is M* de complex geconjugeerde matrix met elementen M},
M met elementen My; is de getransponeerde matrix, en M’ met elementen Mj; is de hermitisch geconjugeerde
matrix. Verder geldt (AB)T = BfA! E =1 =1 is de eenheidsmatrix met elementen FEii = ;5. De matrix H
wordt hermitisch genoemd als geldt Hy; = H;;. De matrix U is unitair als U}, Uir = Ui UL; = dik.
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en we vinden dat de hermitische operator G de gezochte behouden grootheid vertegenwoordigt.
Indien U met een symmetrietransformatie overeenkomt, [H, U] = 0, dan vinden we in de
limiet van een infinitesimale transformatie, U = 1 + ieQG, direct de relatie

H(1 +ieG) — (1 +ieG)H = 0, (691)

en dus
H, G] =0. (692)

X

nﬂ”ﬂﬁﬂﬂl .
g .

Figuur 50: Illustratie van een symmetrietransformatie aan de hand van de translatie van de
golffunctie van een deeltje. Het pakket verschuift over een afstand e = dx.

We zullen deze procedure toelichten aan de hand van een eenvoudig voorbeeld. We beschouwen
in figuur 50 de translatie van de golffunctie van een deeltje in één dimensie. We eisen, dat voor
een waarnemer in het getransleerde coérdinatensysteem dezelfde wetten gelden*?, en dus

V() =l —e) = @) - 4.

(693)
= (1+1ieG + ..)(x).
Hiermee vinden we p 1

De operator U commuteert met de Hamiltoniaan H, en daarmee dan ook G, die evenredig is
met de impulsoperator px. De hiermee corresponderende observabele p, is de gezochte behouden
grootheid.

In het algemeen vertegenwoordigt de translatieoperator

U(@@) = exp(—%(i- B) (695)

“2We hadden natuurlijk net zo goed kunnen aannemen dat het systeem over dezelfde afstand in de tegen-
overgestelde richting verschoven wordt.
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de volgende transformaties (I_i is de totale impuls van het systeem),

7 =UFU ! =7f—a : ruimtecordinaten
7 =UpUl =p : impulsen (696)
§ =UsU! =7 : spins

13.3 Behoud van lading

Indien lading niet behouden zou zijn, dan zou het elektron kunnen vervallen, bijvoorbeeld in een
foton en een (elektron) neutrino®3

e— Y+ Ve (697)
Dit proces is tot nu toe niet waargenomen. Bij het verdwijnen van een gebonden elektron
dient, wanneer het ontstane gat weer gevuld wordt, karakteristieke réntgenstraling uitgezonden
te worden. De levensduur van het elektron is groter dan 4.3 x 10%* jaar**. Verder zijn er veel
aanwijzingen dat alle ladingen een heeltallig veelvoud zijn van de elementaire lading (bijvoorbeeld
het experiment van Millikan, de neutraliteit van atomen)

q = Qe. (698)

We nemen daarom aan dat het ladingsgetal een additief behouden, discrete, grootheid is. In elke
willekeurige reactie
a+b+.+i—c+d+. +f (699)

is de som van de bijbehorende ladingsgetallen constant.
2. Qi=2.0Q; (700)
Wat is hier het bijbehorende symmetrieprincipe?

Stel dat 1), de golffunctie is van een object met lading g,
220

th—= = Hy,, (701)
en Q is de ladingsoperator. Indien < ) > behouden is, dan geldt
[H, Q] =0, (702)
en 1), is gelijktijdig een eigenfunctie van Q met eigenwaarde g,
QY = qy. (703)
De bijbehorende symmetrie werd door Hermann Weyl*® gevonden
g = €Uy, (704)

Dergelijke symmetrietransformaties heten ijktransformaties en spelen tegenwoordig een grote rol
in de deeltjesfysica. IJkinvariantie betekent weer dat de getransformeerde golffuncties dienen te
voldoen aan dezelfde Schrodingervergelijking,
Wy
ot
We zullen in het vervolg nog een hele reeks van gelijksoortige behouden grootheden vinden
(baryongetal B, leptongetallen L, L, en L, enzovoort).

ih—=1 = Hyl,. (705)

43 Als we het argument omkeren, dan garandeert de wet van behoud van lading de stabiliteit van de lichtste
geladen deeltjes.

*De samenhang tussen de wet van behoud van lading en het Pauli principe wordt besproken door bijvoorbeeld
L.B. Okun, Physics Letters B239 (1990).

4SH. Weyl, The Theory of Groups and Quantum Mechanics, Dover New York, 1950.
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13.3.1 Lokale ijksymmetrieén

We hebben gezien dat een globale ijktransformatie, ¢ = constant # €(7,t), leidt tot ladingsbe-
houd, waarbij we dienen op te merken dat we deze lading nog niet hebben geidentificeerd met
de elektrische lading. Elektrische lading is behouden in elk ruimtetijd punt, en we hebben te
maken met een lokale behoudswet. Het is daarom wenselijk, maar ook esthetisch aantrekkelijk,
om de fase van de golffunctie, Q. vrij te kunnen kiezen, op elk ruimtetijd punt. We willen
vergelijking (704) voor de golffunctie van een geladen deeltje (bijvoorbeeld een quark, of een
geladen lepton) generaliseren naar

Yl = IRy, — i@y, (706)

De oneindige set fasetransformaties (706) vormen een unitaire groep genaamd U(1). Omdat €(x)
een scalaire grootheid is, wordt de groep U(1) Abels genoemd?®. De lokale ijktransformatie (706)
creéert verschillende fases voor v, op verschillende lokaties in ruimtetijd. De beschrijving van
een vrij geladen deeltje wordt gegeven door vergelijking (701) en bevat afgeleiden naar x = t, 7.
Deze afgeleiden zijn niet invariant onder lokale ijktransformaties. We zien bijvoorbeeld

My _ i@ e Q9%
ot ot ot ot~

De tweede term, met de/0t, bevat willekeurige functies van ruimtetijd en deze verhinderen de
invariantie van de vergelijkingen. We dienen nieuwe dynamica toe te voegen aan het systeem,
indien we aan het principe van lokale symmetrie willen vasthouden. Lokale ijkinvariantie kan
bereikt worden door een nieuw dynamisch veld in te voeren, en ons deeltje (quark of geladen
lepton) te laten koppelen aan dat veld. Voordat we deze procedure uitvoeren, maken we een

korte excursie naar de elektrodynamica?”.

U+ eie(:v (707)

We definiéren de vector en scalaire potentialen, A en ¢, waarvoor geldt

B=VxA en E=—V¢—%—?. (712)
“Meer complexe fasetransformaties zijn ook mogelijk, waarbij deze worden gespecificeerd door niet-
commuterende operatoren. Men spreekt dan van niet-Abelse groepen. Zo is de groep SU(2) de basis van de
elektrozwakke wisselwerking, en de groep SU(3) de basis van de quantum chromodynamica.
*TDe klassieke elektrodynamica wordt volledig gegeven door de vergelijkingen van Maxwell. Deze beschrijven
de gekoppelde elektrische, E, en magnetische, B, velden en er geldt,

V-E = 2% wet van Coulomb,
VxB-— 0%83—};: = pod wet van Ampre,
(708)
VxE+ 33—]? =0 wet van Faraday,
V-B =0 geen magnetische monopolen.

We beschouwen de velden in het vacuiim veroorzaakt door de ladings- en stroomdichtheden p en J. Deze groothe-
den gehoorzamen aan lokale behoudswetten, die verkregen kunnen worden door afgeleiden te nemen van de

Maxwellvergelijkingen. Er geldt
1o} _109p

5V E==22 (709)
o 1_ 0B
V(VxB) - 5V = v d. (710)

Vervolgens maken we gebruik van de relaties V - (V x B) = 0 en 1/¢ = uoeo, en vinden de gezochte relatie tussen
lading en stroom, die geldig is op elke lokatie.

dp _
5 TV I=0. (711)
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Hiermee kunnen we het systeem van gekoppelde vergelijkingen vereenvoudigen. Het is reeds lang
bekend, dat met vergelijking (712) de velden E en B niet uniek gedefinieerd zijn. Historisch
gezien is dit de eerste manifestatie van een ijksymmetrie, en wel in de klassieke elektrodynamica.
We zien namelijk dat B en E in vergelijking (712) invariant zijn als we A en ¢ vervangen door

A'=A+Ve en ¢’:¢+%. (713)

De grootheid €(7,t) = e(z) is een willekeurige scalaire functie van ruimtetijd. Elke lokale veran-
dering in de elektrische potentiaal kan gecombineerd worden met een corresponderende veran-
dering in de magnetische potentiaal, zodanig dat E en B invariant zijn. Dergelijke herdefinities
hebben dus geen gevolgen voor de klassiek observabele velden E en B, en we concluderen dat de
klassieke elektrodynamica een ijkinvariant formalisme is. We kunnen deze vrijheid in de definitie
van de potentialen gebruiken om ongekoppelde (of in ieder geval meer eenvoudige) differenti-
aalvergelijkingen te verkrijgen voor A en ¢.

Deze formele behandeling van de elektromagnetische potentialen krijgt een nieuwe en be-
langrijke betekenis als we het quantumgedrag van een geladen deeltje beschouwen in een ijk-
invariante theorie. De waarschijnlijkheid om het deeltje ergens aan te treffen wordt gegeven
door de golffunctie v,. Het is belangrijk in te zien dat 1), niet het elektrische veld van een
deeltje (bijvoorbeeld een elektron), maar het materiéle veld voorstelt. We hebben gezien dat
de eis van lokale ijksymmetrie van de golffunctie verschillen in fase creéerde tussen verschillende
ruimtetijd codrdinaten. We kunnen verhinderen dat deze arbitraire effecten observabel worden
door de elektromagnetische potentialen te gebruiken als ijkvelden. Als we de functie €(z) in
vergelijking (707) identiek kiezen aan de functie in vergelijkingen (713), dan compenseert de ijk-
transformatie van A en ¢ precies de willekeurige faseveranderingen van de golffunctie 1,. Omdat
de faseverschillen over willekeurig grote afstanden gecompenseerd dienen te worden, dient het
ijkveld, A, = (Ao, A) = (¢, A) een oneindige dracht te hebben. Het hiermee corresponderende
quantum, het foton, dient daarom een massa te hebben die bij gelijk is aan nul. Het ijkveld A,
is een vectorveld en daarom dient de spin van het ijkdeeltje gelijk te zijn aan één. Het opgestelde
formalisme voor v, A en ¢ vertegenwoordigt hiermee een theorie die lokaal ijkinvariant is.

Teneinde deze lokale ijkinvariantie te demonstreren, gaan we over van de bewegingsverge-
lijking van een vrij deeltje naar die van een deeltje dat wisselwerkt met het ijkveld. Hiertoe
herdefiniéren we de energie- en impulsoperatoren,

0 0 h h
ih— — th— — — -V —qA 714
ihsr = ihs:—qo, en =V — =V —gA, (114)
en kunnen we de Schrodingervergelijking voor een geladen deeltje dat wisselwerkt met het ijkveld
A,, schrijven als,
d 1 (h ?
jh— — =—(=-V—-qA . 715
<Z ot Q¢> Yq om <,L q > Yq (715)
Deze substituties worden de minimale substitutie genoemd, en de Schrodingervergelijking is
hiermee lokaal ijkinvariant en we hebben
(ingy —ad) vy =R (ihg — ) Yo,
(716)
h 2 j h 2
o (FV —aA) 0y =@ Qs (3V = gA) .
De structuur van vergelijking (715) is kennelijk zodanig dat de willekeurige faseveranderingen
van 1), opgeheven worden door het ijkgedrag van A en ¢. De interpretatie van de parameter ¢
wordt duidelijk als we vergelijking (715) herschrijven als

. 1 [h 2
s L (;v - qA> o + a0y (717)
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We zien hier de vertrouwde uitdrukking voor de Schrédingervergelijking van een deeltje in een
elektromagnetisch veld, waarbij de tweede term de elektrostatische potentiéle energie (Coulomb
energie) vertegenwoordigt, V' = g¢. We kunnen ¢ nu identificeren met de elektrische lading.

Samenvattend komen we tot de opmerkelijke conclusie dat de eis van lokale ijkinvariantie
zowel het bestaan als de vorm van de interactie dicteert. Uit het formalisme volgt dat de massa
van het ijkdeeltje, het foton, gelijk moet zijn aan nul. Verder dient de spin van het ijkdeeltje gelijk
te zijn aan één. Het principe van ijksymmetrie kan ook toegepast worden op de relativistische
golfvergelijking voor spin—% deeltjes, de Dirac vergelijking. De eis dat aan lokale U(1) symmetrie
dient te zijn voldaan, leidt dan tot de ijkinvariante theorie die quantum elektrodynamica heet.

13.3.2 Behoud van baryongetal

Gelukkig is ook het proton stabiel. De levensduur is voor een groot aantal vervalkanalen®
gemeten, en is groter dan 103° jaar. Enkele voorbeelden zijn

p —etnd 7> 5.5 x 103 jaar
p — utr 7> 2.7 x 103 jaar (718)
p — ety 7> 4.6 x 103 jaar
p — e’ wat dan ook 7> 0.6 x 103V jaar.

Tegenwoordig wordt met de allergrootste inspanning gezocht naar het verval van het proton,
omdat bepaalde theoretische modellen een eindige levensduur 7, van het proton van ongeveer
1033 jaar voorspellen. Tot nu toe kon er geen eenduidig protonverval aangetoond worden.

Het bovenstaande is een van de redenen, waarom men, volledig analoog aan het ladingsgetal
@, een baryongetal B invoert, dat strikt behouden is. We willen echter op een verschil wijzen:
in een veldentheorie met een lokale ijksymmetrie volgt uit een exact behouden grootheid (zoals
bijvoorbeeld de lading) het bestaan van een veld (een ijkveld) met een lange dracht, dat aan deze
lading koppelt. Tot nu toe kon er echter geen wisselwerking met lange dracht gevonden worden,
die verbonden is met het baryongetal: het equivalentieprincipe verlangt dat de verhouding van
zware en trage massa voor alle objecten gelijk is. Dit heeft men bijvoorbeeld voor de elementen
Al en Pt met een nauwkeurigheid van ongeveer 10~!2 gecontroleerd. Omdat voor deze beide
elementen de verhouding van massa en baryongetal, vanwege de verschillende bindingsenergieén,
aanzienlijk verschillend is, volgt hieruit dat de bewuste koppeling aan het baryongetal zeker een
factor 109 zwakker is dan de gravitatie.

Bij het verval van het neutron zijn de lading, baryongetal (en leptongetal) behouden.

n — p + e + U

Q 0O =1 -1 + 0 (719)
B 1 =1 + 0 +
L. : 0 = 0+ 1 -1

Het proton en neutron zijn de enige ‘gewone’ deeltjes, die een baryonlading dragen. Er bestaat
echter een reeks van resonanties of aangeslagen toestanden, die eveneens B = 1 hebben: N(1440),
N(1550), ..; A(1232), A(1620), ..; Ag, %, X9 =0 ==, Q7 enzovoort. Al deze deeltjes zijn,
zoals we tegenwoordig aannemen, uit drie quarks samengesteld, die elk een baryongetal B = %
dragen. De corresponderende antibaryonen, die uit drie antiquarks zijn samengesteld, hebben
B=-1.

*®Het zal duidelijk zijn dat het verval p — 3v, dat ook nog ladingsbehoud schendt, moeilijk experimenteel te
meten zal zijn. Ook kan men zich nog afvragen of het verval p — NIETS, dat energiebehoud schendt, ‘denkbaar’
is.
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Bij alle kernen is natuurlijk het baryongetal gelijk aan het aantal nucleonen (A), en dus
B=A=N+7 (720)

In het geval van leptonen, e*, v, 7., u*, enzovoort en mesonen, die uit een quark-antiquark
paar zijn opgebouwd, hebben we dat B = 0.
Bij alle vervalprocessen en reacties die men tot nu toe heeft waargenomen, is steeds het

baryongetal behouden. We weten echter niet waarom?.

13.3.3 Behoud van leptongetal

Ook in reacties met lichte deeltjes heeft men ontdekt dat, analoog aan het geval van baryonen,
deze steeds in paren optreden. Men heeft bijvoorbeeld de reactie

v —ete”  in het veld van een kern. (721)
Verder constateert men dat bepaalde reacties toegestaan en weer andere verboden zijn. Om deze
waarnemingen te kunnen ‘verklaren’ heeft men een leptongetal L ingevoerd, en gepostuleerd dat
dit in alle wisselwerkingen behouden is. Hiertoe beschouwen we eerst twee gewone (-vervallen,

n — p + e 4+ U
3 3 - -
H — °He 4+ e + 1, (722)

Le 0 = o + 1 — 1

Indien we aan het elektron L, = 1 toekennen®, dan volgt voor het gelijktijdig uitgezonden
neutrino 7, een L, = —1 en we noemen het daarom een antineutrino. Later zullen we nog zien
dat de quantumgetallen, die verwant zijn aan de lading, het tegenovergestelde teken krijgen voor
antideeltjes (de lading zelf is bijvoorbeeld voor een positron, het antideeltje van het elektron,
positief; voor een antiproton negatief). Hiermee lijkt het natuurlijk, om voor g-verval de volgende
leptongetallen aan te nemen,

p — n 4+ et 4+ v, in kernen

bijvoorbeeld  Ar — 3Cl + et + v, typisch BT — verval

L. : 0 = 0 — 1 + 1 (723)
of STAY  + e — Cl 4+ v,
L. : 0 + 1 = 0 + 1

Uit de kinematica van het (-verval (kurieplot) weten we dat de massa’s van v, en 7, nul zijn
(of tenminste dat die zeer klein zijn, my, < 10 — 15 €V /c?). Uit het behoud van impulsmoment
kunnen we concluderen dat de spin van het neutrino gelijk is aan % De ladingen zijn gelijk aan
nul en de beide deeltjes hebben slechts een zeer geringe wisselwerking met materie. Ze kunnen
bijvoorbeeld zonder meer dwars door de aarde heenvliegen, zonder geabsorbeerd te worden.

In welk opzicht zijn het elektron-neutrino en elektron-antineutrino dan verschillend? - In hun
leptongetal! We kunnen experimenteel aantonen dat de leptongetallen (met de geassocieerde
behoudswetten) een zinvol concept vormen. Een mogelijkheid is de studie van neutrino reac-
ties. Het is echter niet zo eenvoudig om reacties met neutrinos te bestuderen. Vanwege de

“9FEen antwoord in de trant van ‘omdat er een corresponderende ijkinvariantie bestaat’, verschuift slechts de
vraagstelling!

"OWe schrijven hier L. voor het elektronische leptongetal, omdat er nog twee verdere leptongetallen (L, en
L;) worden ingevoerd (we worden hiertoe later gedwongen).
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buitengewoon kleine werkzame doorsnede duurde het bijvoorbeeld bijna twintig jaar, voordat
het bestaan van het door Wolfgang Pauli in 1930 gepostuleerde (anti-)neutrino door Cowan en
Reines®! aangetoond kon worden.

We beschrijven in het volgende het basisidee van dit experiment. Antineutrinos kunnen in
een substantie, die waterstof bevat, de volgende reacties induceren,

Ve + p — n + e"
(724)
L. -1 + 0 — 0 — 1.

Als een bron met voldoende intensiteit voor 7, komt een kernreactor®? in aanmerking. Bij de
splijting van zware kernen worden primair elementen met een neutronenoverschot geproduceerd,
wat dan leidt tot verschillende 3~ -vervalreeksen. Gemiddeld worden er per verval ongeveer zes
Ve geémitteerd met energieén tussen 0 en 8 MeV.
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Figuur 51: Schematische voorstelling van de experimentele opstelling die door Cowan en Reines
gebruikt is om het bestaan van het antineutrino aan te tonen.

Figuur 51 toont de detector, bestaande uit een tank gevuld met 200 liter water (met wat
CdCLg erin). De tank is opgesteld tussen drie vloeistofscintillatoren met elk een 1400 liter
inhoud (in die tijd een gigantisch experiment!). Het positron wordt snel afgeremd en annihileert
met een elektron,

et +em — 27, (725)

De beide annihilatiequanta worden in coincidentie gemeten met behulp van de scintillatoren. De
gevormde neutronen worden door botsingen in het water afgeremd tot thermische energieén, en
worden tenslotte ingevangen® in het '3Cd. De in deze reactie geproduceerde y-quanta worden

*1Zie F. Reines and C.L. Cowan, Physical Review 113 (1959) 273.

52 Aanvankelijk hadden Cowan en Reines ook een atoomexplosie als bron voor elektronische antineutrinos in
beschouwing genomen.

53Het element '3Cd is een uiterst effectieve neutronenabsorber: de werkzame doorsnede heeft een resonantie
bij T,, = 0.0253 €V met een maximum werkzame doorsnede van o,y = 2450 £ 30 barn.
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in additie in een (vertraagde) coincidentie geregistreerd, wat een goede signatuur van de echte
gebeurtenissen geeft. Met een ingeschakelde reactor (700 MW) werd een verhoogde telsnelheid
van 3.0 £ 0.2 events per uur gemeten. Hieruit kon een gemiddelde werkzame doorsnede van

< o >= (12" x 107" cm? (726)

afgeleid worden, hetgeen in overeenstemming was met de theoretische verwachting. Bijna gelijk-
tijdig werd door R. Davis bij dezelfde reactor getoond dat antineutrinos de reactie

e 4+ 3TC1 — STAr + e
(727)
L. -1 + 0 — 0o + 1

niet induceren.
Daarentegen kon later gedemonstreerd worden dat de neutrinos die van de zon afkomstig zijn
daadwerkelijk, zoals we volgens het behoud van leptongetal verwachten, deze reactie induceren,

ve + 3Cl — 3TAr 4+ e~
(728)
L. : 1 + 0 — o + 1

Het aantal van de in deze reactie gedurende enkele decennia verzamelde 3”Ar atomen is echter
ongeveer een factor 2 - 3 lager dan we volgens de berekeningen verwachten. Dit is het beroemde
probleem van de zonneneutrinos®®, dat een van de grootste calamiteiten van de hedendaagse
kern- en deeltjesfysica is.

Ook de metingen van het dubbele 3-verval en verschillende andere experimentele feiten geven
aan dat het v, en ¥, verschillende deeltjes zijn, die respectievelijk gekarakteriseerd kunnen worden
door L, = +1 of L, = —1%5.

In reacties, waaraan de ‘zware’ elektronen pu® en 7% deelnemen, worden vaak neutrinos
geproduceerd, geabsorbeerd, of verstrooid. Hierbij dringt zich dan direct de vraag op of deze
deeltjes zich hetzelfde gedragen als de ons tot nu toe bekende elektronische neutrinos v, en 7.
Bijvoorbeeld, het positief geladen pion vervalt meestal naar een u™ en slechts zelden naar een
et,

Tt —ut+u, B.R. = 0.999878

mt et 41, BR. = 1.2x 1074 (729)

De antideeltjes vervallen, met dezelfde levensduur en dezelfde vervalwaarschijnlijkheden, als
volgt,
O VRN SR 7
T — e 4 V.

(730)

Ook de in het verval naar muonen optredende neutrinos hebben een spin %, een lading 0 en

vermoedelijk een rustmassa die gelijk is aan nul (m, < 0.17 MeV/c?). Ondanks dit alles onder-
scheiden ze zich van de elektronische neutrinos v, en 7, (dat is de reden waarom we verschillende

symbolen gebruikt hebben). We kunnen dit alles weer aantonen door naar de volgende reacties

*De belangstellende lezer(es) zij verwezen naar een artikel van X. Shi en D.N. Schramm, Physics Letters B283
(1992) 305.

%5We kunnen op deze plaats niet ingaan op de vraag of beide deeltjes zich ‘enkel’ onderscheiden in hun heliciteit.
Indien de deeltjes een, ook al nog zo kleine, massa zouden hebben, dan kunnen deze beide toestanden in elkaar
getransformeerd worden (door een Lorentztransformatie van een voldoende hoge snelheid uit te voeren).
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te kijken.

Ve + n — p + e
L. 1 + 0 = 0 + 1 treedt op
L, 0 + 0 = 0 + 0
Vy + n — p + e”
L. 0 + 0 # o + 1 treedt niet op (731)
L, 1 + 0 # 0 + 0
Vy + n - p + I
L. : 0 + 0 = 0 + 0 treedt op
L, : 1 + 0 = 0 + 1

Er zijn twee experimenten die met bijzonder grote nauwkeurigheid aantonen dat de leptonfamilies
wezenlijk verschillend zijn en daarmee dat L. en L, afzonderlijk behouden zijn.

e De reactie®®
po—e +et e (732)

bleek niet op te treden. De branching ratio is kleiner dan 10712,
e Eveneens bleken de reacties

pmH2S s e +38S, 0/0y capture < 7 x 1071

p 328 — et 4328i, /0y, capture < 9 X 10719 (733)

niet op te treden®”. Merk op dat het tweede proces ook het behoud van totaal leptongetal
schendt.
13.4 Spiegeling in de ruimte en pariteit

De unitaire pariteitstransformatie P inverteert alle ruimtelijke codrdinaten (spiegeling om de
oorsprong) en impulsen,

¥ =PrpP! =-¢

. . - 734

p/ =P p fP—l = —p. ( )
Impulsmomenten en spins veranderen niet van teken,

I' =(—Fx (- =L

We nemen aan dat ook de interne quantumgetallen van het deeltje (lading, baryongetal, en-
zovoort) bij deze transformatie gelijk blijven.

Tot het jaar 1956 heeft men het voor vanzelfsprekend gehouden, dat alle natuurwetten
spiegelinvariant zijn®®,

[H, P] =0. (736)

*De belangstellende lezer(es) wordt verwezen naar het artikel van Bellgardt et al., Nuclear Physics B299
(1988) 1. Het betreft hier het zogenaamde SINDRUM experiment op het Paul Scherrer Instituut in Villingen te
Zwitzerland.

5"Badertscher et al., Nuclear Physics A377 (1982) 106.

%8 Het feit dat er slecht één vorm van vitamine C bestaat, die helpt tegen verkoudheid en de andere vorm niet,
is geen tegenvoorbeeld! Evenmin het feit dat men in alle café’s ter wereld slechts rechtshandige kurketrekkers
aantreft.
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Hiermee kunnen we dan weer golffuncties vinden die gelijktijdig eigentoestanden zijn van zowel
H als P,
Hy = Evy
Py =i,

Voor niet-ontaarde systemen geldt dat m = +1. Als voorbeeld kunnen we het waterstofatoom
nemen. In dit geval is de potentiaal sferisch symmetrisch,

(737)

H(r) = H(-7) = H(r), (738)
en dus [H,P] = 0. De golffuncties

@Z)(T”ﬂ’@) = X(T)lem(ﬁ’ 30) (739)

hebben een goed gedefinieerde pariteit, namelijk (—1)!. Indien we echter de fijnstructuur ver-
waarlozen, dan zijn in het waterstofatoom (met de grondtoestand als enige uitzondering: n = 1,
[ = 0) de niveaus ontaard. De eerste aangeslagen toestand bijvoorbeeld, met hoofdquantumgetal
n = 2, heeft dan dezelfde energie voor de beide baanimpulsmomenten [ = 0 en [ = 1. We kunnen
dan zonder meer een lineaire combinatie van golffuncties opschrijven, die geen goed gedefinieerde
pariteit heeft, (—7) # £ (7).

De toestand van een nucleon (n of p) is een eigentoestand van P, omdat er geen enkel
ander object bestaat met dezelfde lading, dezelfde massa, enzovoort. Wegens het behoud van
baryongetal en lading is de relatieve pariteit van toestanden met verschillende quantumgetallen )
en B willekeurig. We kunnen hiermee de eigenpariteit van het elektron 7., het proton 7, en die
van het neutron 7, willekeurig op +1 vastleggen®. Het was een onvoorstelbaar grote verrassing
toen Lee en Yang®® er in 1956 op wezen, dat het helemaal niet evident en vanzelfsprekend is dat
de pariteit in alle wisselwerkingen behouden is. Korte tijd later lukte het daadwerkelijk om aan
te tonen dat in de zwakke wisselwerking de pariteit geschonden is (zelfs maximaal geschonden
is)61. We zullen nu enkele van deze experimenten toelichten.

13.4.1 Pariteitschending in (-verval

De schending van de pariteit werd voor het eerst eenduidig bewezen door mevrouw Wu en haar
medewerkers®2. Het concept van dat experiment wordt in figuur 52 schematisch voorgesteld.

Een gepolariseerde kern met spin J emitteert elektronen met een impuls p.. Rechts in
figuur 52 is de pariteitgetransformeerde experimentele situatie geschetst. Spiegelinvariantie eist
dat we beide situaties niet kunnen onderscheiden, en dat dus de telsnelheden I(¢) en I(m — )
gelijk dienen te zijn.

Het experiment werd uitgevoerd met de isotoop ®°Co. Deze kern heeft een spin J™ = 51 en
vervalt met een halfwaardetijd van 71 = 5.2 jaar bij voorkeur (> 99 %) naar een aangeslagen

toestand (met J™ = 4T ) van %Ni. D2e 60Co kernen kunnen gepolariseerd worden, als men ze in
een sterk magneetveld B plaatst en afkoelt. De reden is dat de toestanden met een verschillend
magnetisch quantumgetal M, waarbij —J < M < J, in een magnetisch veld een verschillende
energie hebben,

E(M) = Ey — gunBM. (740)

39We zullen later zien dat het proton en neutron een isospindoublet vormen. Een andere normering zou daarom
niet gelukkig gekozen zijn.

50T .D. Lee en C.N. Yang, Physical Review 104 (1956) 257.

51 Experimentele fysici hadden dit reeds eerder kunnen merken als ze deze invariantie niet altijd als volledig
vanzelfsprekend hadden aangenomen.

52C.S. Wu, E. Ambler, R.W. Hayward, D.D. Hopes, en R.P. Hudson, Physical Review 105 (1957) 1413.
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Experiment Parity Inversion
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Figuur 52: Schematische voorstelling van de experimentele opstelling die door Wu en medewer-
kers gebruikt is om de schending van pariteit te demonstreren bij 3-verval van % Co.
De relatieve bezettingsgraad van toestand (M’) wordt door de Boltzmann-factor gegeven,

n(M') e BEOOKD o ownouys

Voor kT < gun B is enkel het laagste niveau bezet en is de kern volledig gepolariseerd (afhanke-
lijk van het teken van g is J dan parallel of antiparallel aan E) De %°Co bron werd opgesloten in
een kristal van cerium magnesium nitraat. Wanneer dit materiaal geplaatst wordt in een relatief
zwak extern magnetisch veld (= 0.05 T) dan zullen de elektronische momenten zorgen voor een
lokaal magnetisch veld in de orde van 10 - 100 T. Door de hyperfijn interactie zal dan het 5°Co
gepolariseerd worden, indien een temperatuur van ongeveer 10 mK bereikt wordt%®. De kernpo-
larisatie werd gemeten door naar het verval te kijken van “Ni naar de grondtoestand. Voor een
E2 transitie wordt een hoekverdeling van de vorm W () = >2_ ag, x cos®™ @ verwacht. Men
meet de y-anisotropie coéfficiént [W(w/2) — W(0)]/W (7 /2) met twee Nal detectoren.

Figuur 53 toont nogmaals het principe van de experimentele opstelling alsook het resultaat
voor de [-asymmetrie. Men meet de telsnelheid van de uitgezonden elektronen met een an-
thracene kristal voor de twee verschillende oriéntaties van het aangelegde externe magnetische
veld. Bij voldoende lage temperaturen observeert men inderdaad een asymmetrie die het bestaan
van de pariteitschending bewijst. Als het radioactieve preparaat opwarmt, dan verdwijnt de
asymmetrie, omdat de polarisatie kleiner wordt (het laatste is een belangrijke systematische
controle).

53Dit is de techniek van adiabatische kerndemagnetisatie van een paramagnetisch zout.
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Figuur 53: (a) Experimentele opstelling zoals door Wu en medewerkers gebruikt om de schen-
ding van pariteit te demonstreren bij (B-verval van %°Co; (b) foton asymmetrie gemeten met
detector A (e) en detector B (o) als functie van de tijd als het kristal opwarmt; het verschil
tussen de curves is een maat voor de netto polarisatie van de kernen; (c) [-asymmetrie in de
telsnelheid gemeten met het anthracene kristal voor twee richtingen van het magnetisch veld (e,
down |; o, up 7).

13.4.2 Heliciteit van leptonen

In hoofstuk 13.4.1 hebben we ons bezig gehouden met de asymmetrie in de elektronenemissie in
het zwakke verval van een gepolariseerde kern. De pseudoscalaire grootheid

Ae< g J >, (742)

waarbij p. de impuls van het elektron (of positron) en J de spin van de moederkern is, veran-
dert onder een pariteitstransformatie van teken. Observabelen kunnen daarom in het geval van
spiegelsymmetrie niet van A afthankelijk zijn. We hebben echter gezien dat spiegelsymmetrie niet
geldt voor de zwakke wisselwerking (we zullen het later nog hebben over de elektromagnetische
en sterke wisselwerking).

Figuur 54 toont een andere pseudoscalaire grootheid die verdwijnen moet voor deeltjesverval,
indien de pariteit behouden is: de heliciteit van deeltjes die uitgezonden worden door een niet

gepolariseerde bron,
h=< p-6 >. (743)

Hierbij is p een eenheidsvector in de bewegingsrichting van het deeltje en & is de spinrichting
van dit deeltje. Indien de spin altijd gericht is langs de bewegingsrichting (rechtshandig circulair
gepolariseerd), dan is < h >= +1. Voor volledig linkshandig circulair gepolariseerde deeltjes
geldt dat < h >= —1.

In een geraffineerd experiment%4 van Goldhaber, Grodzins en Sunyar kon reeds in 1958 aange-

toond worden dat de heliciteit van het neutrino, dat geémitteerd wordt in het zwakke verval van

64Zie het artikel van M. Goldhaber, L. Grodzins, and A.W. Sunyar, Physical Review 109 (1958) 1015.
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Figuur 54: Heliciteit van deeltjes die uitgezonden worden door een ongepolariseerde bron. De
figuur rechts toont de situatie na een pariteitstransformatie.

152Ey, negatief is. Men vond < h,, >= —1.0 £ 0.3.

Figuur 55 toont de experimentele opstelling en de data. Na het invangen van een K-elektron
in ?Eu wordt allereerst een neutrino v, met energie E, = 840 keV uitgezonden. Het verval gaat
naar een aangeslagen toestand van '2Sm met een levensduur van ongeveer 71 = 2x 10714 s, Deze
toestand vervalt onder de emissie van een y-quantum naar de grondtoestanQd. We doen eerst de
aanname dat het neutrino naar ‘boven’ (positieve z-as) en het -quantum naar ‘beneden’ geémit-
teerd wordt. Uit het behoud van impulsmoment in de z-richting volgt dan, dat het y-quantum
linkshandig circulair gepolariseerd is, indien de heliciteit van het v, negatief is (en omgekeerd).
Het y-quantum vliegt door een stuk gemagnetiseerd ijzer (met de magnetische veldrichting van
B parallel of antiparallel aan de z-richting). De absorptie voor rechts- en linkshandig circulair
gepolariseerde ~-quanta is verschillend. Het blijkt dat inderdaad o, = —1 en dus o, = —%.
Hoe kan men echter vaststellen dat het neutrino naar ‘boven’ geémitteerd werd en dat dus zijn
heliciteit inderdaad negatief is? Dat kan door resonante verstrooiing aan een '*2Sm verstrooier.
De energie van het y-quantum heeft precies de juiste waarde om het 961 keV niveau aan te slaan
in het geval dat de aangeslagen kern naar beneden, en het neutrino daarom naar boven gevlogen
is.

Sinds 1958 is een groot aantal experimenten uitgevoerd, die alle tonen dat de heliciteit van
de bij B-verval van kernen uitgezonden leptonen altijd als volgt is:

e alle neutrino’s (v., maar ook v, en v;) hebben een heliciteit -1, en alle antineutrino’s (7,
Uy, Ur) hebben een heliciteit +1.

e De in f-verval uitgezonden geladen leptonen (e~) hebben een heliciteit —v/c, terwijl de
antideeltjes (e) een heliciteit +v/c hebben.

Dit is in overeenstemming met het standaard model van de elektrozwakke wisselwerking.
Elke afwijking zou een sensatie betekenen, omdat dat direct een aanwijzing zou geven dat er
naast de gebruikelijke linkshandige vectorbosonen (ch) 0ok nog rechtshandige deeltjes (Wéc)
zouden bestaan, die wegens hun grotere massa tot nu toe nog niet geproduceerd konden worden
met deeltjesversnellers.
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Figuur 55: Experimentele opstelling die door Goldhaber, Grodzins en Sunyar gebruikt is om
te tonen dat dat de heliciteit van neutrino’s, die geémitteerd worden in het verval van %2Eu,
negatief is. De analysatormagneet selecteert de circulaire polarisatie van de fotonen. Het SmoQOs3
verstrooit door kernfluoresentie straling naar de Nal detector.
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Figuur 56: Schematische voorstelling van de heliciteiten in het verval van een positief geladen
pion in een muon en een muon neutrino.

We willen nog een uitzondering bespreken, die optreedt in het verval van geladen pionen,
bijvoorbeeld
=T+, B.R. = 0.999878

T —et 4, B.R.=12x 1074, (744)

hebben de geladen leptonen wegens behoud van impulsmoment in zekere zin de ‘verkeerde’ he-
liciteit (zie figuur 56). Als we enkel de faseruimtefactoren in beschouwing nemen en aannemen
dat de matrixelementen voor de beide vervallen gelijk zijn, dan krijgen we het verkeerde resultaat,

Ae 1+ (me/mz)? 1 — (me/mx)?

Ne T (m/ma P 1= (mfma)? (745)

Enkel als we deze uitdrukking vermenigvuldigen met de correctiefactor

1— v 21 )?
_Loveje me Lt (mu/ma)” g9, (746)
L—wv,/c  ms 1+ (me/myg)

f

vinden we het juiste resultaat. Dit betekent dat deze uitzondering inderdaad de regel beves-
tigt, of preciezer geformuleerd, het feit dat het gecorrigeerde resultaat zo goed met de gemeten
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waarde overeenkomt, levert inderdaad een belangrijke test voor de aard van de aan het verval
ten grondslag liggende wisselwerking (een pure V - A koppeling, zoals die door het standaard
model met enkel linkshandige W+ geéist wordt).

13.4.3 Behoud van pariteit in de sterke wisselwerking

Het behoud van pariteit in de sterke wisselwerking is geverifiéerd in een groot aantal experi-
menten. Een van de meest nauwkeurige experimenten® werd uitgevoerd met de opstelling die
schematisch geschetst is in figuur 57.

Figuur 57: Experimentele opstelling voor de meting van pariteitsschending in proton-proton
verstrooiing. Hierbij worden longitudinaal gepolariseerde protonen met een energie van 50 MeV
verstrooid aan waterstof.

Het injectorcyclotron levert een transversaal gepolariseerde protonenbundel met een energie
van T}, = 50 MeV, een intensiteit van ongeveer 5 p1A en een polarisatie P, van 0.8. Met behulp van
spinprecessie in verschillende magnetische velden wordt een longitudinaal gepolariseerde bundel
verkregen, die dan aan een waterstoftarget verstrooid wordt. Behoud van pariteit eist nu dat de
werkzame doorsnede voor protonen met positieve heliciteit o™ even groot is als die voor protonen
met negatieve heliciteit 0. Het experiment leverde als resultaat

ot —o~

De minuscule afwijking van nul is van dezelfde orde van grootte als we op theoretische gronden
zouden verwachten. De quarks en dus ook de nucleonen ondergaan ook een zwakke wisselwerking,
en deze schendt de pariteit maximaal. De corresponderende sterkte is echter ongeveer 10~7 keer
kleiner in vergelijking tot de dominante sterke wisselwerking.

Omgekeerd kunnen we soms het feit dat de pariteit in de sterke wisselwerking behouden is
gebruiken om de eigenpariteit van een deeltje te bepalen. Als voorbeeld bespreken we op welke
wijze de pariteit van het negatief geladen pion, P, bepaald kan worden uit de reactie

m +d—n+n. (748)

We nemen aan dat we de spins van alle aan de reactie deelnemende deeltjes kennen,

Jo=0, Ji=1, J,=-=. (749)

55Zie het artikel van S. Kystrin et al., Physical Review Letters 58 (1987) 1616.

158



Eveneens weten we de eigenpariteit van het deuteron®, Py = +1.

Als het 7~ door de deuteriumkern wordt ingevangen, dan worden in het algemeen in eerste
instantie toestanden met baanimpulsmoment [.4 # 0 bezet. Het pionische deuterium vervalt
echter snel naar een toestand met [;4 = 0, waarbij karakteristieke rontgenstraling uitgezonden
wordt. Deze fotonen kan men detecteren, en hiermee experimenteel bepalen, dat na de vangst
van een negatief pion in een S-toestand, de hierboven besproken reactie inderdaad optreedt. Het
totale impulsmoment bedraagt dan

’bftot’:’l_;rd'i‘j;r‘i‘jal‘:l:’l_;zn"i‘j;z‘i“]_;z‘a (750)

en de pariteit is Poy = Py - Pg - (—1)d = P = (P)? (—1)lnn,

Omdat de golffunctie van de beide neutronen antisymmetrisch dient te zijn, verloopt de reactie
enkel via een 3P;-toestand met [,,,, = 1. Hiermee vinden we dat P, = —1. Qok de beide andere
tot hetzelfde isospintriplet behorende pionen, 7% en 7%, hebben een negatieve eigenpariteit.

56Het deuteron bestaat uit een proton en een neutron, die hoofdzakelijk in een S-toestand met baanimpulsmo-
ment l,, = 0 gebonden zijn.
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14 ASPECTEN VAN DE INTERPRETATIE VAN QUANTUM-
FYSICA

14.1 Consequenties van de meting van een observabele

We beschouwen de implicaties van het uitvoeren van een meting aan een systeem. Stel dat voor
de meting de toestand van een systeem gegeven wordt door v». We gaan nu een meting uitvoeren
van de observabele A die wordt voorgesteld door de Hermitische operator A. Voor de meting
kunnen we volgens het expansietheorema de toestand van het systeem schrijven als

= ch¢na (751)

waarbij de toestanden 1, de eigentoestanden van de operator A zijn.
Na het uitvoeren van de meting vinden we voor de waarde van de observabele de eigenwaarde
an. Verder geldt dat na de meting de toestand van het systeem v’ gegeven is door

W' = n. (752)

We voeren nu direct na de eerste meting, een tweede meting uit van dezelfde observabele. De
tijdspanne tussen de twee metingen is zo kort dat de waarde van A niet veranderd kan zijn door
ofwel de tijdevolutie van het systeem volgens de Schrodingervergelijking of doordat het systeem
op een of andere wijze verstoord is. In dat geval vinden we voor de waarde van A met zekerheid
weer a,.

We komen nu tot het opmerkelijke resultaat dat ten gevolge van een meting de toestand van
het systeem abrupt verandert van ¢ = Y cp9, tot ¢ = 1b,. Men spreekt van de collapse of
reductie van de golffunctie.

We zien dus dat er twee soorten tijdafhankelijkheden zijn in de quantummechanica. Voor een
geisoleerd systeem wordt de tijdevolutie gegeven door de Schridingervergelijking, die een eerste-
orde differentiaalvergelijking in de tijd is. Dientengevolge zal de toestand van een systeem con-
tinue evolueren in overeenstemming met vergelijking (410). Een geheel andere, discontinue tijd-
afhankelijkheid treedt op tijdens een meting aan het systeem. Hierbij vindt er een abrupte
verandering van de golffunctie plaats.

Het is niet eenvoudig om de continue tijdevolutie van de toestand van een systeem te verenigen
met de abrupte verandering die optreedt wanneer er een meting wordt uitgevoerd. Een meting
heeft te maken met de interactie van meetapparatuur met het systeem. Echter deze meetappa-
ratuur is ook onderhevig aan de wetten van de quantummechanica. We zouden dan ook het gehele
systeem kunnen beschouwen, dat bestaat uit ons origineel systeem plus de meetapparatuur. Dit
nieuwe systeem wordt dan weer beschreven door een ‘Grand’ Schrodingervergelijking en het is
nu deze vergelijking die een continue tijdevolutie van het gehele systeem beschrijft. De vraag
dringt zich dan op wat nu leidt tot de collapse van de toestand van dit gehele systeem? Komt
dat doordat een waarnemer naar de meetapparatuur kijkt? Hierop bevestigend antwoorden helpt
ook niet veel, want wat gebeurt er als we enkel een deel van de waarnemer beschouwen? Of een
waarnemer die niet begrijpt wat hij ziet? Of wat gebeurd er wanneer een kat kijkt?

Het is duidelijk dat wanneer er een meting aan een systeem wordt uitgevoerd, de toestand
abrupt verandert (een collapse). Uiteraard is het resultaat van een meting dat de situatie van
waarschijnlijkheid verandert in een van zekerheid. Het is echter voor het eerst in de natuurkunde
dat een meting of observatie een beslissende invloed heeft op de loop der gebeurtenissen en
niet gescheiden kan worden, zoals het geval was in de klassieke fysica, van het fysische beeld.
Overigens is deze plotselinge verandering van de waarschijnlijkheidsverdeling veroorzaakt door
een observatie, het prototype van een quantumsprong. Er zijn diverse pogingen ondernomen om
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de conceptuele moeilijkheden op te lossen, echter geen van deze pogingen is geheel bevredigend
en algemeen geaccepteerd.

14.2 Klassieke fysica en werkelijkheid

Klassieke fysica is een ontwikkeling die ongeveer driehonderd jaar geduurd heeft en die begonnen
is door Galileo, Newton en anderen. In de mechanica van Newton kan materie worden voorgesteld
als een agregaat van massapunten, waarbij de toestand van elk massapunt wordt gespecificeerd
door middel van zes getallen: drie coordinaten en drie snelheden. In de klassieke zienswijze heeft
een deeltje een positie en snelheid en zijn deze eigenschappen reéel en definieren de toestand van
het deeltje. Als de toestand bekend is op enig tijdstip, dan kunnen alle toestanden in zowel de
toekomst als het verleden berekend worden uit de bewegingswetten (bijvoorbeeld F= mda). Het
bouwwerk was compleet met het werk over elektromagnetisme van Maxwell, de optica van Hertz
en de statistische mechanica van Boltzmann. Al deze theorieén hebben globaal dezelfde logische
structuur: er is een objectieve werkelijkheid, onafhankelijk van ons - de waarnemers -, die we
door onze zintuigen kunnen waarnemen. De gebeurtenissen in deze wereld volgen een strikte
causale ontwikkeling, bepaald door strikte wetten in ruimte en tijd. De ruimte en tijd waarin
deze gebeurtenissen plaatsvinden zijn de absolute ruimte en tijd van Newton en identiek aan wat
we gewend zijn in het dagelijkse leven.

Met causale ontwikkeling bedoelen we: stel dat we op een gegeven tijdstip complete kennis
hebben van de toestand van een fysisch object (bijvoorbeeld een deeltje of een elektromagnetisch
veld), dan kan de toekomstige ontwikkeling van dat object (maar ook de ontwikkeling terug in de
tijd) met mathematische precisie uit de natuurwetten afgeleid worden en is exact voorspelbaar.

Het was Einstein die in 1905 een ontwikkeling op gang bracht die afweek van de logische structuur
van de klassieke fysica. Teneinde het foto-elektrisch effect te verklaren nam hij aan dat licht
bestaat uit quanta en dat deze deeltjes (fotonen) elk een energie E = hv, als ook een aantal
andere eigenschappen van materiéle deeltjes bezitten. Dit beeld van discontinue emissie- en
absorptieprocessen, alsook een discontinue verandering in het aantal fotonen, staat op gespannen
voet met de klassieke theorie. Het is correct dat dergelijke discrete gebeurtenissen niet direct in
strijd met de klassieke fysica hoeven te zijn. Echter, dan nemen we aan dat deze gebeurtenissen
worden veroorzaakt door een bepaalde invloed, en als we deze oorzaak kennen, dan kunnen we
bijvoorbeeld weer exact voorspellen op welk tijdstip de emissie van een foton zal plaatsvinden.
Met de ontwikkeling van het atoommodel van Bohr in 1913 werd het echter snel duidelijk dat
het exacte tijdstip van dergelijke emissies niet voorspelbaar is en dat deze ook niet worden
veroorzaakt door een invloed van buiten. Het atoommodel van Bohr gaat er van uit dat

e cen atoom kan bestaan zonder straling uit te zenden in elk van een discrete set stationaire
toestanden met een precies bepaalde energie, zeg F, met n =0, 1, ...;

e cen atoom kan enkel straling uitzenden en absorberen als er een transitie plaatsvindt tussen
deze stationaire toestanden. De frequentie van de straling wordt gegeven door

hviy = E; — Ey (Frequentieconditie van Bohr). (753)

Hierbij zijn E; en Ey de energie van de begin- en eindtoestand die betrokken is in de
transitie.

e Er bestaat een laagste toestand, de grondtoestand van een atoom, met energie Ey. Deze
toestand is stabiel en het atoom kan in deze toestand geen straling uitzenden.

Uit de analyse van de straling van een zwart lichaam volgt dat emissie en absorptie spontaan
optreden. Verder kwam men tot de conclusie dat wanneer atomen in een aangeslagen toestand
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met energie F, komen, de verblijftijden in deze toestand een waarschijnlijkheidsverdeling vol-
gen. Enkel de gemiddelde verblijftijd, gemeten voor een groot aantal identieke atomen in dezelfde
aangeslagen toestand, is bepaald en is een karakteristieke eigenschap van een atoom in de des-
betreffende aangeslagen toestand.

Dit was voor het eerst in de natuurkunde dat statistische beschouwingen en kansberekening
optraden in de wetten die individuele fysische objecten beschrijven. Voorheen werd statistiek
enkel toegepast op een verzameling van een groot aantal objecten, indien men niet geinteresseerd
was in het individuele gedrag, maar waarbij elk individueel object wel de strikte causale wetten
van de klassieke mechanica volgt.

Op basis van klassieke fysica is het onmogelijk te begrijpen dat in de laagste toestand van een
atoom een elektron eeuwig kan rondcirkelen om een kern zonder elektromagnetische straling uit
te zenden. Verder kan men op basis van de klassieke fysica niet de aard van de quantumsprongen
in een dergelijk systeem begrijpen. Ook de analyse van het statistische gedrag en de onvoorspel-
baarheid van bijvoorbeeld het radioactieve verval van deeltjes laat geen twijfel bestaan over de
realiteit van de intrinsieke onvoorspelbaarheid van de natuur.

Soms wordt het argument gebruikt dat klassieke mechanica een complete theorie is, in de zin dat
geen onbekend mechanisme buiten beschouwing wordt gelaten. Het is echter zo dat quantum-
mechanica de klassieke mechanica bevat als een speciaal geval. Als we het gedrag van deeltjes
beschouwen met toenemende massa, dan zullen volgens de wetten van de quantummechanica,
vanwege de ‘kleinheid’ van de constante van Planck, alle waarschijnlijkheidsverdelingen contra-
heren tot bijna zekerheden. Het wordt dan mogelijk om bijna scherpe waarden toe te ken-
nen aan positie en snelheid en het gedrag van dergelijke deeltjes wordt praktisch determinis-
tisch. Aangezien quantummechanica dus in deze limiet een deterministische theorie wordt, en
de klassieke mechanica als speciaal geval bevat, is het moeilijk zich voor te stellen dat quantum-
mechanica geen complete theorie zou zijn.

14.2.1 Quantummechanica en de toestand van een systeem

Quantummechanica heeft een nieuw concept ingevoerd met betrekking tot de toestand van een
systeem. Er wordt nog steeds gesproken over deeltjes, maar niet meer over exacte posities en
snelheden er van. Er wordt met toestandfuncties, ¥(x,y, z), gewerkt, die bepaalde waarden
hebben voor alle posities van een systeem. Deze toestanden geven een beschrijving van de
realiteit, maar ze laten geen voorspelling toe van posities en snelheden in het verleden of in
de toekomst. Er bestaan echter eenvoudige mathematische procedures die een berekening toe-
staan van verwachtingswaarden van alle metingen die men op een dergelijk systeem zou kunnen
uitvoeren. Soms wordt gesteld dat quantummechanica een berekening van de waarschijnlijkheid
mogelijk maakt, dat een bepaalde grootheid van een systeem, zoals impuls, in een meting een
bepaalde waarde heeft. Dat is echter een ongelukkige uitdrukking, want quantummechanica
spreekt niet over grootheden van een systeem. Quantummechanica doet zelfs geen uitspraak
over eventuele grootheden die een systeem zou bezitten, maar zegt in termen van waarschijnlijk-
heid, wat men zou kunnen vinden indien een bepaalde meting wordt uitgevoerd. Kennis van de
golffunctie vertegenwoordigt de maximale kennis die men van een systeem kan hebben.

De golffunctie kan met behulp van de Schrédingervergelijking gevonden worden en op het eerste
gezicht heeft deze vergelijking veel gemeen met andere klassieke veldentheorieén. De materiegolf
die wordt toegekend aan het elektron ontwikkelt zich in ruimte en tijd op dezelfde causale manier
als een elektromagnetisch veld en de golfvergelijking maakt het mogelijk om toekomstige waar-
den op elk punt in de ruimte te voorspellen wanneer het veld op dit moment bekend is. Er zijn
echter enkele belangrijke verschillen. Zo blijkt dat de golffunctie in veel gevallen niet reéel, maar
noodzakelijkwijs complex is. Verder hebben we gezien, onder andere in vergelijking (414), dat

golffunctie van een N-deeltjes systeem beschreven wordt in een 3N-dimensionale ruimte, terwijl
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dit niet zo is voor elektromagnetische of gravitatievelden. Dit maakt het onwaarschijnlijk dat de
golffunctie van bijvoorbeeld een elektron een meetbaar fysisch object kan zijn. De statistische
interpretatie van Born zegt dat het kwadraat van de amplitude van de golffunctie de waarschijn-
lijkheidsverdeling van het elektron voorstelt. Dit betekent dat de baan van het elektron niet
langer exact voorspelbaar is, maar enkel de waarschijnlijkheid het elektron ergens aan te treffen.
We kunnen enkel een uitspraak met zekerheid doen voor een collectie van een groot aantal elek-
tronen. We zien een drastische afwijking van het klassieke idee van determinisme en dat wordt
ons opgedrongen om de twee verschijningsvormen van het elektron - golf en deeltje - te kunnen
verenigen.

Stel we hebben een atoom dat zich op tijdstip ¢ = ty in een aangeslagen toestand bevindt. Als
we de Schrédingervergelijking oplossen, dan vinden we dat de golffunctie geleidelijk in de tijd
evolueert van die van de aangeslagen toestand naar die van de grondtoestand. Hiermee kunnen
we op elk tijdstip voorspellen wat de kans is het atoom aan te treffen in de aangeslagen of in de
grondtoestand. Voeren we echter op een gegeven tijdstip (¢ > tg) een meting uit aan de toestand
van het atoom, dan vinden we met een zekere waarschijnlijkheid het atoom in de grondtoestand.
Deze waarschijnlijkheid om het atoom in de grondtoestand aan te treffen verandert continue.
We dwingen een plotselinge verandering naar zekerheid af door het uitvoeren van een meting.
Door zijn aard en door de fysische interpretatie (als een waarschijnlijkheidsverdeling) is het
duidelijk dat de golffunctie zelf geen fysisch object is, maar dat het ononderscheidbaar is van
het object dat bestudeerd wordt. Dit geassocieerde niet-fysische object maakt een causale ont-
wikkeling door totdat er een meting aan het object wordt uitgevoerd. Op dat moment stopt
de causale ontwikkeling en verandert haar toestand plotseling, om daarna zich weer causaal en
continue verder te ontwikkelen. Het lijkt wel of we te maken hebben met twee verschillende
aspecten van een object: een aspect is de wereld van observaties in ruimte en tijd, waarin de
objecten die bestudeerd worden meetbare posities, snelheden, etc. hebben. Enkel een van deze
grootheden heeft een scherp gedefinieerde waarde. Het andere aspect is de golffunctie die geas-
socieerd is met het object. We kunnen deze golffunctie niet direct met apparatuur (zintuigelijk)
waarnemen. Het kan enkel door onze geest begrepen worden en het is in die wereld waar de
ontwikkeling causaal is. Dit projecteert zich op de wereld van gebeurtenissen in ruimte en tijd
en stelt ons in staat voorspellingen (in sommige gevallen zelfs exacte voorspellingen) te doen van
resultaten van metingen, die we kiezen om uit te voeren. Zo zijn er voor positie en impuls twee
verschillende projecties van een en dezelfde werkelijkheid, die beide niet onderscheidbaar zijn en
die beide slechts samen een complete beschrijving van het fysische object geven. De relatie die
bestaat tussen positie en snelheid en tussen de causale ontwikkeling van de golffuncties en de
observaties, namelijk dat ze elkaar uitsluiten, is karakteristiek voor quantummechanica en werd
door Bohr complementariteit genoemd.

14.2.2 Quantummechanica en leven

Bohr ging zelfs een stap verder in zijn redenatie, waarbij hij de scheiding tussen dode materie
en een levend organisme onderzocht. Hierbij staat de vraag centraal of beide onderhevig zijn
aan dezelfde natuurwetten. Indien we deze vraag bevestigend zouden kunnen beantwoorden
(ook al gelden de wetten van de quantummechanica), dan verschilt een levend organisme in geen
essentieel punt van dode materie en zou er geen ruimte zijn voor het begrip leven. Tegenwoordig
weten we dat enkele van de meest essentiéle levensfuncties zich materieel bevinden in kleine
vormen van levende materie van praktisch moleculaire dimensies. Indien we een antwoord op
onze vraag wensen, dan zullen we een gedetailleerde studie dienen te maken van de atomaire
en moleculaire structuur van het organisme, teneinde te beschouwen of de voorspellingen van
bijvoorbeeld de quantummechanica waar of niet waar zijn. Deze waarnemingen dienen uitgevoerd
te worden met apparatuur (bijvoorbeeld elektronenmicroscopen, lasers, Rontgenstralen) en dat
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heeft een ingrijpende invloed op het object dat bestudeerd wordt: het levende organisme. Het
kan zijn - en dat is waar Bohr van uit gaat - dat deze gedetailleerde bestudering met apparatuur
het leven van het organisme vernietigt en daarom niet verenigbaar is met het bestaan van leven.
Na het uitvoeren van onze metingen hebben we met dode stof te maken, waardoor het in principe
niet mogelijk is de geldigheid van de natuurwetten te verifiéren of te falsificeren in een organisme,
zolang het in leven is. Samenvattend, Bohr neemt aan dat eenzelfde relatie van complementariteit
bestaat tussen levende materie en dode materie als er in de quantummechanica bestaat tussen
de positie en snelheid van een deeltje. Het feit dat een organisme leeft is niet verenigbaar met
te gedetailleerde kennis van haar atomaire en moleculaire structuur, net zoals de kennis van de
positie van een deeltje niet verenigbaar is met de kennis van haar impuls. Of deze redenatie
juist is, is verre van duidelijk. Het is wel duidelijk dat quantummechanica ruimte biedt voor een
nieuwe benadering van het probleem leven (en andere zaken als menselijk denken, vrije wil), die
los staat van de deterministische zienswijze van de klassieke fysica.

14.3 Einstein, Podolsky en Rosen paradox

In 1935 publiceerden Einstein, Podolsky en Rosen (EPR) een artikel®” met de titel ‘Can Quantum-
Mechanical Description of Reality Be Considered Complete’. We zullen de implicaties hiervan
bespreken.

EPR stellen dat teneinde het succes van een theorie te kunnen beoordelen men twee vragen
dient te beantwoorden: (1) ‘Is de theorie correct? en (2) ‘Is de beschrijving die door de theorie
gegeven wordt compleet?. De eerste vraag is eenvoudig te beantwoorden door te bestuderen
of de voorspellingen van de theorie in overeenstemming zijn met de resultaten van metingen.
Quantummechanica is zonder twijfel een correcte theorie en EPR beschouwden de tweede vraag
in relatie tot de quantummechanica. Allereerst werd een nadere definitie gegeven van wat bedoeld
is met compleet. Volgens EPR is een complete theorie er een waarbij elk element van de fysische
realiteit een tegenhanger heeft in de fysische theorie. Dit wordt de conditie van compleetheid
genoemd. Met betrekking tot de elementen van de fysische realiteit worden door EPR de volgende
twee veronderstellingen gemaakt:

e Als men de waarde van een grootheid van een systeem met zekerheid kan voorspellen

zonder het systeem te verstoren, dan komt die grootheid overeen met een element in de
werkelijkheid.

e Als twee systemen dynamisch geisoleerd zijn, dan kan een meting van een grootheid van
één systeem niet van invloed zijn op die van het andere systeem. Dit is de conditie van
lokaliteit.

Vervolgens geven EPR een eenvoudige verhandeling van de quantummechanica, hetgeen er op
neer komt dat wanneer de impuls van een deeltje bekend is, haar coordinaat geen fysische re-
aliteit heeft. Elke poging om de coordinaat te meten zal de toestand van het systeem zodanig
verstoren dat elke kennis die we hadden van de impuls verloren gaat. EPR concluderen dat of
(1) de quantummechanische beschrijving van de werkelijkheid gegeven door de golffunctie niet
compleet is of dat (2) wanneer de operatoren die corresponderen met twee fysische grootheden
niet commuteren, deze grootheden niet simultaan deel van de werkelijkheid kunnen uitmaken.
In de quantummechanica wordt aangenomen dat de golffunctie alle informatie bevat voor een
complete beschrijving van de fysische werkelijkheid. EPR laten zien dat deze aanname in con-
flict is met bovengenoemde definitie van fysische werkelijkheid. In het volgende bespreken we de
argumentatie.

7 A. Einstein, B. Podolsky and N. Rosen, Physical Review 47, 777 (1935).
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Twee systemen, I en II, worden bijeengebracht voor een tijd 0 < t < T', waarna er geen interactie
meer is tussen beide systemen. Stel dat z; en xo de coordinaten en p; en ps de impulsen
zijn van systeem I en II, respectievelijk. Het is dan mogelijk om zowel Xyerschiit = 1 — T2 als
Piotaal = p1 + p2 tegelijkertijd exact te kennen, want

[Xverschila Ptotaal] = [«Tl —x2,P1 +p2]

[z1,p1] + [21, p2] — [72, p1] — [72, P2

= [x1,p1] — [x2,p2] (754)
=ih —ih

=0.

Oplossen van de Schrédingervergelijking geeft de golffunctie ¥ voor het complete systeem voor
t > T. We kennen echter niet de afzonderlijke toestanden van systemen I en II na de interactie.
Daarvoor zijn metingen vereist.

Stel dat a1, ag, ... de eigenwaarden van een fysische grootheid A zijn met betrekking tot systeem
Ien ui(x1), ug(xe), ... de corresponderende eigenfuncties. Volgens het expansietheorema kunnen
we dan schrijven

U(zy,w2) = n(x2)un(21), (755)
n=1

waarbij ¥, (z2) beschouwd kunnen worden als de coéfficiénten van de expansie van ¥ in een
orthonormale set eigenfuncties u, (1) van de Hermitische operator A. Stel dat na een meting
het eerste systeem in toestand ug (1) is, dan is het tweede systeem in toestand ¢ (x2). Dit is het
proces van de zogenaamde reductie van de golffunctie. Het golfpakket gegeven door de oneindige
reeks in vergelijking (755) is gereduceerd tot een enkele term

wk(xz)uk(wl) (756)
We hadden ook een andere grootheid, B, met eigenwaarden by, by, ... en eigenfuncties vy (z1),
va(x2), ... kunnen kiezen en hadden dan als expansie
o0
U(r,29) = Y dal@a)vs(an), (757)
s=1

verkregen, waarde de ¢’s de nieuwe coéfficiénten zijn. Indien we voor B de waarde b, had-
den gemeten, dan zou systeem I zich in toestand v,(z1) en systeem II zich in toestand ¢, (x2)
bevinden.

EPR concluderen dat als resultaat van twee verschillende metingen aan systeem I, systeem II zich
zal bevinden in toestanden beschreven door verschillende golffuncties. Omdat de systemen niet
meer wisselwerken, kan er in systeem II niet iets gebeurd zijn als consequentie van de gebeurtenis-
sen in systeem I. Het is dus mogelijk twee verschillende golffuncties (¢ en ¢,) toe te kennen aan
dezelfde werkelijkheid (systeem II na interactie met systeem I). Vervolgens beschouwen EPR het
geval dat 9, en ¢, eigenfuncties zijn van twee niet-commuterende operatoren P en Q. Door aan
systeem I een meting van P of ) uit te voeren, zijn we in een positie om met absolute zekerheid,
en zonder systeem II op enigerlei wijze te verstoren, de waarde van de grootheid P of de waarde
van () te voorspellen. In overeenstemming met de gegeven definitie van werkelijkheid moeten we
in het eerste geval P als element van de werkelijkheid beschouwen, terwijl in het tweede geval Q
een element van de werkelijkheid is. We hebben echter gezien dat ¢ en ¢, behoren tot dezelfde
werkelijkheid. Deze laatste conclusie is in strijd met de quantummechanica en EPR concluderen
dat quantummechanica niet compleet is.

Samenvattend kunnen we stellen dat uit bijvoorbeeld de meting van de impuls van deeltje 1 (sys-
teem I) we vanwege onze kennis van Pjoaa1 met zekerheid kunnen voorspellen wat het resultaat
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zal zijn van een meting van de impuls van deeltje 2 (systeem II). Als we echter de impuls van
deeltje 2 met zekerheid kunnen voorspellen zonder dat we met dit deeltje wisselwerken, dan moet
deeltje 2 deze impuls al hebben véor de meting, en zelfs al voor de meting aan deeltje 1 (er is
immers geen verstoring van deeltje 2). Quantummechanisch wordt de toestand beschreven door
W, maar hieruit kunnen we de waarde van de impuls van deeltje 2 niet bepalen. EPR komen tot
de conclusie dat de quantummechanica onvolledig is.

14.4 Formulering van de EPR paradox door Bohm

Bohm heeft een experiment bedacht dat analoog is aan het door EPR beschreven experiment,
maar waarbij experimentele toetsing mogelijk is. Stel dat in een bepaald proces een paar spin—%
deeltjes, zeg twee neutronen, worden geproduceerd in een bron .S, waarbij de totale spin van de
neutron gelijk is aan nul (een zogenaamde singlet spintoestand). De neutronen vliegen weg in
tegenovergestelde richtingen en hun individuele spins kunnen worden geanalyseerd met behulp
van twee Stern-Gerlach magneten op positie A en B.

Meting A Meting B

Figuur 58: Schematische weergave van Bohm’s experiment inzake een meting van spin correlaties
voor twee spin—% deeltjes.

De oriéntatie van de magneten kan veranderd worden, zodat de spincomponent in een willekeurige
richting kan worden bepaald. Stel dat beide magneten zo worden georiénteerd dat de spincom-
ponenten worden gemeten in de richting gedefinieerd door de eenheidsvector fi. Voor de spin
singlet toestand zullen de spins van de twee neutronen altijd tegenovergesteld gecorreleerd zijn.
Daarom zal een meting van de spin component in de fi-richting van het neutron op positie A,
met als resultaat +%h, altijd leiden tot het resultaat —%h in een vergelijkbare meting aan het
andere neutron op positie B. Ter vereenvoudiging noemen we dit de 4+ en — spintoestanden in
de richting fi. Deze conclusie geldt voor elke richting fi: als een meting bij A de waarde + geeft,
dan vinden we bij B de waarde —, en omgekeerd. Als we de spincomponent in de richting van
n van het neutron bij A gemeten hebben, dan weten we de spincomponent in dezelfde richting
van het andere neutron bij B. Die is dan volledig bepaald vanwege de correlatie door de spin
singlet toestand. Heeft deze bepaaldheid enkel plaats gevonden als resultaat van een meting op
positie A? Als dat zo is, hoe is het resultaat van deze meting gecommuniceerd naar het neutron
op positie B? Als de metingen op positie A en B simultaan worden gedaan, dan dient deze com-
municatie instantaan plaats te vinden. Vergelijkbare conclusies kunnen worden getrokken als de
magneten op A en B langs andere richtingen worden georiénteerd.

14.5 De ongelijkheid van Bell

Realistisch lokale theorieén gaan er van uit dat de wereld bestaat uit systemen (deeltjes en velden)
die objectieve eigenschappen bezitten die bestaan onafhankelijk van elk experiment uitgevoerd
door waarnemers. Een verdere eigenschap is dat het resultaat van een meting van een eigenschap
op een punt B kan niet afhangen van een gebeurtenis op punt A, voldoende verwijderd van punt
B, zodat informatie over de gebeurtenis, die zich voortplant met de lichtsnelheid, punt B niet
kan bereiken voor dat de meting plaatsvindt. Dit laatste wordt Einstein lokaliteit genoemd.
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Bell heeft in 1964 laten zien dat elke lokaal realistische theorie voldoet aan een criterium, de
zogenaamde Bell ongelijkheid. Experimenten tonen aan dat quantummechanica niet aan dit
criterium voldoet en dat de gevonden afwijkingen van de Bell ongelijkheid in volledige overeen-
stemming zijn met de voorspellingen van de quantummechanica. Er zijn diverse formuleringen
van de Bell ongelijkheid, maar wij volgen hier de afleiding van Wigner (1970) die betrekking
heeft op het experiment van Bohm.

We nemen aan dat in het spincorrelatie experiment van Bohm de Stern-Gerlach magneten op A en
B zodanig kunnen worden georiénteerd, dat de spincomponenten in drie richtingen, gespecificeerd
door de eenheidsvectoren 1y, No en N3, gemeten kunnen worden. In een realistische theorie heeft
elk individueel neutron bepaalde waarden (4 of —) voor de spincomponenten in de drie richtingen
Ny, Ny en fi3. We nemen niet aan dat we al deze componenten van een neutron tegelijkertijd
kunnen meten, maar enkel dat als we één ervan meten door de Stern-Gerlach magneet op de
juiste oriéntatie te zetten, de uitkomst van deze meting exact voorspelbaar is. Een neutron kan
bijvoorbeeld worden voorgesteld door (4, —,+), hetgeen betekent dat voor dit neutron in een
meting van de spincomponent in de 0 richting met zekerheid + zal worden gevonden, in de
Ny richting met zekerheid — en in de g richting met zekerheid +. De neutronparen kunnen
dus in groepen worden opgedeeld, die worden gespecificeerd door (o10903;T17273), waarbij o;
en 7; (die enkel de waarden 4+ en — kunnen aannemen) de spincomponenten in de richting f;
voorstellen van de neutronen die respectievelijk door de magneten op positie A en B gaan. Stel
dat f(oy10903;71m273) de fractie van neutronparen is, geproduceerd in de bron S, die behoord
bij de groep (o10903;T17273). De waarden van deze fracties f hangt van het proces af waarin
de neutronparen gemaakt worden. In het experiment van Bohm worden de neutronparen in een
singlet spintoestand gemaakt en dienen dus tegenovergestelde waarden te hebben voor spins langs
dezelfde richting. Als bijvoorbeeld o3 = +, dan geldt dat 73 = —, maar ook dat f(+—+; —++) =
0. Er geldt

f(or0903; 117273) = 0, behalve o; = —7;, 1=1,2,3. (758)

Merk op dat deze beschrijving voldoet aan de lokaliteitseis: het resultaat van een meting op
positie A hangt enkel van de waarden o1, o9 en o3 af en van de orientatie van de magneet op
positie A, maar is onafhankelijk van de orientatie van de magneet op positie B. Op dezelfde wijze
is een meting van de spin op positie B onafhankelijk van de instelling van de magneet op positie

A.

We kunnen nu eenvoudig de (4+) spincorrelaties verkrijgen. Dat zijn de waarschijnlijkheden
< fi;+; 0+ > dat, voor een neutronpaar, metingen van de spincomponenten bij A langs f; en
bij B langs fi; beide als resultaat + geven. We hebben

< Ny+;Ng+ >= Z Zf(—i—dgdg;’i‘l + T3). (759)

0203 T1T3

Met behulp van vergelijking (758) vinden we dat de enige termen die niet-nul zijn in de sommatie
corresponderen met g9 = —, 7 = — en 03 = —713 = £. Bovenstaande vergelijking kan hiermee
geschreven worden als

<fy+ihot>=f(+-+-+-) + f(+-——++). (760)
Op dezelfde manier vinden we
< fg+;hot >= f(+—+—-+-) + f(——+++-) (761)

en
<At >=f(++ - —+) + f(+F———++). (762)
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De twee termen aan de rechterkant van vergelijking (760) komen voor in vergelijkingen (761) en
(762). Omdat de fracties f(o109203; T17273) niet-negatief zijn, volgt hieruit dat

< fj+5he+ > < < fgthet+ > 4+ < g+ hs+ > (763)

Het bovenstaande wordt de ongelijkheid van Bell genoemd.

We kunnen ook de quantummechanische waarden van de correlaties < fi;+; 0+ > uitrekenen.
In een singlet spintoestand is de waarschijnlijkheid % dat een meting van de spincomponent
in de richting 0; als resultaat + geeft. Als dat resultaat verkregen wordt, dan zal een meting
van de spincomponent ni; van het corresponderende neutron op positie B als resultaat — geven.
In vergelijking (606) hebben we de waarschijnlijkheid afgeleid dat, voor een neutron in de +
toestand in de Z-richting, een meting van de spincomponent in de fi-richting als resultaat +

geeft. We nemen nu Z = —i; en i = 01 en schrijven vergelijking (606) als
0 0
P(—#y,i;+) = cos? 5= sin? %, (764)

waarbij ¢ de hoek is tussen —ii; en fi;, en 0;; = m — 0 de hoek tussen f; en fi;. Er geldt

1 1 0;;
<Hitihyt >= S P(—hy, By +) = 5 sin? 7J (765)
Als de voorspellingen van de quantummechanica in overeenstemming moeten zijn met die van
realistisch lokale theorieén, dan moeten de waarschijnlijkheden (765) voldoen aan de ongelijkheid
van Bell (763). Er geldt
0 0 0
sin? % < sin? % + sin? %3 (766)
Men kan eenvoudig laten zien dat er geometrieén zijn waarvoor bovenstaande ongelijkheid
geschonden is. Stel bijvoorbeeld dat de eenheidsvectoren fij, fis en fig coplanair zijn en dat
n3 de deelhoek is van fij en Mo,

s = O3 = %912. (767)
We vinden dan voor de ongelijheid
sin 013 < 2sin? HQE, (768)
hetgeen vereenvoudigt tot ) .
cos? %3 < 3 (769)

We weten echter dat cos %” groter is dan 1/4/2 voor de hoeken 0 < 6% < 7 en voor deze hoeken
wordt de ongelijkheid van Bell geschonden en zijn de voorspellingen van de quantummechanica
niet in overeenstemming met die van lokaal realistische theorieén.
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A APPENDIX: FUNDAMENTELE CONSTANTEN

c=2.998 x 10 m/s

h = 6.626 x 1073* Js
e=1.602x 10719 C

me = 9.109 x 1073 kg

my, = 1.672 x 10727 kg

€0 = 8.854 x 10712 C2? /Nm?
po = 4m x 1077 N/A?

N4 = 6.022 x 10* 1/mol
k=1.381 x 1072 J/K
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constante van Boltzmann



B APPENDIX: COORDINATEN SYSTEMEN

CARTESIAANSE COORDINATEN

dl=drx+dyy+dzz
dr = dxdydz

atA BtA ot
Vit = oz +8y +Bz

v V_%Ux+avy+avz
xr

— (Qve _ Ouy dve _ Buz g vy _ dus 5
VXV—(@J Bz)x+(8; ai)yJF(ax ay ) %

2 2t 9%t
At = Vt_8x2+8y2+w

SFERISCHE COORDINATEN
dl=dr t+rdf 0+ rsinfde ¢
dr = r?sin §drdfde
Vi= S+ 100+ 4528 a¢¢

1

9 0 (o2
V-v= TLQW(TQ’UT) + =i g (sin Qvg) +
1

[m(sin Ovg) — %—’;f] r+

Vxv=-

né
2 1 8 20t 1

CILINDRISCHE COORDINATEN
dl=ds 8§+ sdp ¢+ dz z
dr = sdsdpdz
Vi=Sts+18tp+ Lo

o
Tv= Lo + 12 + 2

1 g | &y [Ovs _ O] 7
VXV—[E ¢_a_f]s+[az_§;]¢+

At = V3t =

o (.ot , 1 22t
5 (s9:) + 2 8(;52 + o2
FUNDAMENTELE THEOREMAS

J2(Vf)-dl = f(b) - f(a)
[(V-A)dr=§ A -da
J(VxA)-da=§A-dl

1 8’U¢
rsinf 9¢

S0 BE %(T%)} 0+ 1 [Z(rvg) — %F] ¢ rotatie

0 : ot
r2sinf 00 (Slnem) + r2sin2 0 02

lijn-element
volume-element

gradiént
divergentie
rotatie

Laplace operator

lijn-element
volume-element

gradiént

divergentie

1 0% Laplace operator

lijn-element
volume-element

gradiént

divergentie

rotatie

Laplace operator

Gradiént theorema
Divergentie theorema (stelling van Gauss)

Rotatie theorema (stelling van Stokes)
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C APPENDIX: RELATIVISTISCHE KINEMATICA

C.1 Conventies, eenheden en notaties

Elke richting in de fysica heeft de neiging een eigen set eenheden te definiéren, en de subatomaire
fysica vormt hierop geen uitzondering. Processen in de subatomaire fysica spelen zich af in het
domein van de quantummechnica, dat beheerst wordt door de gereduceerde constante van Planck

h
h=

o = 1.054 572 66(63) 10734 J s = 6.582 122 0(20) x 10*2 MeV s, (770)
s

en in het domein van de relativiteitstheorie, dat gekarakteriseerd wordt door de grootte van de
lichtsnelheid%®
c =299 792 458 m s~ 1. (771)

Vanaf nu zullen we werken met zogenaamde natuurlijke eenheden, die zo gekozen zijn dat geldt
h=1, c=1. (772)

Dit betekent dat h en ¢ gebruikt worden als fundamentele eenheden voor de actie (of impulsmo-
ment) en snelheid. Alle eenheden voor lengte, tijd, energie en massa kunnen nu uitgedrukt worden
in één eenheid, waarvoor we die van energie kiezen. We gebruiken hiervoor de elektronvolt (eV),
met als afkortingen keV (10% eV), MeV (10° eV), GeV (107 eV) en TeV (10'2 eV).

We kunnen massa’s (M), afstanden (L), en tijden (T") uitdrukken in combinaties van A, ¢ en
energie E, door gebruik te maken van de relaties

M =E/c*, L=he/E, T=h/E, (773)

en we vinden hiermee dat de massa 1 kg = 5.61 x 1026 GeV, de lengte 1 m = 5.07 x 10'® GeV !,
en de tijd 1 s = 1.52 x 10%* GeV~1.

Voor de conversies gebruiken we de belangrijke betrekkingen

he  =197.327 053(59) MeV fm (1 fm =1071° m)

(he)® =0.389 379 66(23) GeV? mbarn (1 barn = 10~ m?). (774)

In relaties tussen klassieke grootheden spelen A en ¢ geen rol, terwijl grootheden die enkel A
bevatten, zoals de Bohr straal, as, = 4megh?/mee? = 0.529 177 249 (24) x 1071 m, van belang
zijn in de niet-relativistische quantummechanica. Grootheden die enkel ¢ bevatten, zoals de
rustmassa van het elektron, mec? = 0.510 999 06(15) MeV /c? = 9.109 389 7(54) x 1073! kg,
of de klassieke elektronstraal, 7. = e?/4megmec? = 2.817 940 92(38) x 107'® m, komen voor
in de klassieke relativiteitstheorie. Tenslotte spelen grootheden die zowel h als ¢ bevatten een
rol in de relativistische quantummechanica. Als voorbeelden gelden hier de Compton golflengte
van het elektron, X, = h/m.c = 3.861 593 23(35) x 107 m en de fijnstructuurconstante,
a = €2 /4meghe = 1/137.035 989 5(61).

5De meter is de lengte van het pad dat afgelegd wordt door licht in vacuum gedurende een tijdinterval van
1/299 792 458 seconde. Met deze definitie is de waarde van c exact.
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C.2 Lorentzinvariantie

Het principe van de Speciale Relativiteitstheorie stelt dat de natuurwetten invariant zijn on-
der een specifieke klasse van ruimte-tijd coordinatentransformaties, de Lorentztransformaties.
Lorentzinvariantie is een symmetrie die eist dat de structuur van alle natuurwetten gelijk is
voor alle inertiaalsystemen. Dit betekent dat alle inertiaalsystemen gelijkwaardig zijn voor
alle natuurkundige wetten, er is geen voorkeursysteem. Natuurkundige wetten geven relaties
tussen gebeurtenissen. Een gebeurtenis wordt onder meer gekarakteriseerd door drie getallen
x = (z, y, z) die de plaats aangeven en een getal ¢ dat de tijd aangeeft waarop de gebeurtenis
plaatsvindt. In een ander referentiesysteem gelden andere getallen x' = (2, 3/, 2’) en t/ voor
dezelfde gebeurtenis. Heeft men te doen met twee inertiaalsystemen, waarvan het tweede zich
met een snelheid § (uitgedrukt in eenheden van ¢) in de z-richting ten opzichte van het eerste
beweegt, dan geldt volgens de speciale relativiteitstheorie dat de waarden (x’,t') en (x,t) voor
de gebeurtenis, zoals gemeten in S’ en S, door een Lorentztransformatie aan elkaar gerelateerd

zijn,
t/ = f)/(t - ,8.1'),
/ — —
y - ya
Z =z

De Lorentzfactor is gegeven door v =1/4/1 — (32.

We kunnen vergelijking 775 ook in matrixnotatie schrijven en vinden dan de volgende uit-
drukking voor de Lorentztransformatie®’

o = Aba?, (776)
waarbij de viervector z*, met p = 0, 1, 2, 3, gegeven is door
= (2 2!, 2? 2%) = (¢, x). (777)

In matrixnotatie vinden we voor ons voorbeeld van een Lorentztransformatie in de x-richting

t v =By 0 0 t
2 | [ -8y ~ 00 x
y ol 0 0 10 Y (778)
2! 0 0 01 z

Er bestaat een speciale klasse van grootheden die invariant zijn onder Lorentztransformaties.
Een dergelijke invariant is een zogenaamde scalaire grootheid en heeft dus dezelfde waarde in elk
inertiaalsysteem. Elke twee willekeurige viervectoren a en b kunnen gecombineerd worden tot
een invariant I volgens de procedure

I =a"" — a'bt — a®? — o’ (779)

Formeel gebruiken we een andere schrijfwijze en definiéren we een nieuw type viervector, (z, =
xg, —x1, —T2, —r3), die we covariant noemen, terwijl de oorspronkelijke vector, (z* = xq, x1, z2, z3)
contravariant heet. Covariante en contravariante viervectoren zijn aan elkaar gerelateerd via

i

zy = gwe", en 2t'=g¢"x,, (780)

59Hierbij is de Einsteinconventie gebruikt, hetgeen impliceert dat er gesommeerd wordt over herhaalde indices.
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waarbij we de metrische tensor g = g,,, = g" gebruiken die gedefinieerd™ is als

10 0 0
0 -1 0 0
7710 0o -1 o (783)
0 0 0 -1
Met behulp van deze definities kunnen we vergelijking 779 nu schrijven als
I =a,b = alb, = a"g,b" = a,g"b, = (a-b) =a’t’ — (a-b). (784)

Een eenvoudige invariant kan gevormd worden uit elke viervector x door het inproduct met
zichzelf te nemen. Dit heet de norm, en men onderscheidt

2?2 =(x-x) >0 tijdachtig,
x® <0 ruimteachtig, (785)
> =0 lichtachtig.

C.3 Relativistische kinematica

Voor een deeltje met een totale energie E en impuls p kunnen we de impuls-viervector p = (E, p)
definiéren. De relativistische relatie tussen energie en impuls wordt geschreven als

E? = m2ct 4+ p??, (786)
waarbij m de rustmassa van het deeltje is. In natuurlijke eenheden geldt
E? =m? +p* (787)
Bovenstaande uitdrukking is het directe gevolg van de invariant
p* =p'py = E* — p? =m?, (788)

en we noemen m de invariante massa van het deeltje. Verder geldt ook

E =ym,

p =Bm,

p| =v7*—1m, (789)
B =p/E,

B =18l= v -1/r.

De metriek is een wiskundige beschrijving van de manier waarop afstanden in een ruimte worden gemeten.
Men kan zich dit eenvoudig voorstellen als een matrix g. De afstand tussen twee punten die beschreven worden
door de vectoren x en y is dan xTgy (een matrix vermenigvuldiging). Het eenvoudigste voorbeeld is de normale
drie-dimensionale ruimte, waarvoor

100
g=|0 1 0], (781)
00 1

en x? = 22 4+ 22+ 2. De lengte van de vector x wordt gegeven door xTgx. In deze appendix geven we de definitie

van de metrische tensor zoals we die in de Speciale Relativiteitstheorie gebruiken. Merk op dat in de Algemene
Relativiteitstheorie de metrische tensor bepaald wordt door de veldvergelijking

87G
Guv = _c—4T’w’ (782)
waarbij T, de energie-impuls tensor is, en GG, de Einstein tensor die de kromming van de ruimte beschrijft. De
Einstein tensor is opgebouwd uit contracties van de krommingstensor, die een functie is van de metrische tensor
g en de eerste- en tweede-orde afgeleiden. De veldvergelijking is dus een differentiaal vergelijking voor de metriek

g.
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Stel dat de waarden E en p refereren aan de eigenschappen van een deeltje zoals gemeten in
referentiesysteem S. In een ander referentiesysteem S’, dat met een constante snelheid §; ten
opzichte van S beweegt, vinden we de waarden E’ en p’. Er geldt de relatie

EN_( v By > ( E ) ) 700
(Pﬂ ) ( By p ) TR (90

met pp = 4 /pzzl +p?en p|| de componenten van p die respectievelijk loodrecht en parallel zijn aan

Bf- Andere viervectoren zoals de ruimte-tijd codérdinatoren van events transformeren op precies
dezelfde manier. Het inproduct van twee willekeurige viervectoren pj - po = E1Ey — p1 - p2 is
natuurlijk weer invariant (dezelfde waarde in elk inertiaalsysteem). Voor een set van N deeltjes
is de totale energie gegeven door E = F1+ Fo+--+E, en de totale impuls p = p1 +p2+--+pn-
De invariante massa W van deze set deeltjes volgt uit W? = E? — p?.

S S’ >
> p
2. U P Pr A~~~ 2 |
I l
Y0 I o |
> >
PPy PPy

Figuur 59: Definities van variabelen die nodig zijn voor de beschrijving van het transformatiege-
drag van hoeken.

Ook de transformaties voor hoeken kunnen op eenvoudige wijze uit bovenstaande relaties
afgeleid worden. Fig. 59 toont een deeltje dat zich onder een hoek 6 relatief ten opzichte van
de z-as beweegt in het referentiesysteem S. We vinden dan de hoek €’ in referentiesysteem
S’, dat zich met constante snelheid 8 ten opzichte van S beweegt, door de verhouding van de
transversale en longitudinale componenten van de momentum vector te beschouwen.

1 pr/p 1 sin
tan @ = 2L — = = 791
v (Pe/p) = BfE/p  ~yycost—Br/p (71)
Omgekeerd geldt
1 sin 0’
= — 2
tan 6 S cos0 1 67 (792)
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