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Opgave 1a) Stel dat een sterrenstelsel wordt waargenomen met een roodverschuiving z = 1.
Neem aan dat we in een materie-gedomineerd FRW kosmologie leven. Op welke fractie t/t0 van
de huidige leeftijd van het universum verliet het licht dit sterrenstelsel?

Opgave 1b) In deze opgave geven we een alternatieve afleiding van g00 = 1 + 2V/c2 in een
zwak gravitatieveld gebruikmakende van het equivalentieprincipe. Laat een lichtbron met con-
stante hoeksnelheid ω rond een waarnemer draaien. Wat is de golflengte verandering voor deze
waarnemer? Schrijf deze golflengte verandering nu in termen van de centrifugaal potentiaal
Vc = −1

2ω
2r2. Beredeneer vervolgens dat uit het equivalentieprincipe volgt dat g00 = 1 + 2V/c2.

Opgave 2. We beschouwen de consequenties van het bestaan van tachyonen (deeltjes die sneller
dan het licht reizen).

Opgave 2a) Beargumenteer dat het bestaan van een type deeltjes die altijd sneller dan het
licht bewegen, consistent is met Lorentzinvariantie in de zin dat als in één stelsel de snelheid
groter is dan de lichtsnelheid, die groter dan de lichtsnelheid zal zijn in alle stelsels (dergelijke
hypothetische deeltjes worden tachyonen genoemd).

Opgave 2b) Toon aan dat de raakvector (tangent vector) van een baan van een tachyon ruimtelijk
is en geschreven kan worden als uα = dxα/ds, met s het ruimtelijke interval langs de baan. Toon
aan dat u · u = 1.

Opgave 2c) Bereken de componenten van de viersnelheid u van een tachion in termen van de
driesnelheid ~V = d~x/dt.

Opgave 2d) Definieer de vierimpuls door p = mu en leid een relatie af tussen energie en impuls
voor een tachion.

Opgave 2e) Toon aan dat er een inertiaalsysteem bestaat waarin de energie van elk tachion
negatief is.

Opgave 2f) Laat zien dat wanneer tachyonen wisselwerken met normale deeltjes, een normaal
deeltje een tachyon zou kunnen uitzenden waarbij totale energie en drie-impuls behouden blijven.

Opgave 2g) Als deeltjes met negatieve energie zouden bestaan, wat zegt dat dan over de stabiliteit
van normale materie?

Opgave 3. Uit de theorie van Killing-vectoren weten we dat als de vector ξµ(x) (gedefinieerd
via een infinietsimale coordinaattransformatie xµ → x′µ ≡ xµ + ξµ(x) ) voldoet aan de Killing-
vergelijking

Dρξσ +Dσξρ = 0, (1)

(waarin DνAµ ≡ d
dxνAµ − ΓλµνAλ ), de contractie gµνu

µξν constant is in de tijd wanneer
uµ ≡ dxµ/dτ de vier-snelheid van een geodetische beweging is.

Opgave 3a) Laat zien dat als de metriek van willekeurige ruimtetijd niet van een coordi-
naat xµ afhangt, de vector ξµ met ν-component δµν (waarin δµν het Kronecker symbool is) een
oplossing is van de Killing vergelijking (1).

In deze opgave zullen we dit feit gebruiken om de geodetische beweging van een testdeeltje
in de Schwarzschild ruimtetijd te beschouwen. Deze ruimtetijd wordt gegeven door

dτ2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 −

(
1− 2M

r

)−1
dr2 − r2 dθ2 − r2 sin θ dϕ2. (2)
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Opgave 3b) Laat zien dat de Schwarzschild metriek twee constanten van beweging kent (de
zogenaamde Killing constanten) die geschreven kunnen worden als

E =

(
1− 2M

r

)
ut, L = r2 sin θ uϕ. (3)

In het vervolg zullen we, zonder verlies van algemeenheid, aannemen dat θ = π/2. Deze twee
bewegingsconstanten kunnen worden gebruikt om geodetische beweging in radiele richting te
schrijven als een differentiaalvergelijking. Hiertoe kunnen we de normalisatie van viersnelheid
gebruiken, gµνuµuν = −1.

Opgave 3c) Laat zien dat de normalisatie van vier-snelheid leidt tot de differentiaalvergelijking

L2

(
d

dϕ

1

r

)2

= E2 −
(

1− 2M

r

)(
1 +

L2

r2

)
. (4)

Opgave 3d) De differentiaalvergelijking bestaat ook in Newtoniaanse mechanica, maar mist
dan de term ∝ r−3; deze laatste term is dus een relativistische bijdrage aan de beweging. Laat
zien dat als we deze term verwaarlozen, de differentiaalvergelijking wordt opgelost door

r(ϕ) =
a

1 + e cos y
, (5)

waarin y = ϕ+ ϕ0, en ϕ0 een willekeurige constante is. In deze oplossing zijn a en e constanten
die een maat zijn voor, respectievelijk, de gemiddelde straal van de baan en haar eccentriciteit.
Ze zijn gerelateerd aan de Killing constanten E en L. Druk E en L uit in a en e.

Opgave 3d) We zullen nu de relativistische term ∝ r−3 in acht nemen. Laat zien dat de
differentiaalvergelijking (4) dan nog altijd wordt opgelost door (5) maar alleen als de coordinaat
y en de hoek ϕ aan elkaar gerelateerd zijn via de vergelijking(

dy

dϕ

)2

= 1− 2M

a
(3 + e cos y). (6)

Ook nu geldt weer dat a en e gerelateerd zijn aan de Killing constanten E en L. Druk E en L
uit in a en e.

Opgave 3e) Laat zien dat de oplossing uit opgave 3d reduceert tot de oplossing uit opgave
3d wanneer de testmassa zich ver van de massa M bevindt, en beargumenteer waarom dit in de
lijn der verwachting lag.

Opgave 3f) Gebruik (5) om uitdrukkingen te vinden voor het periastron en het apastron
van de beweging. Gebruik deze resultaten om aan te tonen dat de afgelegde hoek ∆ϕ tussen
twee opeenvolgende periastra exact gegeven wordt door de integraal

∆ϕ =

∫ 2π

0
dy

1√
1− 2M

a (3 + e cos y)
. (7)

Laat tenslotte zien dat als de testmassa ver weg is van de massa M , de uitkomst van deze in-
tegraal gelijk is aan 2π, en dat voor massa’s dichtbij de massa M de integraal een waarde heeft
groter dan 2π. Dit resultaat is de beroemde periastron shift van de planeten in hun baan rond
de zon: ze draaien iets sneller rond de zon dan op basis van louter de Newtoniaanse mechanica
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verwacht wordt.

Opgave 4. In deze opgave beschouwen we een stofbal waarvan de ruimtetijdkromming wordt

beschreven door de Schwarzschild metriek. Zoals al is afgeleid in de vorige opgave geldt dat
een stofdeeltje in deze ruimtetijd twee Killingconstanten E en L kent. De componenten van de
4-snelheid zien er dan als volgt uit:

u0 = g0νuν = g00u0 = m

(
1− 2M

r

)−1
E,

ur =
dr

dτ
,

uθ = 0,

uφ = gφνuν = gφφuφ =
1

r2
L. (8)

Opgave 4a) Gebruik makend van de normalisatie van de 4-snelheid (uµuµ = −1), toon aan dat

1

2

(
dr

dτ

)2

+
1

2

(
1− 2M

r

)(
L2

r2
+ 1

)
=

1

2
E2. (9)

Opgave 4b) Volledige gravitationele ineenstorting vindt plaats wanneer de druk niet langer vol-
doende is om een ster te onderhouden. Het eenvoudigste model is er een waarbij de druk helemaal
is weggevallen (P = 0), maar de dichtheid is uiteraard nog steeds niet nul. De materie heeft dan
de energie-momentum tensor van drukloos stof:

Tµν = ρ uµuν . (10)

Laten we aannemen dat we te maken hebben met een stofbal die homogeen en isotroop is. Deze
begint op rust, met een eindige straal R. Buiten de stofbal is er alleen maar sferisch symmetrische
vacuüm-ruimtetijd, waarvan we veronderstellen dat hij asymptotisch vlak is. Volgens de stelling
van Birkhoff is dit uitwendige gedeelte van de ruimtetijd dus van de Schwarzschild-vorm.

Aan het oppervlak van de stofbal bewegen stofdeeltjes op geodeten van de uitwendige Schwarzschild-
ruimtetijd. Gebruik makend van vgl. (9) en de beginvoorwaarden, toon aan dat de beweging van
het oppervlak beschreven wordt door(

dr

dτ

)2

=
2M

R

R− r
r

. (11)

Op een factor 2M/R na, is dit een welbekende differentiaalvergelijking, namelijk die van een
cycloïde. Beschouw een punt P op een wiel dat in de x-richting rolt. Laat η de hoek zijn tussen
de verticale as en een lijn die het midden van het wiel verbindt met het punt P . Als de straal
van het wiel R is, toon aan dat de x- en y-componenten als volgt afhangen van η:

x = R(η + sin η),

y = R(1 + cos η). (12)

Bewijs ook dat (
dy

dx

)2

=
2R− y
y

. (13)

Door vgl. (13) te vergelijken met (11), leid een parametrische oplossing af voor (11).
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Opgave 4c) Leg uit waarom de inwendige geometrie van de stofbal die van een in elkaar stor-
tend, gesloten (k = +1) RW-universum moet zijn. De Einsteinvergelijkingen worden dan twee
gekoppelde differentiaalvergelijkingen voor de schaalfactor a:(

ȧ

a

)2

=
8πρ

3
− 1

a2
,

ä

a
= −4π

3
ρ, (14)

waarbij het punt de afgeleide m.b.t. de eigentijd van het stof aanduidt. Leid een parametrische
oplossing af voor a (met beginwaarde am), alsook voor de eigentijd τ , allebei in termen van een
parameter η zoals hierboven. Leid ook een uitdrukking af voor de dichtheid als functie van η.

Opdat dit model geloofwaardig zou zijn, moet de omtrek van het steroppervlak dezelfde zijn
wanneer ze gemeten wordt via de interne RW-metriek en de externe Schwarschild-metriek. Met
andere woorden, als C de evenaar is op een willekeurig tijdstip, dan∫

C
|gSαβ dxαdxβ|1/2 =

∫
C
|gFαβ dxαdxβ|1/2, (15)

waarbij gF de k = 1 RW-metriek is met lijnelement

ds2 = −dτ2 + a2(τ)
[
dχ2 + sin2 χ (dθ2 + sin2 θ dφ2)

]
. (16)

Toon aan dat het inderdaad mogelijk is om aan (15) te voldoen voor alle tijdstippen. Hoe
relateert deze voorwaarde de massa M en initiële straal R aan de initiële schaalfactor am en de
waarde van de radiële coördinaat χ0 van de rand?

Opgave 4d) Een waarnemer A beweegt mee met het oppervlak van de stofbal. Leid uitdrukkingen
af in termen van M en R voor de tijd die volgens A verstrijkt alvorens de volgende dingen
gebeuren:

(a) de vorming van een horizon;
(b) het verschijnen van een singulariteit.

Neem aan de initiële straal en de massa van de ster gelijk waren aan die van de Zon. Wat zijn
in dat geval de tijden (a) en (b)? (Vergeet niet de nodige machten van G en c in te voeren.)

Een andere waarnemer B kijkt vanop een zeer grote afstand naar de ineenstorting van de
ster. Men kan aantonen dat de eigentijd t van B als volgt gerelateerd is aan de bovenstaande
parameter η:

t = 2M ln

∣∣∣∣∣(R/2M − 1)1/2 + tan(η/2)

(R/2M − 1)1/2 − tan(η/2)

∣∣∣∣∣
+2M(R/2M − 1)1/2 [η + (R/4M)(η + sin η)] . (17)

Deze uitdrukking divergeert wanneer een bepaalde waarde van η wordt benaderd. Wat is r op
dat moment? Bespreek.
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Voor massieve deeltjes kan de geodetische vergelijking geschreven worden als

duν
dτ

=
1

2
∂νgµσu

µuσ. (18)

Hieruit kunnen we opmaken dat wanneer alle componenten van de metriek onafhankelijk zijn
van xν voor een bepaalde index ν, dan ∂νgµσ = 0, en uν is constant langs de hele geodeet: het
is een bewegingsconstante.

In de Schwarzschild-metriek zijn alle componenten onafhankelijk van t, dus is u0 een beweg-
ingsconstante. Het is behulpzaam een nieuwe constante E als volgt te definiëren:

E ≡ −u0. (19)

Merk op dat u0 = p0/m, met pµ het 4-momentum en m de rustmassa; E is dus de energie
per eenheid rustmassa. De metriek is eveneens onafhankelijk van de hoek φ, zodat uφ een
bewegingsconstante is, en we definiëren

L ≡ uφ, (20)

waarbij L het baanimpuls per eenheid rustmassa is. Omwille van sferische symmetrie gebeurt de
beweging in een vlak. Zonder beperking kunnen we veronderstellen dat dit het equatoriale vlak
is (θ = π/2), en uθ = dθ/dτ = 0.


