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oördinatenHet wiskundige apparaat dat we dienen te ontwikkelen voor de bes
hrijving van de algemenerelativiteitstheorie is formidabel. Voordat we gekromde ruimtetijd gaan bestuderen, bekijken weeerst kromlijnige 
oördinaten in de eu
lidis
he ruimte. Hierdoor kunnen we een fors deel van dewiskundige ma
hinerie ontwikkelen in een vertrouwde situatie. Daarna is de stap naar gekromderuimten relatief eenvoudig.In een 
artesis
h 
oördinatenstelsel geven we een punt P in de vlakke 2D eu
lidis
he ruimte aanmet 
oördinaten x en y. We kunnen ook een ander 
oördinatenstelsel gebruiken, waarbij we Paangeven met ξ en η. Vergelijking (88) geeft dan de transformatie Λα′

β tussen beide systemen.Voor de afstand tussen twee nabij gelegen punten geldt
ξ = ξ(x, y), ∆ξ = ∂ξ

∂x
∆x + ∂ξ

∂y
∆y,

η = η(x, y), ∆η = ∂η
∂x

∆x + ∂η
∂y

∆y.

(242)Wiskundig is het belangrijk dat de afbeelding één op één is en dat vereist dat de Ja
obiaan vande 
oördinatentransformatie ongelijk is aan nul61. Dus
det

(

∂ξ/∂x ∂ξ/∂y
∂η/∂x ∂η/∂y

)

6= 0. (243)We demonstreren het bovenstaande met een bes
houwing over pool
oördinaten.Voorbeeld: pool
oördinaten in het eu
lidis
he vlak.In het eu
lidis
he 2D-vlak kunnen we de 
artesis
he 
oördinaten x en y of de pool
oödinaten {r, θ} gebruiken. Ergeldt r =
√

x2 + y2 en θ = arctan y

x
, en de inverse relaties x = r cos θ en y = r sin θ. Kleine veranderingen ∆x en

∆y produ
eren veranderingen ∆r en ∆θ volgens
∆r = x

r
∆x + y

r
∆y = cos θ∆x + sin θ∆y,

∆θ = − y

r2 ∆x + x
r2 ∆y = − 1

r
sin θ∆x + 1

r
cos θ∆y,

(244)in eerste orde benadering.6.1 Ve
toren en 1-vormenDe traditionele manier waarop een ve
tor gede�nieerd wordt, is door te stellen dat hij onderwillekeurige 
oördinatentransformaties op dezelfde manier transformeert als de verplaatsing.Hiermee bedoelen we dat een ve
tor ∆~r voorgesteld kan worden als een verplaatsing (∆x,∆y), ofin pool
oördinaten als (∆r,∆θ), of in het algemeen door (∆ξ,∆η). Voor kleine (∆x,∆y) geldtdan
(

∆ξ
∆η

)

=

(

∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

)

(

∆x
∆y

)

. (245)61Stel we hebben in systeem O de punten P en Q met 
oördinaten (x1, y1) en (x2, y2), respe
tievelijk. Dezepunten worden afgebeeld op P ′ en Q′ in systeem O′. Stel dat de afbeelding P → P ′ door de volgende twee lineairevergelijkingen gegeven wordt: a1x1 + a2y1 = x′

1 en b1x1 + b2y1 = y′

1. Evenzo voor Q → Q′. Als in O de punten
P en Q samenvallen, dan dienen ook de punten P ′ en Q′ in O′ samen te vallen. Dan geldt a1∆x + a2∆y = 0 en
b1∆x + b2∆y = 0. Als we hieruit ∆x en ∆y elimineren vinden we de uitdrukking a1b2 − a2b1 = 0. In dat geval ishet systeem singulier en wordt er op (0, 0) afgebeeld, terwijl P en Q niet samenvallen (en dus ∆x 6= 0 en ∆y 6= 0).We eisen voor een bije
tie dat de ja
obiaan ongelijk aan nul is.



6 WISKUNDE II - KROMLIJNIGE COÖRDINATEN 110We stellen nu dat een willekeurige ve
tor ~V op pre
ies dezelfde manier dient te transformeren.Dus geldt
V α′

= Λα′

βV β met Λα′

β =

(

∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

)

, (246)waarbij de index β refereert aan het systeem (x, y) en index α′ aan het systeem (ξ, η).Er is een moderne en meer natuurlijke manier om ve
toren en 1-vormen te introdu
eren. Hiertoebes
houwen we een s
alair veld φ. Gegeven de 
oördinaten (ξ, η) is het altijd mogelijk om deafgeleiden ∂φ/∂ξ en ∂φ/∂η te vormen. We de�niëren de 1-vorm d̃φ als het geometris
h obje
tmet 
omponenten
d̃φ →

(

∂φ

∂ξ
,
∂φ

∂η

) (247)in het 
oördinatenstelsel (ξ, η). Dit is de algemene de�nitie van een oneindig aantal 1-vormen,en we vinden een andere 1-vorm voor elke keuze van het s
alaire veld φ. De transformatie vande 
omponenten volgt uit de kettingregel,
∂φ

∂ξ
=

∂x

∂ξ

∂φ

∂x
+

∂y

∂ξ

∂φ

∂y
, (248)en evenzo voor ∂φ

∂η
. We vinden hiermee

(

∂φ/∂ξ
∂φ/∂η

)

=

(

∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

)

(

∂φ/∂x
∂φ/∂y

)

met Λα
β′ =

(

∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

)

. (249)We zien dat 
omponenten van 1-vormen transformeren met Λα
β′ en dat is tegenovergesteld aanhet transformatiegedrag van ve
tor
omponenten, zoals gegeven in vergelijking (246).62We bes
houwen nu de afgeleide dφ/ds van een s
alair veld φ langs een 
urve met parameter s(zie ook se
tie 4.5.2). Deze afgeleide hangt af van de parameter s en als we die veranderen, danverandert ook de afgeleide. We kunnen dit s
hrijven als

dφ

ds
=< d̃φ, ~V >, (251)waarbij ~V de ve
tor met 
omponenten (dξ/ds,dη/ds), notatie < p̃, ~V >≡ p̃(~V ). De ve
tor ~Vhangt alleen van de 
urve af, terwijl d̃φ alleen van φ afhangt. Daarom is ~V karakteristiek voor de
urve en wordt de tangent ve
tor (of raakve
tor) genoemd. We kunnen een ve
tor dus opvattenals een obje
t dat dφ/ds produ
eert als φ gegeven is. Dit leidt tot de moderne opvatting dat eentangent ve
tor aan een 
urve d/ds genoemd moet worden63. Elke 
urve (met parameter s) heeft62Het is van belang expli
iet te 
ontroleren dat Λα′

β en Λβ

α′ elkaars inverse zijn. Dus Λα′

βΛγ

α′ is
(

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
∂η
∂x

∂η
∂y

)(

∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

)

=

(

∂ξ

∂x
∂x
∂ξ

+ ∂ξ

∂y

∂y

∂ξ

∂ξ

∂x
∂x
∂η

+ ∂ξ

∂y

∂y

∂η
∂η
∂x

∂x
∂ξ

+ ∂η
∂y

∂y
∂ξ

∂η
∂x

∂x
∂η

+ ∂η
∂y

∂y
∂η

)

=

(

∂ξ

∂ξ

∂ξ

∂η
∂η
∂ξ

∂η
∂η

)

=

(

1 0
0 1

)

. (250)Merk op dat een en ander volgt uit de de�nitie van partiële afgeleide en uit het feit dat ξ en η onafhankelijkevariabelen zijn en dus geldt dat ∂ξ
∂η

= ∂η
∂ξ

= 0.63Welli
ht dat een andere kijk op deze zaak verhelderend is: we gaan weer uit van vergelijking (251) en omdat
φ = φ(ξ, η) verwa
ht je voor de afgeleide van φ langs de raakve
tor ~V van de 
urve

∇~V φ = V α ∂φ

∂xα
. (252)
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tor ~V gede�nieerd als een lineaire fun
tie die een 1-vorm als argument neemt enafbeeldt naar het reële getal dφ/ds.Onder een 
oördinatentransformatie gebeurt er niets met s (de de�nitie van deze parameter hadniets met 
oördinaten te maken), maar veranderen de 
omponenten van ~V volgens de kettingregelals
(

dξ
ds
dη
ds

)

=

(

∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

)

(

dx
ds
dy
ds

)

. (257)Dit is dezelfde transformatiewet die we eerder voor ve
toren hebben gevonden; vergelijk dit metuitdrukking (246) en op basis van deze 
orrespondentie mogen we ~V een ve
tor noemen. Metdeze informatie kunnen we onze bes
houwing in pool
oördinaten voortzetten.Voorbeeld: basis 1-vormen en ve
toren in pool
oördinaten.Voor de basis
oördinaten geldt ~eα′ = Λβ

α′~eβ en dit levert
~er = Λx

r~ex + Λy
r~ey =

∂x

∂r
~ex +

∂y

∂r
~ey = cos θ~ex + sin θ~ey, (258)en op dezelfde wijze

~eθ =
∂x

∂θ
~ex +

∂y

∂θ
~ey = −r sin θ~ex + r cos θ~ey. (259)Merk op dat we gebruiken dat Λx

r = ∂x
∂r
. Op dezelfde wijze kunnen we de andere kant op transformeren met

Λr
x = ∂r

∂x
. De transformatiematri
es zijn eenvoudig: we hoeven alleen te kijken naar welke index boven of benedenis en we weten welke afgeleide we dienen te gebruiken.De basis 1-vormen vinden we op analoge wijze. Er geldt d̃pα′

= Λα′

βd̃pβ en dus
d̃θ =

∂θ

∂x
d̃x +

∂θ

∂y
d̃y = −

1

r
sin θd̃x +

1

r
cos θd̃y, (260)en ook

d̃r = cos θd̃x + sin θd̃y. (261)In Fig. 46 tra
hten we de basisve
toren en 1-vormen gra�s
h weer te geven. We tekenen de 1-vormen dooroppervlakken te tekenen met 
onstante r of θ voor respe
tievelijk d̃r en d̃θ. Merk op dat de bases veranderenvan punt tot punt! Ook de lengten van de bases zijn niet 
onstant. We vinden bijvoorbeeld |~eθ|
2 = ~eθ · ~eθ =Het symbool ∇~V betekent de waarde van de ri
htingsafgeleide van een s
alairveld in de ri
hting gegeven doorve
tor ~V . Dus geldt

∇~V = V α ∂

∂xα
=

dxα

ds

∂

∂xα
=

(

d

ds

)

langs de curve

. (253)Merk op dat we nu de volgende situatie hebben,
∇~V = V α ∂

∂xα
en ~V = V α~eα, (254)en zien dat beide uitdrukkingen dezelfde expansie
oë�
iënten V α hebben. De eerste vergelijking is voor een ri
h-tingsafgeleide en de tweede bes
hrijft een ve
tor. Er is dus een isomor�sme tussen ve
toren en ri
htingsafgeleiden.We mogen derhalve s
hrijven

~V = ∇~V = ∂~V =
dP

ds
=

d

ds
(255)en voor de basisve
toren

~eα =
∂P

∂xα
=

∂

∂xα
. (256)Voor een wiskundige is de tangentruimte de ruimte opgespannen door de ri
htingsafgeleiden op punt P . Dezeri
htingsafgeleiden hebben dus hun eigen ruimte.
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Figuur 46: Links: basisve
toren voor pool
oördinaten; re
hts: basis 1-vormen.
r2 sin2 θ + r2 cos2 θ = r2, zodat de lengte van ~eθ toeneemt met haar afstand tot de oorsprong. We hebben dusook geen eenheidsbasis meer. Er geldt |~er| = 1, |d̃r| = 1, |~eθ| = r, |d̃θ| = r−1.De inprodu
ten kunnen worden uitgerekend, omdat we de metriek in 
artesis
he 
oördinaten (x, y) kennen: ~ex·~ex =
~ey ·~ey = 1 en ~ex ·~ey = 0. In tensornotatie is dat g(~eα, ~eβ) = δαβ voor 
artesis
he 
oördinaten. De metriek g heeftin pool
oördinaten de 
omponenten gα′β′ = g(~eα′ , ~eβ′) = ~eα′ · ~eβ′ en dit levert grr = 1, gθθ = r2 en grθ = 0. Wekunnen de 
omponenten van g ook s
hrijven als

(gαβ)pool =

(

1 0
0 r2

)

en ook d~l · d~l = ds2 = |dr~er + dθ~eθ|
2 = dr2 + r2dθ2. (262)De laatste formule in bovenstaande uitdrukking64 geeft de lengte van een willekeurige en oneindig kleine verplaats-ing d~l, hetgeen een handige manier is om de 
omponenten van de metris
he tensor en tegelijkertijd de 
oördinatenvan het lijnelement d~l te tonen.De metriek heeft een inverse

(gαβ)pool =

(

1 0
0 r2

)

−1

=

(

1 0
0 r−2

)

, (263)waarmee geldt dat grr = 1, grθ = 0 en gθθ = 1/r2. We kunnen dit gebruiken om een afbeelding te maken tussenve
toren en 1-vormen. Stel bijvoorbeeld dat φ een s
alairveld is en d̃φ haar gradiënt, dan heeft de ve
tor ~dφ de
omponenten
(~dφ)α = gαβφ,β en dus

{

(~dφ)r = grβφ,β = grrφ,r + grθφ,θ = ∂φ

∂r

(~dφ)θ = gθβφ,β = gθrφ,r + gθθφ,θ = 1

r2

∂φ
∂θ

(264)Dus terwijl (φ,r, φ,θ) 
omponenten van een 1-vorm zijn, heeft de ve
tor gradiënt 
omponenten (φ,r, φ,θ/r2).Ondanks dat we in de eu
lidis
he ruimte zijn, zien we dat ve
toren in het algemeen 
omponenten hebben dievers
hillen van die van de geasso
ieerde 1-vormen. Cartesis
he 
oördinaten zijn de enige 
oördinaten waarvoorde 
omponenten hetzelfde zijn (want dan geldt dat gαβ = diag(1, 1)).6.2 Tensor
al
ulusStel we hebben een ve
tor ~V waarvan de 
omponenten V α gegeven zijn ten opzi
hte van eenwillekeurig 
oördinatenstelsel {~eα}. We willen nu de afgeleide van deze ve
tor bepalen. Er geldt
~V = V α~eα →

∂~V

∂xβ
=

∂V α

∂xβ
~eα + V α ∂~eα

∂xβ
, (265)waarbij β gelijk is aan 0 of 1, et
. De laatste term wordt veroorzaakt doordat de basisve
torenniet overal 
onstant hoeven te zijn. Omdat ∂~eα/∂xβ zelf een ve
tor is, kunnen we deze s
hrijven64Verwar dr en dθ niet met de basis 1-vormen d̃r en d̃θ. Het zijn de 
omponenten van d~l in pool
oördinatenen de `d' betekent `oneindig kleine ∆'.
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ombinatie van basisve
toren. Hiertoe introdu
eren we het symbool Γµ
αβ om de
oë�
iënten aan te duiden. Er geldt

∂~eα

∂xβ
= Γµ

αβ~eµ. (266)De interpretatie van Γµ
αβ is dat het de µ-de 
omponent van ∂~eα

∂xβ voorstelt. Dit obje
t heeteen 
hristo�elsymbool en heeft drie indi
es: de eerste (α) geeft de basisve
tor aan die wordtgedi�erentieerd, de tweede (β) geeft de 
oördinaat aan waarnaar wordt gedi�erentieerd, en dederde (µ) geeft de 
omponent van de resulterende afgeleide ve
tor aan. Alle indi
es dienen terefereren naar hetzelfde 
oördinatenstelsel.Met bovenstaande de�nitie van de 
hristo�elsymbolen kunnen we vergelijking (265) s
hrijven als
∂~V

∂xβ
=

∂V α

∂xβ
~eα + V αΓµ

αβ~eµ. (267)De laatste term bevat twee sommaties (over α en µ) en als we de bijbehorende dummie indi
esherlabelen, vinden we
∂~V

∂xβ
=

∂V α

∂xβ
~eα + V µΓα

µβ~eα →
∂~V

∂xβ
=

(

∂V α

∂xβ
+ V µΓα

µβ

)

~eα. (268)We zien dat het ve
torveld ∂~V /∂xβ de 
omponenten ∂V α

∂xβ + V µΓα
µβ heeft. Merk op dat we voorpartiële afgeleiden reeds de komma-notatie gebruiken, ∂V α

∂xβ = V α
,β. We de�niëren een nieuwenotatie

V α
;β ≡ V α

,β + V µΓα
µβ →

∂~V

∂xβ
= V α

;β~eα. (269)Nu is ∂~V
∂xβ een ve
torveld als we de index β opvatten als één vast getal. Deze index kan e
htermeer waarden aannemen en we kunnen ∂~V

∂xβ dan ook bes
houwen als zijnde geasso
ieerd met een
(

1

1

) tensorveld dat de ve
tor ~eβ afbeeldt op de ve
tor ∂~V
∂xβ . Dit tensorveld wordt de 
ovarianteafgeleide van ~V genoemd65 en aangeduid met ∇~V . Haar 
omponenten zijn

(∇~V )αβ = (∇β
~V )α = V α

;β. (270)Op een 
artesis
he basis zijn de 
omponenten gelijk aan V α
,β omdat dan de ve
torvelden van debasis 
onstant zijn. Op een gekromde basis moeten we rekening houden met de afgeleiden van debasisve
toren en krijgen we V α

;β als 
omponenten van ∇~V in het 
oördinatensysteem waaraan de65Ter verheldering bekijken we de 
ovariante afgeleide ∇ weer als een geometris
h obje
t, dit wil zeggen als eenapparaat met drie sleuven. Op elk punt P van ruimtetijd bevindt zi
h een dergelijk apparaat. De interpretatie isdat ∇(σ̃, ~V (P), ~u) ≡< σ̃,∇~u
~V >. We stoppen een willekeurige 1-vorm σ̃ die in de tangentruimte bestaat op punt

P in de eerste sleuf. In de tweede sleuf stoppen we een ve
torveld ~V (P) dat in de omgeving van P gede�nieerdis. Tenslotte stoppen we in de derde sleuf een ve
tor ~u die zi
h in de tangentruimte van punt P bevindt. Uitde ma
hine rolt nu een getal dat het inprodu
t is van de 
ovariante afgeleide ∇~u
~V van het ve
torveld ~V in deri
hting van ~u met de 1-vorm σ̃. Je kunt ∇~u

~V zien als de mate van verandering van ~V langs de ve
tor ~u. Eenalternatieve manier om ernaar te kijken is om de eerste sleuf leeg te laten. We krijgen dan een nieuw ve
torveld
∇(..., ~V (P), ~u) ≡ ∇~u

~V uit het oude ve
torveld ~V . We noemen dat de 
ovariante afgeleide van het ve
torveld ~Vlangs de ve
tor ~u. Tenslotte is er een derde manier om de zaak te bekijken: we laten zowel de eerste als de derdesleuf leeg. We krijgen nu een (

1

1

) tensorveld ∇(..., ~V (P), ...) ≡ ∇~V uit het originele ve
torveld ~V . Dit noemenwe de 
ovariante afgeleide of de gradiënt van het ve
torveld ~V .
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hristo�elsymbolen refereren. Er bestaat één enkele (

1

1

) tensor die we ∇~V noemen. In 
arte-sis
he 
oördinaten zijn de 
omponenten gelijk aan ∂V α

∂xβ . In algemene 
oördinaten {xµ′

} wordende 
omponenten V α′

;β′ genoemd. We kunnen deze 
omponenten op de volgende manieren vinden:(i) reken ze dire
t uit met behulp van vergelijking (269) hetgeen kennis vereist van de 
hristo�el-symbolen voor dit 
oördinatenstelsel; of (ii) verkrijg ze via de gebruikelijke tensortransformatievanuit een 
artesis
h systeem naar {xµ′

}. We demonstreren de eerste methode aan de hand vaneen voorbeeld in pool
oördinaten.Voorbeeld: tensor
al
ulus in pool
oördinaten.In pool
oördinaten is het ve
torveld ~ex 
onstant: hetzelfde op elk punt. In pool
oördinaten heeft dit veld de
omponenten ~ex → (Λr
x, Λθ

x) = (cos θ,−r−1 sin θ). Deze 
omponenten zijn duidelijk niet 
onstant, terwijl ~ex datwel is. Dit komt omdat de 
omponenten refereren naar een niet 
onstante basis. Als we deze 
omponenten zoudendi�erentiëren naar, zeg, θ, dan vinden we zeker niet ∂~ex/∂θ, want dat dient gelijk te zijn aan nul. We zien dus datalleen het nemen van de afgeleide van de 
omponenten van een ve
tor niet de afgeleide van de ve
tor oplevert. Wedienen ook de niet-
onstante basisve
toren te di�erentiëren, in overeenstemming met vergelijking (265). Omdatde 
artesis
he basisve
toren ~ex en ~ey 
onstante velden zijn (en hun afgeleiden dus verdwijnen) vinden we
∂
∂r

~er = ∂
∂r

(cos θ~ex + sin θ~ey) = 0,
∂
∂θ

~er = ∂
∂θ

(cos θ~ex + sin θ~ey) = − sin θ~ex + cos θ~ey = 1

r
~eθ.

(271)Evenzo vinden we
∂
∂r

~eθ = ∂
∂r

(−r sin θ~ex + r cos θ~ey) = − sin θ~ex + cos θ~ey = 1

r
~eθ,

∂
∂θ

~eθ = −r cos θ~ex − r sin θ~ey = −r~er.
(272)We kunnen nu de afgeleide ∂~ex/∂θ uitrekenen en vinden

∂
∂θ

~ex = ∂
∂θ

(cos θ)~er + cos θ ∂
∂θ

(~er) −
∂
∂θ

(

1

r
sin θ

)

~eθ − 1

r
sin θ ∂

∂θ
~eθ

= − sin θ~er + cos θ
(

1

r
~eθ

)

− 1

r
cos θ~eθ − 1

r
sin θ(−r~er).

(273)Vereenvoudigen levert ∂~ex/∂θ = 0 zoals we verwa
hten.We kunnen ook de 
hristo�elsymbolen berekenen en vinden
(1) ∂~er

∂r
= 0 → Γµ

rr = 0 voor alle µ,

(2) ∂~er

∂θ
= 1

r
~eθ → Γr

rθ = 0, Γθ
rθ = 1

r
,

(3) ∂~eθ

∂r
= 1

r
~eθ → Γr

θr = 0, Γθ
θr = 1

r
,

(4) ∂~eθ

∂θ
= −r~er → Γr

θθ = −r, Γθ
θθ = 0.

(274)We zien dat alle indi
es naar hetzelfde 
oördinatenstelsel refereren.De 
ovariante afgeleide vers
hilt alleen van de partiële afgeleide als de basisve
toren niet 
onstantzijn. Een s
alairveld φ hangt e
hter niet van de basisve
toren af en dus is haar 
ovariante afgeleidegelijk aan haar partiële afgeleide en dat is de gradiënt,
∇αφ = ∂φ/∂xα; ∇φ = d̃φ. (275)Vervolgens bes
houwen we de divergentie en Lapla
e operatoren. In 
artesis
he 
oördinaten isde divergentie van een ve
tor V α gelijk aan V α

,α. Dit is een getal (s
alairveld) dat we krijgendoor 
ontra
tie van de indi
es van V α
β . Deze 
ontra
tie (dit getal dus) hangt niet van het
oördinatenstelsel af en we kunnen de divergentie van ~V dan ook uitrekenen in andere 
oördinaten

{xµ′

} door weer de 
omponenten van ∇~V te 
ontraheren over haar twee indi
es. Het resultaatis een getal met de waarde V α′

;α′ . Het is belangrijk om in te zien dat dit hetzelfde getal is als V α
,αin 
artesis
he 
oördinaten. Dus

V α
,α = V α′

;α′ , (276)waarbij de indi
es zonder a

enten refereren naar 
artesis
he 
oördinaten, terwijl die met a

en-ten refereren naar een willekeurig systeem.
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ht is de lezer vertrouwder met de Lapla
e operator en dat is de divergentie van de gradiënt.Vergelijking (276) geeft de divergentie van een ve
tor, terwijl de gradiënt een 1-vorm is. Wedienen deze 1-vorm dus eerst om te s
hrijven in een ve
tor. We zullen dit weer uitwerken aan dehand van een voorbeeld in pool
oördinaten.Voorbeeld: divergentie en Lapla
e operator in pool
oördinaten.In pool
oördinaten hebben we voor de divergentie
V α

;α =
∂V r

∂r
+

∂V θ

∂θ
+

1

r
V r =

1

r

∂

∂r
(rV r) +

∂

∂θ
V θ, (277)waarbij we vergelijking (269) en de vers
hillende 
hristo�elsymbolen in pool
oördinaten (vergelijking (274) ge-bruikt hebben. Teneinde de Lapla
e operator te vinden, starten we met een s
alairveld φ en bepalen we de ve
torgradiënt. Dat is reeds gebeurd in vergelijking (264). We vullen deze ve
tor in in vergelijking (277) en vinden

∇ · ∇φ ≡ ∇2φ =
1

r

∂

∂r

(

r
∂φ

∂r

)

+
1

r2

∂2φ

∂θ2
. (278)Dit is de Lapla
e operator in eu
lidis
he pool
oördinaten en deze is identiek aan

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
. (279)Ter afronding bekijken we de afgeleiden van 1-vormen en hogere-orde tensorvelden. Om deafgeleide van een 1-vorm te vinden, gebruiken we de eigens
hap dat een 1-vorm en ve
tor sameneen s
alair geven. Dus als p̃ een 1-vorm is en ~V een ve
tor, dan is voor gegeven β, ∇β p̃ ookeen 1-vorm, ∇β

~V een ve
tor, en < p̃, ~V >≡ φ een s
alar. In een willekeurig 
oördinatenstelselwordt deze s
alar ges
hreven als φ = pαV α. Daarom geldt voor ∇βφ volgens de produ
tregelvoor afgeleiden
∇βφ = φ,β =

∂pα

∂xβ
V α + pα

∂V α

∂xβ
. (280)We kunnen vergelijking (269) gebruiken om ∂V α/∂xβ te vervangen door V α

;β hetgeen de 
ompo-nenten zijn van ∇β
~V en vinden

∇βφ =
∂pα

∂xβ
V α + pαV α

;β − pαV µΓα
µβ =

(

∂pα

∂xβ
− pµΓµ

αβ

)

V α + pαV α
;β, (281)waarbij we in de laatste stap termen verwisseld hebben en dummie indi
es andere namen gegeven.Van iedere term in bovenstaande vergelijking weten we dat het een tensor
omponent is voorwillekeurige ~V , behalve van die tussen haakjes. Omdat vermenigvuldigen en optellen van tensor-
omponenten altijd nieuwe tensoren oplevert, moet het zo zijn dat de term tussen haakjes ookeen tensor is. Dit is de 
ovariante afgeleide van p̃. Er geldt dus

(∇β p̃)α ≡ (∇p̃)αβ ≡ pα;β = pα,β − pµΓµ
αβ. (282)Verder geldt

∇β(pαV α) = pα;βV α + pαV α
;β. (283)We zien dat 
ovariant di�erentiëren aan dezelfde soort produ
tregel voldoet als vergelijking (280).Dit kan ook niet anders, want in 
artesis
he 
oördinaten staat ∇ voor partiëel di�erentiëren van
omponenten.We kunnen nu de volgende uitdrukkingen vergelijken,

V α
;β = V α

,β + V µΓα
µβ,

pα;β = pα,β − pµΓµ
αβ,

(284)



6 WISKUNDE II - KROMLIJNIGE COÖRDINATEN 116en zien enkele overeenkomsten en enkele vers
hillen. We herinneren ons dat de laatste indexvan het 
hristo�elsymbool de di�erentiatie index is. Dit betekent dat alleen de andere indi
esmet de metriek naar boven of beneden kunnen worden gehaald. Wat er dan nog overblijft ishet tekenvers
hil. Hierbij helpt het om zi
h te herinneren dat Γα
µβ te maken had met afgeleidenvan basisve
toren. Het lijkt daarom redelijk te veronderstellen dat −Γµ

αβ te maken heeft metafgeleiden van basis 1-vormen. De tekenverandering duidt erop dat de basis 1-vormen tegen-overgesteld veranderen aan de basisve
toren, hetgeen redelijk is als we bese�en dat de 
ontra
tie
< ω̃α, ~eβ >= δα

β een 
onstante is met afgeleide nul.Dezelfde pro
edure leidt ook tot
∇βTµν = Tµν,β − TανΓα

µβ − TµαΓα
νβ;

∇βAµν = Aµν
,β + AανΓµ

αβ + AµαΓν
αβ;

∇βBµ
ν = Bµ

ν,β + Bα
νΓµ

αβ − Bµ
αΓα

νβ.

(285)We zien dat deze uitdrukkingen een bepaalde systematiek hebben. Zo is er een Γ term voor elkeindex; een boven index wordt als een ve
tor behandeld en een beneden index als een 1-vorm.6.3 Christo�elsymbolen en de metriekHet formalisme dat we in de vorige se
tie besproken hebben, heeft geen eigens
happen van demetris
he tensor gebruikt in het opstellen van de 
ovariante afgeleiden. De metriek kan ve
torenveranderen in 1-vormen en omgekeerd, en we verwa
hten daarom dat deze een rol speelt in hetverband tussen hun afgeleiden. In het geval van 
artesis
he 
oördinaten zijn de 
omponenten vande 1-vorm en de eraan gerelateerde ve
tor gelijk, en omdat ∇ dan alleen het nemen van afgeleidenvan 
omponenten is, moeten de 
omponenten van de 
ovariante afgeleide van de 1-vorm en ve
torgelijk zijn aan elkaar. Dit betekent dat als ~V een willekeurige ve
tor is en Ṽ = g(~V , ) de eraangerelateerde 1-vorm, dan geldt in 
artesis
he 
oördinaten
∇βṼ = g(∇β

~V , ...). (286)Bovenstaande relatie is een tensorvergelijking en moet dus gelden in alle 
oördinaten. We 
on-
luderen dat
Vα;β = gαµV µ

;β, (287)hetgeen de 
omponenten representatie is van vergelijking (286).Als de hierboven gevolgde argumentatie niet bevredigend is, dan kunnen we er met vergelijkingennog eens door heen lopen. De indi
es α, β, γ, ... geven 
artesis
he 
oördinaten aan, terwijlde indi
es met a

enten α′, β′, γ′, ... willekeurige 
oördinaten aangeven. We beginnen methet statement Vα′ = gα′µ′V µ′ , dat geldig is in elk 
oördinatenstelsel. E
hter in 
artesis
he
oördinaten geldt gµν = δµν en Vα = V α. Nu is het ook zo dat in 
artesis
he 
oördinaten de
hristo�elsymbolen allemaal gelijk zijn aan nul. Dus hebben we Vα;β = Vα,β en V α
;β = V α

,β.We kunnen daarom 
on
luderen dat Vα;β = V α
;β, alleen in 
artesis
he 
oördinaten. Om ditom te zetten in een vergelijking die geldig is in alle 
oördinatenstelsels, merken we op dat in
artesis
he 
oördinaten geldt dat V α

;β = gαµV µ
;β, zodat, ook weer in 
artesis
he 
oördinaten,geldt dat Vα;β = gαµV µ

;β. Deze vergelijking is een tensorvergelijking, zodat geldigheid ervan inéén 
oördinatenstelsel de geldigheid in alle stelsels impli
eert. We vinden dan weer vergelijking(287),
Vα′;β′ = gα′µ′V µ′

;β′ . (288)



6 WISKUNDE II - KROMLIJNIGE COÖRDINATEN 117Bovenstaand resultaat heeft verreikende 
onsequenties. Als we de β′ 
ovariante afgeleide nemenvan Vα′ = gα′µ′V µ′ , vinden we
Vα′;β′ = gα′µ′;β′V µ′

+ gα′µ′V µ′

;β′ . (289)Als we uitdrukking (289) vergelijken met uitdrukking (288) dan vinden we dat moet gelden
gα′µ′;β′ = 0 (290)in alle 
oördinatenstelsels. Dat is een dire
te 
onsequentie van vergelijking (286). In 
artesis
he
oördinaten is gαµ;β ≡ gαµ,β = δαµ,β = 0 een triviale identiteit. E
hter in andere 
oördinaten isdat niet zo voor de hand liggend. Dit laten we zien aan de hand van pool
oördinaten.Voorbeeld: afgeleiden van de metris
he tensor.We starten met de pro
edure analoog aan vergelijking (285), en s
hrijven

gαβ;µ = gαβ,µ − Γν
αµgνβ − Γν

βµgαν , (291)waarbij de indi
es algemene 
oördinaten voorstellen. We werken nu een aantal termen uit in pool
oördinaten.Bijvoorbeeld stel dat α = r, β = r en µ = r, dan vinden we
grr;r = grr,r − Γν

rrgνr − Γν
rrgrν. (292)Omdat grr,r = 0 en Γν

rr = 0 voor alle ν, is dit triviaal gelijk aan nul. Niet zo triviaal is α = θ, β = θ en µ = r.Dan vinden we
gθθ;r = gθθ,r − Γν

θrgνθ − Γν
θrgθν . (293)Met gθθ = r2, Γθ

θr = 1

r
en Γr

θr = 0 wordt dit
gθθ;r = (r2),r −

1

r
(r2) −

1

r
(r2) = 0, (294)en we zien dat het werkt. Het is belangrijk in te zien dat dit dire
t volgt uit het feit dat gαβ,µ = 0 in 
artesis
he
oördinaten en dat gαβ;µ de 
omponenten zijn van dezelfde tensor ∇g in willekeurige 
oördinaten.Wat we hierboven gedaan hebben is het introdu
eren van 
ovariante di�erentiatie in willekeurige
oördinaten door onze kennis van de eu
lidis
he ruimte te gebruiken. We hebben laten zien datde metriek van de eu
lidis
he ruimte 
ovariant 
onstant is, vergelijking (290). Als we gekromderuimten gaan behandelen, zal blijken dat vergelijking (290) nog steeds geldig is, en dus ook alle
onsequenties ervan die we nu gaan bespreken.6.3.1 Berekenen van de 
hristo�elsymbolen uit de metriekVergelijking (776) leidt tot een uiterst belangrijk resultaat: we kunnen deze vergelijking gebruikenom gαβ,µ te bepalen in termen van Γµ

αβ. Het omgekeerde blijkt ook waar te zijn: Γµ
αβ uitdrukkenin termen van gαβ,µ. Dat geeft een eenvoudige manier om de 
hristo�elsymbolen uit te rekenen.We moeten eerst e
hter de relatie Γµ

αβ ≡ Γµ
βα bewijzen, die geldt in elk 
oördinatenstelsel. Omdeze symmetrie te bewijzen bes
houwen we een willekeurig s
alairveld φ. De eerste afgeleide ∇φis een 1-vorm met 
omponenten φ,β. De tweede 
ovariante afgeleide ∇∇φ heeft 
omponenten

φ,β;α en is een (

0

2

) tensor. In 
artesis
he 
oördinaten zijn de 
omponenten
φ,β,α ≡

∂

∂xα

∂

∂xβ
φ (295)en we zien dat deze symmetris
h zijn in α en β, omdat partiële afgeleiden 
ommuteren. E
hterals een tensor symmetris
h is in één basis, dan is hij symmetris
h in alle bases. Dus geldt

φ,β;α = φ,α;β (296)



6 WISKUNDE II - KROMLIJNIGE COÖRDINATEN 118in elke basis. Gebruikmaken van de de�nitie gegeven in vergelijking (282) levert
φ,β,α − φ,µΓµ

βα = φ,α,β − φ,µΓµ
αβ (297)in elk 
oördinatensysteem. Maar er geldt φ,α,β = φ,β,α en dit levert

Γµ
αβφ,µ = Γµ

βαφ,µ (298)voor willekeurige φ. Hiermee is bewezen dat in elk 
oördinatenstelsel
Γµ

αβ ≡ Γµ
βα. (299)We gebruiken bovenstaande symmetrie om vergelijking (776) te inverteren. Dat is tevens eenmooi voorbeeld van geavan
eerde index-manipulatie. Hiertoe s
hrijven we vergelijking (776) indrie permutaties van de indi
es,

gαβ,µ = Γν
αµgνβ + Γν

βµgαν ,

gαµ,β = Γν
αβgνµ + Γν

µβgαν ,

−gβµ,α = −Γν
βαgνµ − Γν

µαgβν .

(300)We tellen deze op, groeperen termen, gebruiken de symmetrie van g, gβν = gνβ en vinden
gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α = (Γν

αµ − Γν
µα)gνβ + (Γν

αβ − Γν
βα)gνµ + (Γν

βµ + Γν
µβ)gαν . (301)In deze vergelijking vallen de eerste twee termen re
hts weg vanwege de symmetrie van Γ envinden we

gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α = 2gανΓν
βµ. (302)Delen door 2, vermenigvuldigen met gαγ (en sommeren over α), en gebruik maken van gαγgαν ≡

δγ
ν levert

Γγ
βµ =

1

2
gαγ(gαβ,µ + gαµ,β − gβµ,α). (303)Dit is de uitdrukking voor de 
hristo�elsymbolen in termen van de partiële afgeleiden van de
omponenten van g. We geven weer een korte demonstratie voor pool
oördinaten.Voorbeeld: 
hristo�elsymbolen en metriekIn pool
oördinaten geldt bijvoorbeeld

Γθ
rθ =

1

2
gαθ(gαr,θ + gαθ,r − grθ,α). (304)Omdat grθ = 0 en gθθ = r−2 vinden we

Γθ
rθ =

1

2r2
(gθr,θ + gθθ,r − grθ,θ) =

1

2r2
gθθ,r =

1

2r2
(r2),r =

1

r
. (305)Dit is hetzelfde resultaat voor Γθ

rθ dat we al eerder hebben afgeleid. Deze rekenmethode is ook geldig in gekromderuimten.


