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Schwarschild ruimtetijd

Schwarzschild ontdekte in 1916 de eerste exacte oplossing van de
Einstein vergelijkingen. Het is een vacuiimoplossing voor de metriek
van ruimtetijd buiten een sferisch symmetrische massaverdeling:

2GM
ds? = — <1 - >czdt2 +

2 20402 4 cin? 2
_ZGMdT + r=(d8“ + sin“ 8d¢*)

1 c?r
We zien de Schwarzschild coérdinaten en metriek g, (x)

De metriek hangt niet van de tijd t af

De metriek is sferisch symmetrisch en voor constante r en t geldt d%? = r?(d6? + sin? 6d¢?)

2GM 2GM
Limiet voor zwakke velden ds? = — (1 — >c2dt2 + (1 +

Z; o > dr? + r%(d8? + sin? 8d¢?)

Dit is conform de limiet voor een statisch, zwak veld met oM

een Newtoniaanse gravitatiepotentiaal gegeven door b =—-——
r

We associeren de constante M in g, (x) met de totale massa en de bron van kromming

We gebruiken de baan van een testmassa en de wet van Kepler om de bron van
kromming M te bepalen (materie, straling, etc.). Er geldt

v2  [(2nR\°1 GM 4m? 4m° R3
R ( p ) R R2 - GM ' G P?



Geometrische eenheden

Schwarzschild metriek in [ kg m s ] eenheden

2GM
ds? = — <1 ~— ) c2dt? +

2 220002 4 cin2 2
_ZGMdr + r“(d6* + sin® 0d¢~)

1
c2r

Als we ¢ = 1 gebruiken, dan krijgen we [ kg m ] eenheden en hebben ruimte en tijd
dezelfde eenheid: [ m ]

Er geldt dan de conventiet [m] = ct[s] =3 x 108t [s]

Deze natuurlijke eenheid is gebruikelijk in de SRT

Als we ook G = 1 gebruiken, dan kunnen we massa uitdrukken in lengte

Er geldt dan de conventie
G 6.674x10~ 11 N-m? /kg?
M[m]=25Mkg]= m/kE”

(3x108 m/s)?

[kg] = 7.416 x 10728 M [kg ]

Voorbeeld: de massa van de Zon is Mg = 1.47 km en van de Aarde Mg = 0.44 cm

Dergelijke geometrische eenheden zijn gebruikelijk in de ART



Singulariteiten in de Schwarzschild metriek

Schwarzschild metriek in [ kg m s ] eenheden

2GM
ds? =—<1— )czdt2+

2 220002 4 cin2 2
7 _ZGMdr + r“(d6* + sin® 0d¢~)

1
c2r

Schwarzschild metriek in geometrische eenheden

2M
5= - (1- 20 +

. dr? + r2(d6? + sin? 0d¢?)

1_2M
r

De limiet M =0 or r - oo |levert de Minkowski metriek in sferische co6rdinaten
Veel bronnen zijn sferisch symmetrisch: sterren, zwarte gaten, neutronensterren

Metriek singulieropr=0enr=2M

*r=0 : Echte singulariteit met oneindige ruimtetijdkromming
* r=2M : Blijkt singulier vanwege keuze codrdinatensysteem

Ster binnengebied

r=2m

Straal ster —




Interpretatie van de codrdinaten

De hoeken # en ¢

In 2D hypervlakken met r = constant en t = constant schrijven we ds? = r2d()?
Identiek aan beschrijving van een bol met constante straal in SRT
De hoeken # en ¢ zijn de hoeken op een bol

De straal r
Oppervlak in gekromde ruimte wordt gegeven door (g2 is gereduceerde metriek)

A= / \/Q(T)dg-;z: — /,?,2 sin ﬁdﬁdo _ 4?1_7,2

Straal r wordt gegeven door oppervlak van een bol 7(P) =

Moeilijk om de tijd te meten

Eigenschappen
1. Tijdsonafhankelijke afstanden (Jg.p/0t = 0) tussen lijnen van constante . 6. ¢
2. Orthogonaliteit (gi, = 0,919 = 0. g1y = 0) met t = constant hypervlakken

3. Asymptotisch equivalent met Minkowski-tijd



Interpretatie van de codrdinaten

We onderzoeken nu het verband tussen de waarden van coordinaten en de
fysisch relevante intervallen van tijd en afstand

Als we in een uitdrukking geconfronteerd worden met de variabelen t en r, dan
is het verleidelijk om direct te denken aan tijd en afstand tot de oorsprong

In de ART zijn coordinaten slechts markeringen om gebeurtenissen aan te duiden. Ze
hebben geen directe metrische significantie

We onderscheiden drie locale referentiesystemen:

1. Dat van een vrij-vallende waarnemer: hierin is gravitatie “uitgezet” en geldt
de SRT met bijbehorende Minkowski metriek

2. Een systeem dat in rust is op een bepaalde locatie. Deze waarnemer moet iets
doen om te voorkomen dat hij vrij valt. SRT kan locaal gebruikt worden, maar
er moet dan wel een fictieve gravitatiekracht ingevoerd worden

3. Het systeem van een waarnemer die zich op grote afstand van M bevindt. Hier
is ruimtetijd weer vlak en geldt de SRT



Gravitationele roodverschuiving

Beschouw twee gebeurtenissen met Schwarzschild coérdinaten (tg, 1, O, ) en
(tg+dtg, g, 05, @) waarbij er licht wordt uitgezonden. Gebeurtenissen zijn
gescheiden door dtg terwijl drg = dOg = d¢py =0

2GM
De ruimtetijd afstand is dan  ds? = —c?dt? = — <1 - )czdt2
E

De proper time tussen de events zoals
gemeten door een klok in rust ter plaatse is |dty = |1 —

2GM

c?rg

dt;

Tijdverschil gemeten met een plaatselijke klok is minder dan het codrdinatenverschil dtg

Een waarnemer in rust op een andere locatie ryvindt voor het codrdinatenverschil dt,
dezelfde waarde dt, = dtg

D i ij 2GM 2GM
e ruimtetiid afstand > __2giz = —(1- — | c2dtd = — (1 ———) c?dt?
op die locatie is dan c?ry c?1y

2GM
c?ry

De proper time tussen de waarnemingen van beide signalenis dtp = [1— dtg

Voor een waarnemer op r = oo vinden we|dty = dt,,

dTE

2GM
c?rg

We vinden de gravitationele roodverschuiving dz.,, =
1 —




Geodetische beweging

We vinden de wereldlijn van een testmassa
uit de vergelijking voor een geodeet

A2 da? dr”
1L
oty -

7]

We dienen alle connectiecoéfficienten te bepalen (huiswerk)

0 A 1A 1 B N (1 2MG
o1 = 51, o0 = 35 2y I = 55 A(r) = (1-275)

) 1 __  rsin 2 1 MG

FQQ __T/Bv FEBB_l_ B r‘Ql — B(T) (1_?2_)

[, = —sinfcosf, I’y =-. %, = cot 0 A'=dA/dr B =dB/dr

Hiermee vinden we de volgende vier differentiaalvergelijkingen

d2t N 2G' M dr dt
d\2  2p2 (1 26 U) drdy

A GM (1 2GMY (dt)® GM dr\® () 2GMY AN o (doNE
d\? r2 c2r d\ Ar2 (1 - —25211 ) \dA c?r dA da a
120 2dr db |

(—,—|——i(——51119(059((o> = 0,

dA2  rd)\d) d\

d2_¢5+2d7 do (fOSf)%@_
dA2 T rd) d)\ sinf dAd)

We kunnen het vinden van oplossingen simplificeren door gebruik te maken van
bewegingsconstanten of van een Lagrangiaanse behandeling



Bewegingsconstanten

1,.1/

. ‘ It da
De norm van de raakvector blijft behouden n? = E G 2 constant
dA  dA
langs een geodeet. Er geldt [,V

Voor een massief deeltje met snelheid U* geldt Yy 9y UPUY = —c?

We vinden dan n? = —c?

1/ 2 ‘ -1 2 2 N2
- , 3.y ! NZ LN,y (dg
Metriek invullen levert 2 — 2 (1 2GM Y\ (A2 (260 AT 2 (0N a2 (490
c2r dr c2r dr dr dr

Er zijn diepe relaties tussen symmetrieén en behouden grootheden. Zo hangt bijvoorbeeld
de Schwarzschild metriek niet van de tijd af en dit leidt tot behoud van energie

Invariantie onder rotaties geeft sferische symmetrie en leidt tot behoud van impulsmoment

Een behouden grootheid met de rol van totale energie E‘ — (1= QC‘IM dt
me c2r ) dr

Behoud van impulsmoment (een vector) leidt tot drie behouden scalaire grootheden.
Typisch gebruikt met de grootte per massa eenheid J/m en twee hoeken voor de richting

Wij kiezen de cooérdinaten zo dat # = 7/2 en dus df/dt = 0 voor de richting

.. J 5 5 do
De derde conditie is dan = = 2sin%4 l—(
T a7

i [ 2 2 TN TN/
e vinden (d_;«) L (1 ) 2(;41[) 26GM

dr m2r2 c2r r




Baanbeweging

We hebben een differentiaalvergelijking voor (1)

dr\*  J? 2GMY 2GM
— 4+ — 11— — =c
dr m2r? c2r r

We vinden de baan in het ¢ = 7/2 vlak door 7 uit te drukken als functie van ¢
en J/m = r*do/dr dr_ J dr

£\2
— —1
(mc2 ) ]
dr ~ r2mdé

. 2
() -1
Tmc

dr  dodr

dr  dr d¢

InvuIIen d_? 2 + 7‘2 1 — 2GM — 77-127;3 2GM o 3"27?1-(? 2
dO 2y ' J2 o J

Verandering van variabele u = 1/7

Gebruik

5 - d?u N G Mm? i
aanvergelijking — 4+ U = ———
d o2 J2
. d2u GMm?
Newtoniaanse analyse levert —— + ¢ = ———
do? J?

De relativistische term kan verwaarloosd worden voor kleine u en we vinden hiermee weer
Newtoniaanse banen als de afstand tot de ster groot is

Dicht bij de horizon 2GM/c* spelen relativistische effecten een grote rol



Effectieve potentiaal

&

N\ 2
We herschrijven (d—T) +

J? . 2G M 2GM
dr m2r2 c2r ro

En benadrukken de rol van energie

Cl(EN | _L(dr\° P  26GM\ GM
2 (W) 2 (E) o ( 3 )— r
\ Y ) (| Y ) (| Y )
Bewegingsconstante Kinetische Effectieve potentiaal V.4
bepaald door baanenergie term
2

We vinden —

E \? 1 /dr\?
=) Sl === V.
(mcz) ] 2 (d’?‘) Vel

'Newton 1 /dr 2 .
Newtoniaanse analyse: = — — (d_> L pNewton met pevton —
m 2 t

Vergelijken levert Vg = J (1 2(;’11\' ) _GM

29m2p2 2y r

I Relativistische term

- GM

2m2r



Effectieve potentiaal

Effectieve potentiaal voor baanbeweging

van een deeltje met impulsmoment J 0.045
J? 2G' M GM

Vig = —5= 11— — — 02F

L om2y2 ( c2r ) r 0
=

. . . SJ i

In de klassieke mechanica is o

impulsmoment J de bron van een i

oneindig hoge potentiaalbarrierre —0.02}

die deeltjes verbiedt r = 0 te bereiken

In de Schwarzschild metriek is er ook een
ondergrens voor de straal van een stabiele
cirkelvormige baan (ISCO — Innermost Stable
Circular Orbit), die overeenkomt met

J/m =2V3GM/c

Ook vinden we een perihelium verschuiving
(de baan is geen ellips). Mercurius: 43”/eeuw
Dat zijn 12 miljoen omwentelingen per rozet

~ relativistisch

- Newtoniaans




/warte gaten

Een zwart gat is een gebied in ruimtetijd waar materie en straling in kunnen gaan,
maar waaruit ze niet kunnen ontsnappen. Het is een structuur in ruimtetijd en
verschilt hiermee aanzienlijk van materiele objecten zoals (neutronen)sterren, etc.

Een zwart gat is omgeven door een event horizon: een gesloten oppervlak
waardoor licht naar binnen kan vallen, maar niet meer ontsnappen

Het meest eenvoudige zwarte gat wordt beschreven door de Schwarzschild metriek,
waarbij de event horizon zich bevindt op 7 = Ry = 2G M /c?

Merk op dat dezelfde uitdrukking volgt uit een 19 GMm -
. . . SMUs, = ——— 2GM

klassieke berekening, waarbij we de escape K R R < 5

velocity gelijkstellen aan de lichtsnelheid Vescape =~ € ¢

Chandrasekhar vond in 1931 dat er een bovenlimiet van ongeveer 1.4 zonnemassa’s voor de
massa van een witte dwerg vanwege de druk door ontaardheid van elektronen. Boven deze
limiet volgt gravitationele ineenstorting

Landau voorspelt (1932) neutronensterren | ©OPiect | Straal Massa Schwarzschild
(in m) (in kg) straal
Oppenheimer voorspelt (1939) dat parde | 63 105 | 6,6 10 1cm
neutronensterren een rrlaX|mum massavan [~ | o 10 ——
ongeveer 3 zonnemassa’s hebben: de
. Zon 7,0 108 2,0 1030 3 kilometer
ontdekking van zwarte gaten




Klassificatie van zwarte gaten

Eigenschappen van het zwarte gat Metriek
Enkel massa Schwarzschild
Massa en impulsmoment Kerr
Massa en elektrische lading Reissner-Nordstrom
Massa, impulsmoment en elektrische lading Kerr-Newman

We verwachten dat fysische zwarte gaten impulsmoment hebben, maar
waarschijnlijk geen elektrische lading (vanwege de vorming door neutrale atomen)

We kunnen zwarte gaten ook klassificeren op basis van astrofysische eigenschappen

Klasse Massagebied
Micro zwarte gaten 0 tot 0.1 M,
Sterrenmassa zwarte gaten 0.1 tot 300 M,
Intermediaire zwarte gaten 300 tot 10° Mg
Supermassieve zwarte gaten 10° Mg tot 10"°Mg

2
&/




Soorten zwarte gaten

Supermassieve ZG
10° Mg tot 101°Mg

Intermediaire-massa ZG
300 tot 10> Mg

Sterrenmassa ZG
0.1 tot 300 Mg

Micro ZG

- Gevonden in centrum meeste sterrenstelsels
- Verantwoordelijk voor Active Galactic Nuclei
- Kunnen direct en indirect gevormd worden

- Mogelijk gevonden in dichte sterrenclusters
- Mogelijke verklaring voor Ultra-luminous X-Rays
- Moeten indirect gevormd worden

- Resten van zeer zware sterren
- Verantwoordelijk voor Gamma Ray Bursts
- Direct gevormd

- Quantumeffecten worden relevant

- Voorspeld door enkele inflatiemodellen

- Misschien geproduceerd in kosmische straling
- De reden dat LHC de aarde zal vernietigen ...



Numerieke relativiteitstheorie

Vorming van een zwart gat uit
samensmelting van neutronensterren.
Merk op dat er een accretieschijf ontstaat

Credit: Luciano Rezzolla

Coalescense van twee zwarte gaten:
een zuiver ruimtetijd proces




Nabij eﬂgat wordt veel straling geproduceerd



Microquasar, quasar, en gamma-flits

Companion

- X-rays,
star 3 y

visible,
then radio

/ UV and
/visible 4

A/ ) p
Stellar-mass J/ S Supermassive Stellar-mass
black hole ;5/ ;. « black hole / black hole
D/ & :

;5/ & Accretion disk

J— S/ B ¥ (100 km)
y . s/ Accretion disk ;

Accretion disk =/ (1 billion km) Helluie

(1,000 km diameter)

Host galaxy Hydrogen

Microquasar ‘ Collapsar

i 6 ék ~105%jaar < 1 minuut/ “ur/ 100 dagen



Burst bronnen: gamma-ray bursts

e Recente satelliet missies tonen reeks explosieve
gebeurtenissen in Universum die enorme

hoeveelheden energie genereren
Gamma-Ray Bursts (GRBs): The Long and Short of It

Long gamma-ray burst Short gamma-ray burst
(>2 seconds’ duration) (<2 seconds’duration)

l A red-giant —
v star collapses A\

— . < oo its core
A

inward....
»
becoming so
dense that it
S

De oorsprong van GRB is nog steeds ' supermov -eventually
onbekend. Er zijn diverse modellen - — \)

Gamma rays




Radiostelsel Cygnus A

De jets hebben een totale lengte van ongeveer 500.000 lichtjaar, waarbij de
orientatie van het zwarte gat gefixeerd is door haar spin

=

Radio opname




Supermassieve zwarte gaten

In vele sterrenstelsels schuilt een zwart gat

— Ons eigen melkwegstelsel: M ~10° MZon
— Actieve Sterrenstelsels: M ~ 108 MZon

Galactic Bulge Norma Arm

Scutum Arm
N\ Crux Arm

Outer Arm S : : — ; % Carina Arm
\ o

Perseus Arm

Sagittariﬁs Arm ' . Local Arm




Galactic Longitude
18-(_) 150°
.“(Au |ga)‘. (Perseus)

210°
(Monocexos)

120°
assiopeia)

240°

90°
(Cygnus)

/60°
Yulpecula)

e

(Nofma) / | 230kpc (Aquila)

1 galactisch jaar: 250 Mjaar (Sagittarius)
230 km/s (0.00077(:) observation shadow of galactic core
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Combined 2MASS-MSX View of the Galactic Center

.'-.
o
5 .
Zi\iASS Two Micron All Sky Survey
——

- Southern Facility -
.

°
ron AN & 2MASS Atlas Image Mosaic

Infrared Processing and Analysis Center & University of Massachusetts
4 ) )

Midcourse Space Experiment
SPIRIT 111

Infrarood telescopen kijken door het stof heen
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” Wide-Field Radio Image of the

Naval Research Laboratory .
Galactic Center

SerDHII g A =90 cm
- (Kassim, LaRosa, Lazio, & Hyman 1999)
Sgr D SNR / ?)
SNR 0.9+0.1 ¢ A
Sgr B2 /) New SNR 0.3+0.0
Sgr Bl Threads
New Feature:
<
w 7 The Cane
y *\Backgrouna’ Galaxy
g > Threads
Sgr A -

pe

New thread: The Pelican

L
_ ( Sgr C  Coherent \

structure?
Snake

Mouse » Sgr E

SNR 359.0-00.9 % \

SNR 359.1-00.5

~0.59

~75 pc
~240 light years Tornado (SNR?)
Image processing at the Naval Research Laboratory using DoD High Performance Computing Resources «

Produced by N.E. Kassim, D.S. Briggs, T.J.W. Lazio, T.N. LaRosa, J. Imamura, & S.D. Hyman
Original data from the NRAO Very Large Array courtesy of A. Pedlar, K. Anantharamiah, M. Goss, & R. Ekers
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Kern van melkwegstelsel (radio)

Sterke radiobron: Sagittarius A




Thermal Filaments

-

Arches Cluster

",
R

Radio Arc (NTF)




The Centre of the Milky Way +
(VLT YEPUN + NACO)
+

ESO PR Photo 23a/02 (9 October 2002) © European Southern Observatory




Near Infrared

Sgr A¥
+9

k]

F - i:—. B3
0.13 light-year
8,000 a.u.

™

Sterbanen in de

directe omgeving
van Sagittarius A"




Declingtion m "

.08
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15

0.1

Eeni Lrie [ Uy

Emmilrvalar Axds 0,118

0.158 0.1

Right Ascension n "



Ingesloten massa (in zonsmassas)

Massaverdeling in melkwegkern
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Afstand tot Sagittarius A* (in parsec)



Massaverdeling in melkwegkern

Pre-Flare

Flare

X-ray Image of Galactic Center

Post-Flare

X-ray beeld van Sagittarius A* (Oktober 2012)
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Supermassieve zwarte gaten
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Massive black hole mergers

Several observed phenomena
may be attributed to MBH
binaries or mergers

X-shaped radio galaxies (see
figure)

Periodicities in blazar light
curves (e.g. 0OJ 287)

X-ray binary MBH: NGC
6240

See review by Komossa [astro-
ph/0306439]

[Merritt and Ekers, 2002]
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Spitzer space
telecope

=

Locating Black Holes in  Spitzer Space Telescope *
Distant Galaxies MIPS

NASA / JPL-Caltech / E. Daddi (CEA, France) ssc2007-17a




GPS (Global Positioning System)

Friedwardt Winterberg (1955): gebruik | =
atoomklokken in orbit om ART te testen

Sputnik (1957): Doppler effect geeft
lokatie (20 en 40 MHz radiosignalen)

GPS (1973 bedacht, 1978 eerste satelliet,
1993 operationeel)

Precisie:
atoomklokken 1 ns/dag)
(licht legt 30 cm per ns af)
ART 45.900 ns/dag sneller dan op Aarde
SRT 7,200 ns/dag langzamer

Een test van ART voor statische effecten in
zwakke gravitievelden




Apollo — Lunar laser ranging

Test van EP tot 1,5 x 1013
Rotaties van maan: 20% vloeibare kern

G niet tijdafhankelijk tot 1:10*! sinds 1969

Maan verwijdert zich met 3,8 cm/jaar
Aardprecessie volgens ART

Wie twijfelt eraan of we op de maan zijn geweest?




Gravitatielensen

Hubble image

-
.

. Sferische lens geeft Einstein ring

Platte lens geeft Einstein kruis

Banaanachtige vervorming




-
LRG 3-757 Hubble Space Telescope's Wide Field Camera 3



-

Cluster oi galaxies Gt

.
0024+1654, Hupble Space Telescope




Abell 2218

Cluster van sterrenstelsels op 2 Glichtjaar afstand

« werkt als een sterke Einstein lens 13 Gjaar oud

* oranje: elliptisch stelsel (z = 0.7), blauw: stervorming (z = 1.5) en rood (z = 7)




Distant Object Gravitationally Lensed by Galaxy Cluster Abell 2218
Hubble Space Telescope « WFPC2
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In een zwart gat vallen

We gaan nu door de horizon en reizen naarr=0
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We gebruiken de negatieve wortel om de invallende beweging te beschrijven (waarom?)
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In een zwart gat vallen

De tijd die verstrijkt op de klok van de vrij vallende waarnemer bedraagt

.T‘_ .T? fT ?/3, ?’3!
T(-r’) — T(-ro) — i_! !R—O_ » T \/_ (1 - —) + arctan (
& g | 2 70 r0

Als we onze val op grote afstand van het zwarte gat beginnen, geldt 1o > 1’

r 0 — 'TJ

We kunnen de rechterkant van de vergelijking dan in Taylor expansie schrijven

Dus : 3 (o) ro [ 7o 20 9 /,0\3/2
T"r ) —7T(rg) =~ — | = a5 S\
v ¢ \ Rs 2 3 \ro

LTJ
Als we geinteresseerd zijn in de tijd tot we in ‘53
de centrale singulariteit aankomen, kunnen W_TB/2 g
we de limiet 7" — 0 beschouwen. Dat levert Tuing = —01/2 \
2cRg

Eveneens kunnen we uitrekenen
hoelang het duurt voordat we de 3/2 [W 9 (Rs>3/1
2

-
event horizon bereiken. We vinden Thoriz = ]31/2 3

) r 0
C q

singularity

Het verschil in beide uitdrukkingen
geeft de tijd die verstrijkt om van de

Schwarzschild radius

. . o . 2 Rg
horizon de singulariteit te bereiken 7, — Thoriz = 575
- 0 Rs
De figuur toont dat er niets bijzonders bij de horizon gebeurt Sclnvarzschild

radial coordinate r



Vallen gezien vanuit grote afstand

Voor een waarnemer op grote afstand is er geen verschil tussen de proper tijd gemeten
met zijn locale klok en zijn coérdinaten tijd. We gebruiken t om zijn tijd aan te geven

We willen weten hoelang het duurt voordat licht deze waarnemer bereikt

Voor twee events op de wereldlijn van een naar buiten reizend foton met df/ = d¢ = 0
Rs) 9 9 (dr)? dt 1 1

0— (1— A -— oy .1
r L= Rs/r dr ¢c1—Rs/r

Voor een radieel naar buiten reizend foton kiezen we het + teken (waarom?_

Voor een radieel foton uitgezonden door een vallend
lichaam op t, en r; en dat wordt geobserveerd door een

to I .
2 1 2 d.r
verre waarnemer op t, en r, bedraagt de vluchttijd s — ] = / dt = - /
t T

C
1
. ro —r1  Rsg ro — Rg
Wevinden ¢, — 1ty = 2 ! + 21n 2=
c c r1 — Rg

We vinden niet (o — 1) /c omdat co6rdinaten geen metrische betekenis hebben

r1

De “vluchttijd” is groter dan (72 — 1) /¢ en nadert oneindig als r, het punt met Rs nadert

Het verschil in codrdinaten tijd hangt enkel af van de posities van emissie en observatie



Vallen gezien vanuit grote afstand

We kunnen meer inzicht krijgen in wat de verre waarnemer ziet door de positie r van
het vrij vallende object als functie van de tijd t te bepalen

E RgY\ dt 1 /e
We hebben reeds afgeleid dat —5 = (1 ‘g) éT dt _ (1 — Rg/ro)Y/?
We hadden ook E/me? = (1 — Rg/ro)'/? dr 1 —Rs/r
Verder hadden we reeds dr _ ——\/ \/
dr ro—r

It dtd 1 — Rs/ro)'/? [Trr
Vermenigvuldigen levert &8t ( s/70) _ 7o
dr  drdr - Ré/ 2 1—Rg/r ro—1T

We zijn enkel geinteresseerd in effecten nabij de horizon, waar r K 7

dt 1 r1/2
Dat levert — = — ——
dr cRé/Q 1 — Rs/r

dr
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T4
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Er geldt t(r') —t(ry) = —=




Vallen gezien vanuit grote afstand

Als we de grenzen invullen, vinden we

e o 7N 3/2 N\ /2
t(r') —t(ry) = TS (constant -3 (;_S) — 2 (};H)

(r'/Rs)Y/? + 1 )

(TJ/RS)l/Q —1
De groene lijn in de figuur toont het resultaat
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De blauwe lijn geeft de tijd die verstrijkt op de vallende klok

Volgens de verre waarnemer duurt het oneindig lang
voordat het vallende lichaam de horizon bereikt

Merk op dat ook het lichtsignaal van een vallend object er een
oneindige tijd over deed, maar dat was toch een andere relatie

. o _ 2G M\ M?
Voor licht van een stationair object: fo. = fom (1 - = )
C"Tem
)\GIH
Endus )\ = ' 3
(1 B 2G‘M) /

De horizon is het opperviak van oneindige roodverschuiving

Voor de luminositeit geldt [, — Lge/%s als r — Rgq
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Schwarzschild coordinate time ¢

h

singularity
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Afbuigen van licht door zwart gat

Banen van licht voor verschillende botsingsparameters b (impact parameter)
Licht met b = 2.6 Rs wordt gevangen in een cirkelvormige baan met straal » = 1.5 g
Deze baan is instabiel en dit gebied rond een zwart gat noemt men de photon sphere

Elk vrij vallend foton dat door de photon sphere gaat wordt gevangen door het zwarte gat
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Realistische graphics in Interstellar .~ *



Voorbij de event horizon

Er bestaan Schwarzschild codrdinaten voor de hele vrije val
We zien een coordinaten singulariteit bij de horizon

Het lijkt alsof de tijd afneemt als we de horizon passeren
(de oranje curve), maar codrdinaten hebben geen
metrische betekenis

We krijgen meer inzicht door lichtkegels te construeren langs
het pad van een invallende waarnemer

In de ART is ruimtetijd gekromd en dienen we kleine locale
kegeltjes te tekenen

De kegels volgen uit de inkomende en uitgaande nul-geodeten
die horen bij de banen van lichtstralen

~
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De kegels vertonen
opmerkelijk gedrag
voorbij de horizon. We
zullen dat nader bekijken
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Voorbij de event horizon

De curven voor in- en uitgaand licht volgen uit vergelijking

dr ~1—Rs/r
Merk op dat de richtingscoéfficient gegeven wordt door d(ct)/dr

Op grote afstand van de horizon vinden we d(ct)/dr = +1 consistent met SRT

Verleden kegeldeel omsloten ol

geodesics

door ingaande nul-geodeten, f y
toekomst kegeldeel omsloten ) /_/  \\

door uitgaande lichtbanen

Als we de horizon van buiten
benaderen d(ct)/dr — +oc

Net binnen de horizon worden de
lichtkegels heel breed en wordt
hun tijd-achtig deel horizontaal:
deeltjes kunnen nu enkel richting
de singulariteit bewegen

event horizon

Het “omklappen” van de
lichtkegels is het gevolg van de
keuze van codrdinaten

ES5——=—=__ ‘outgoing’
geodesics

Rg



Eddington-Finkelstein codrdinaten

We introduren een nieuwe tijd-co6rdinaat
T

ct' = ct + Rgln ;—1
’ (Rs )

Het lijn-element wordt nu

(ds)? = ¢ (1 — &) (dt')? — 2&0 dt’ dr

T T

— 72 (1 — %) (dr)?
— 72 ((d0)* + sin? 0 (do)?)

Er geen singulariteit bij » = Rs en voor deze
coordinaten worden ingaande nul-geodeten
gegeven door rechte lijnen

Dat volgt eenvoudig uit het lijn-element voor het
geval van radieel invallend licht: de oplossing
met dt’ = 0 en dus t'= constant

De gekromde “uitgaande” geodeten volgen hier
ook uit. Ze eindigen iets later in de singulariteit

th A

central singularity

world-line

of falling
particle



Relativistische sterren

Algemene metriek ds® = —e 22 dt? 4 A g2 402 (d6? + sin? Bdo?)

Beschouw statische sterren; enkel U” = ¢ % Uy = —¢®

Energie-impuls tensor (perfecte vloeistof) Tyy = Ty = (P + p)UOUU = pe_gk

¢ —1 .T-P-?“ — PE’QI\-'
o [y 2m(r) m
Introduceer ¢, = e = |1 — Ty = Pr=,
T ‘
T, = sin® 6.
Einsteinvergelijkingen
_ dm(r ; .
At = 87l —> d-f‘ ) = 47 p(r) Er geldt M, = / p(r)y/ —gB d>z

db  m(r) + A3 P
dr  r(r—2m(r))

Tpr = STy >

d(I) dP

Energie en impulsbehoud T‘”fﬂ =0 — (p+P)— =
,

Druk-dichtheidsrelatie P = P(p. S)

Tolman-Oppenheimer-Volkof vergelijking
1—+/1-2M/R
3y/1—-2M/R -1

dP — (p+ P)lm+ Amr3 P)
dr r(r—2m)

Dit geeft P. =p




Hawking straling

Hawking publiceerde in 1975 dat zwarte gaten een bron van straling zijn ten
gevolge van quantumeffecten

Een zwart gat straalt als een lichaam met
temperatuur T die omgekeerd evenredig is met de
massa M van het zwarte gat

hc? . (Mg = 4
Ergeldt Th= —— — —618x10 5 (=2 )k $ ol
& B = G M & b o
T
Voor een Schwarzschild zwart gat is het uitgestraalde g
vermogen T ff
4 S
dE . 1 1 © g
— xAT* oc M? x | — | = — o0
dt M M?
distance
Massa ZG Temperatuur Vermogen Verdampingstijd
1M, (2 10% kg) 6 x 108 K 108 W 6 x 1068 yr
1M,,4 (6102 kg) | 0.02K 1017 W 2 x 1052 yr
1 kg 1.2 x10% K 4 x10%2 W 2x 1016 s




