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Differentiaaltopologie

Ruimte: verzameling met structuur
3D varieteit kan lokaal Euclidisch zijn
4D ruimtetijd in ART met lokaal een
Minkowski structuur

Topologische objecten in een ruimte
Scalarveld
Vectorveld
In het algemeen: tensorveld

Tensoren: geometrische grootheden, los
staand van eventuele referentiesystemen

Relativiteitsprincipe: de natuurwetten zijn

onafhankelijk van de keuze van het
referentiesysteem

Door gebruik te maken van tensoren kan een

beschrijving verkregen worden die

onafhankelijk is van het referentiesysteem

Ruimtetijd heeft additionele structuur: metrische
tensor, waardoor we inproduct kunnen definiéren

Temperatuur als scalarveld
Surface T in 2001-2005 vs 1951-80, averaging 0.53°C increase
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J. Hansen et al., PNAS 103: 14288-293 ( 2006)

Oppervlaktewind als vectorveld




Differentieerbare variéteit

Puntgebeurtenis (event) is een primitief object
Vergelijk met punt in Euclidische meetkunde

Limietgeval van een gebeurtenis die op een
oneindig klein gebied plaats heeft en oneindig kort
duurt

Ruimtetijd: de verzameling van alle mogelijke
puntgebeurtenissen

Kaart: beschrijving van het “aardoppervlak’ met een

stukje R? Atlas: verzameling kaarten van S

Kaarten kunnen verschillende afbeeldingen
geven in het overlapgebied

De relatie tussen deze codrdinaten karakteriseert de
differentieerbaarheidsklasse van de variéteit

Variéteit lijkt lokaal op de Euclidische ruimte: hij is
‘glad’ en heeft een bepaald aantal dimensies

Differentieerbare variéteit: S kan overdekt worden met (overlappende)
deelgebiedjes. De overgangen tussen de verschillende codrdinatenstelsels zijn
voldoende vaak differentieerbaar

Metriek

Differentieerbare variéteit geeft ordening van
de verzameling

Berekenen van afstanden is echter niet mogelijk
zonder additionele informatie: de afstand tussen
Montreal en Parijs lijkt even groot als die tussen
Bogota en Lagos

Metriek: extra structuur die nodig is om =
afstanden te bepalen

Three Map Projections Centered at 39 I and 96 W

Mercator Lamihert Conformal Conic

In de ART gebruiken we hiervoor de
metrische tensor

Un-Projected Latitude and Longitude
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Curve

Pad: reeks verbonden punten in ruimtetijd

Curve: geparametriseerd pad
De afbeelding van een interval in R! naar een pad in ruimtetijd

Er geldt Curve : {J‘” = _f'[(\]..rl —_l,‘(,\!..f‘? = l’Ffz\J..l'-‘ = k(A),a < X < b}
Als we de parameter vervangen door A= MN(X)

Krijgen we een nieuwe curve
{20 = f/\), 2t = g (M), 22 = (V)2 =K (V),d < N <)

Deze curve beschrijft hetzelfde pad in ruimtetijd
Er zijn dus oneindig veel curven die hetzelfde pad beschrijven

Als parameter wordt typisch de tijd op de klok van een meereizende
waarnemer gebruikt (de eigentijd t)

Scalairveld

We definiéren een scalairveld @ op elk punt van de variéteit
Neem aan dat deze functie overal gedifferentieerd kan worden

Denk aan de temperatuurverdeling van het aardoppervlak

We brengen een deel in kaart,
en op die kaart geldt ¢ = Iz, y)

Voor een andere kaart geldt bijvoorbeeld b = F(X.Y)

Het veld in elk punt in het overlapgebied verandert niet
Ergeldt f(x,y) = I[(X,Y)

In het algemeen geldt X = X(x,y) en Y =Y(ry)
En de inverse overgangsfuncties r=r(X.Y) en y=yX.Y)

Bestudeer het voorbeeld op bladzijde 69 van het dictaat
(zie http://www.nikhef.nl/~jo/quantum/gm/gw/dictaat.pdf )



http://www.nikhef.nl/~jo/quantum/qm/gw/dictaat.pdf

Vectorveld

Vectoren: bekend van begrippen als snelheid en versnelling

Kunnen worden opgeteld en met een getal worden vermenigvuldigd

Topologisch object: onafhankelijk van referentiesysteem

Vectorveld dient in de variéteit te liggen, dus niet erbuiten _*
Vectorveld: horizontale windsnelheid op aardoppervlak
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“Hairy ball” theorema

Vectorveld

De vectoren zijn gebonden aan hun plaats

We kunnen vectoren expanderen in een basis
We schrijven 7 ( a )
De vector V heeft componenten a en b in het referentiesysteem van
waarnemer O bijvoorbeeld het (x, y) systeem

We kunnen ook schrijven V= aéyo) + béyo)

Voor een andere waarnemer, O’, geldt dan V= Pex (01 + qeY (0r)




Vectorveld

Basis: elke complete set kan gebruikt worden
De vector verandert niet als we een andere basis kiezen ( (fj )v ( v )u'
Natuurlijke basis: gebruik richtingsafgeleiden o, = 9z, langs de codrdinaten
Tangentenruimte: raakruimte in punt P

Voorbeeld: Euclidische ruimte

Cartesische codrdinaten (z.y, =) met basis {7.],k}
Niet-cartesische codrdinaten (u,v,w)

Ergeldt z=a(u,v,w), y=ylw,v,w), z=z(u,vw),
Enook = a(u,v,w)i+y(u, v,w)j + z(u, v, w)lz

- . aF F oF
Natuurlijke basis &, = d)—] g, =L or
au

Vectorveld X uitdrukken als X = \“&, + \"¢, = A&,

Notatie ' (i = 1.2.3) in plaats van (u,v,w) . . 2
Y \E 4 AZE, 4 A% Vg — A
[F1 (i = 1.2.3) in plaats van €y, €y, Cuwt Ao Ao "{_L/ cT

Transformatie vectorcomponenten
Beschouw verplaatsingsvector A7 = (At Aw. Ay. Az)
Notatie AT o {Axr~}

In systeem O’ geldt A7 — {A.e-"’}
o>

3
Transformatiegedrag  [As" =" AGAT = A AP

i=0

Notatie: index boven voor vectorcomponent

Definitie: een vector is een verzameling getallen V — (VO VLV V) = (Ve
(de componenten in basis () die transformeren volgens(

Componenten in basis ' zijn dus V'

De componenten V' van een vector V' t.o.v. de natuurlijke basis {¢, }
worden de contravariante componenten genoemd

Een dergelijk object noemen we ook een ( é ) tensor




Transformatie van de basis

Er geldt

Ook geldt

Hiermee vinden we de transformatiewet voor basisvectoren
Dat is de relatie tussen {¢,} en {€,/}

We schrijven A VPa, = Ve, — VAN G, =Voa, — VoA ay =vea, — Vel e, —a,)=0

We vinden |¢&, = A"Bé:?g:

Notatie: index beneden voor basisvectoren

Basisvectoren transformeren tegengesteld aan vectorcomponten
Hier komt het woord “contravariant’ vandaan

Voor de inverse transformaties geldt Iégl =A%€n, en Vo= “@,Vﬁl

Deze notatie is van Jan Arnoldus Schouten
(een van de oprichters CWI in Amsterdam)
Verder nog  A” AT = 4"

Voorbeeld: poolcodrdinaten

Y4 .
r=rcosfeny=rsinf
y p e el concdinates,
thoush. 3 3
, 0 —{xy}
0" —{r,0}
\0
0 N e
r= /x> +y* en 0 = arctan £
2 =2 et ™) met e =0,1,2,.,0— 1
Ar = LAr + LAy = cosOAx +sinfAy, , '3
Lfcx — 1\-(}3 Lf,:.
A = —HAr+ ZAy = —Lsin Az + Leos Ay, '
o o

ar!’ o z ¥
i > a%=( 7 2
R

We hadden ook

- g -
Cor = N7 €5

,




Voorbeeld: poolcodrdinaten

Y4 ! < ¥ Iz - -y
A‘jj:( "y ;)—)s\,,,: -
Yy oz :
1N P o '
_fa b 1 | d —b
y A= ( c d ) -4 ad h.:'( —c o«
\0
> We hadden ook
o X 3 - =+
€ar =N €5 € =6 =1,6,= e, =]
. - . ar Ay . .
ér =N e+ A&y = —é + ._—JP.U = cos #e, + sin 0é,
’ or ar - '
. Ox_  dy. oL -
€y = —€p + —¢€, = —rsinfée, + rcosbe
o0 " o0 ' v
Vector \7 is onafhankelijk van coérdinatenstelsel \7 =V “é'a :V“'é'a,
Gradiént als 1- vorm
Beschouw wereldlijn van een waarnemer \T
. — H(t5) ‘
Beschouw een scalairveld o(F) = ¢(t.x.y.2) \\/

. - ) - 5 U’ di/dr
Parametriseer wereldlijn met de eigentijd ¢(r|),_\ = U dv/dr
Ergeldtdan [t = (7). = w(r).y = ylr).z = =(r)] /1 v dyldz

U: d=/dr
De viersnelheid is [/ — (i_ dr dy Q)
dr’ dr’ dr’ dr
Duidelijk een viervector (verplaatsingvector gedeeld
door een getal)
Ergeldt ook o (7) = @[t(7), x(7), y(7), 2(7)]
De verandering van het veld op de wereldlijn (dat is de
afgeleide) is do _dpdt  Opdv  Opdy  O¢d: D¢ b 00y 00 505
dr _ dtdr | drdr | Oydr  Ozdr Ot 0 Dy az o
Dit is de definitie van de gradient, de 1 — vorm met Notatie:

ot ox’ Oy Oz

T = T3 =1 — =
Oz OdaP Dz’ & Gl e

componenten dop — (Um 9% 9¢ ”") o do Oxt g o o
b




Algemene tensorvelden

De ( g ) tensor heeft 2 vectorargumenten
Voorbeeld: inproduct van 2 vectoren (metrische tensor)

Voorbeeld: product van twee 1 —vormen
Als p en g de 1—vormen zijn, danis ) & ¢ de gezochte ( g )tensor

—.

Met argumenten A en I3 levert dit het getal p(A) ¢(B)

Dit noemen we het tensorproduct
Tensorproduct is niet commutatief: P& § £ q @ P

De meest algemene ( 0 ) tensorf is geen eenvoudig tensorproduct

2
We kunnen het altijd schrijven als de som van dergelijke producten

Ergeldt fo3 = f(€,,C5)

De waarden zijn dan f(—T E) = f(A%e,, B-‘jag) = A‘“B"jf(f?a. €3) = flOBS‘fa‘g

In totaal heeft f dus 16 componenten

Tensorbasis

Kunnen we een basis vormen voor deze ( g ) tensor?

Kunnen we 16 verschillende ( g )tensoren definieren, zodat f = f, 50"
Dan dient te gelden [, = f(¢,,.¢,) = fos @7 (8. ))

Dan moet dus gelden &"7(¢),.¢;,) = 69,07,

We concluderen &% =& )t

af ~a o~
W

. 0
De tensoren & ¢ &* vormen de basis voor alle( 5 )tensoren
Ergeldtdus f = f,3 0" @ &’
0 . .
Een algemene ( 5 ) tensor is een som over eenvoudige tensorproduct tensoren

A . . . .
Een '\‘f ) tensor is een lineaire afbeelding van M 1 —vormen en N vectoren naar de

reéle getallen (zie het weer als een apparaat met M+N sleuven)

De tensor is een topologisch object, met componenten op de basis {"} en {c,, }




Metrische tensor

Tot nu toe is onze variéteit een amorfe verzameling van topologische objecten
Er is geen connectie tussen vectorruimte en zijn duale.
Ook is er geen inproduct gedefinieerd: er is geen meetkunde

De ( 9 ) tensor g (van gravitatie) gaat dienst doen als metriek van de variéteit

Dan verkrijgen we een Riemannse variéteit

Definitie | g( A
Metrische tensor is symmetrisch gﬂ(ﬁf Bi) = _g(Bﬁ.;ﬁ)ﬂ B o
en lineair in zijn argumenten g(aA + 3B.C) = ag(A.C) + Bg(B. C)

De definitie maakt geen gebruik van componenten van vectoren
De metriek is weer een topologisch object

In basis {#,,} zijn de componenten van de metriek g(€,,€3) = €, - €3 = gag

Metriek als afbeelding

Metriek is een afbeelding tussen 1 —vormen en vectoren

Beschouw metrische tensor g en vector V'

Dan s g(V". )en functie van vectoren: een afbeelding naar reéle getallen
We noemen het de 1 —vorm V/

CA=VOA, =V, A"

SV =@y - (VIES) = (Fa - E5)V = gasV iI

De relatie tussen vector en 1 —vorm s dus |V, = gmﬂ/-‘j in basis { ¢, }

We onderscheiden de componenten van de vector van die van de 1 — vorm enkel door de
positie van de index

De inverse van de metriek bestaat ook g(f_, = .t]au!]w = 5[13
Hiermee vinden we

Ve = . (]QS {/'3




SRT

= Lichtsnelheid is hetzelfde in elk inertiaalsysteem

Coordinaten van ruimtetijd A=t =1t aangeven met '
. . =z superscript
Cartesische coordinaten 9
=y ruimtetijd indices: grieks
3

ruimte indices: latijn

= SRT leeft in een speciale vier-dimensionale varieteit:
Minkowski ruimtetijd (Minkowski ruimte)

Coordinaten zijn
Elementen zijn gebeurtenissen, of ook events
Vectoren zijn altijd gebonden aan een event; viervector V* Abstract 1"

= Metriek in Minkowski ruimte 7,,,, als matrix *“1 [11 EJ )
Inproduct van twee vectoren (sommatieconventie) =10 0 1 0
A B =y, ALY = _AYBY Al L oA2R? L 4BpR a 0 0 1
Ruimtetijd interval ds? = Ny datdz” Vaak “de metriek’ genoemd
= —dt® +de? + dy? + d2? Signatuur: +2
. 2 _ 2
Proper time dr™ = —ds Gemeten met mee-reizende klok
A
= Ruimtetijd diagram ) ——
Punten zijn ruimtelijk, tijdachtig, of lichtachtig e (
gescheiden van de oorsprong il
Vector VV# met negatieve norm 17 - V7 < (0 is tijdachtig L
= Pad door ruimtetijd el
Pad wordt geparametriseerd als  z*(\) -
Pad wordt gekarakteriseerd door zijn raakvector d-:r“/d)\
als ruimteachtig, tijdachtig, or lichtachtig
Voor tijdachttige paden: gebruik proper time 7 als parameter
Bereken als I dr )
[z drt
T= [ V—ds?= j =1 —— —— d\
f \ g AN
Raakvector Ue = da# /dr Viersnelheid
Normalisatie N UHUY = —1
Impuls viervector p” =mU* Massa m
Energie is tijdcomponent PU
Deeltjes rustsysteem E = mc?
Bewegend system voor deeltje met drie-snelheid © = (la?/dt langs de x-as
P = (ym,vym,0,0) Kleine v p’ = m+ %an

p = mv




Kracht in SRT

We eisen covariantie in SRT: dat de natuurkundige wetten (e.g. Maxwellvergelijkingen)
dezelfde vorm hebben in alle inertiaalsystemen

Vierimpuls [PH] =
[P"] =

m[UH] = (y(v)me, y(v)mug, y(v)mu,, y(v)mo,)

(P°, P!, P2, P%) = (E/c.p)

3
Ergeldt P/ =N AV PV (p=0.1.2.3)

r=0

Vierkracht [F¥] = [

E'(v') /e ~(V)

P(v") (V) /e
- 11’”{!") a 0

pLv') 0

d‘r’”] - (1(|£ dp, dp, nlp;)

dr cdr’ drdrdr

0 l('ll'? - "fr)£

P

Kracht drievector f

Transformeert als

dr ¢ dt
dpPH

— (] = {I—} = (2F vrterfont) = (2Fv.07)

FO = 5 (V)(FO = VEJe),
FY = (VY FY = VEe),
F? =2
A o

—4(V)V/e 0 0 E() /e
(V) 00 pe(v)
0 10 pylv)
0 01 p=lv)

Merk op: ven V

Elektrodynamica
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Behoud van lading in SRT

ap a9l 9l

Continuiteitsvergelijking — + — + —2+ — =0 3
geling ot o Ay =z i oI
=0 i
Vierstroomdichtheid [JH] = (JU TV T2 T8 = (ep, T, Ty, J2)
. dp .

9 - Th=0— = +V:j=0
Coulombkracht f = ﬁd

e J=q€(r)
Elektrischveld € = f/q

. pod =
Magnetische kracht f = qv x 5
2T¢

Magnetisch veld ) f=qvxBr)

Combineren levert de Lorentzkracht f = ¢(€ +v X B)

In componenten
fo=ql& +v,B. —v.B,) f g, e 0 B. B, “
. - Vg
fy=ql& +v.B, —v.B.) ) (/) =4 ’5;'1«"," -B. 0 B, ,
fo=qlé. +v. By —v,B,) £ czle ’

We willen dit nu in manifest covariante vorm schrijven

Lorentzkracht in SRT

£ E/c 0 B =B\ (!
We hadden ful=ql&/c =B 0 B, ’
f: Efe B, —-B, 0 Y

'”..
Introduceer elektromagnetisch [ N 0 =& fe =&jc —E&fc
2 k ]
tensor, of veld tensor, of ook wel | — FIOFILFR R e /e 00 =B, B,
e T i &,/c  B. 0 -B,
Faraday tensor genaamd Fi0 p31L pa2  pas s je B, B, 0
3
Ergeldt P — 3 Ar, A%, F
a,3=0 oy
9 :J L‘,—_j.‘(
Ook geldt Frg = Z v Fr - Fr.\-_i - Z Mo Fr'y = _'1:;)'
=0 =0 0
3
Beschouw 1 = ¢ % "Fr1],
=0
(v(v)/e)f v 0 =&jc =&fc =E.fe o
— y(v) fe —, Exfe 0 B. B, Y(v)ve
vy | T &/e B 0 =B || (o),
() f- /e B, B, 0 —v(v)v.

Eerste rij levert de arbeid die verricht wordt door de Lorentzkracht f-v = g€ - v

12



Elektrodynamica

- IE B
Maxwellvergelijkingen Vv x B — '7 = 4nj, VxE+ '7 -0,
C [é
V-E =dmp, V-B=1.

0 E* EY E?

*E" 0 B: 7Bu‘
v _
Faraday tensor F By _p g B
—E* BY —B* 0

(E". Ev. E} _ (F“l_ F‘[]BI FI)?&)

Er geldt E =
B = (B".B"‘.Bs} — (}‘QTEIP‘T!l.f‘lQ)

Stroom viervector J = (p, 5%, j¥, 57)

Maxwellvergelijkingen e, = Amgt
1‘}1,; AT I';/,\.;r hn 1",\1ut = 0. F;w = i;'pn}h/ﬁpﬂ ’
L . dp X
Continuiteitsvergelijking Jh =0 B +V-j=0
Volgt uit dmJ, = Fiv, = F" = —FM s PR =0 gk =0
Elektrodynamica

Lorentztransformaties [ = A" AY, P/

We vinden E; = E* onveranderd, terwijl E; =+(E+ v x B)

Vierkracht K" = qF"U, =qv(E-v,E+ v x B)
Nul-component: arbeid verricht door deze kracht per tijdseenheid

Ruimtelijke-componenten: Lorentzkracht

Schrijf J = 4U

- 1 1
Dan geldt K* = —-T"" met T" = - (F""F’f\ - ?,nf”’F,,{F’”)

[

Energie-impulstensor van elektromagnetisch veld
Energie-impulstensor is symmetrisch

Energiedichtheid 7% = L (E? +B?)

ST
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