massaverdeling = gravitatieveld

Gravitatiewet: . [m]=kg
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Coordinaatsystemen




Volume integraal:
bol coordinaten
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Voorbeeld: bol inhoud
P

Om de bol inhoud te bepalen integreer
je de functie "1" over het bol volume:

Integratie domein:

r: [O,R]
0: [O,x]
y . [0,27]
Inteqgraal:
Rz2rx
[1dV = 117 r2sin adpdodr
bol 000

= 17r2sin olp [P Hadr = 271 r2(-cosa["
_Ocy)r sin 0o, r =2z r\-cos |, ar

= ?(r?’@j = 4; R’



Wet van Gauss

auf

to'
[~
v
@
‘O‘EF

\ L
“w
i
Y
I-“

1855 Carl.

o

4
=
"' -
=
F 5
- - j

777

De gravitatieflux
De wet van Gauss
Voorbeeld



Flux F9

Waterkraan:

Pl QT

[do water[l/s]

oppervlak O

Verband tussen:

- open/dicht van de kraan
- “flux" door opperviak O

— dOzendO

— ~ A
= Z(g,do)=¢r
F,= [dog
opperviak O
= [doé .g=0g
opperviak O

——  Z£(§,d0)=90’

-~ [F,=  ]d6-G=0
g ’ opper{/lakO
Z(g,d6)=9
9 F = deé g
oppervlak O
= =0g cos




Gevolg wet van gravitatiewet

Massa M in middelpunt bol
Flux F, door boloppervlak wordt:

_ - .—GM =
ng§ .do:if > do (g//do)
bol bol R
727 _GM 2 .
=[ | — R"sin@dpdd (rbp)
00 R
T 2r
=—GM | [sin 8dOdp=—CM dz=—472GM
0 0
De essentie: F, =-4nGM geldt voor ieder omsluitend oppervlak;
- g oc 1/r2 niet alleen voor bol met M in middelpunt!

- boloppervlak o r?



Wet van
Gauss:

Massa M omsloten door
een boloppervlak

Massa M omsloten door
willekeurig oppervlak

Massa m buiten een
willekeurig oppervlak

FgE §gd6=—4ﬂG ZM,
opperviak O in \/
>Fg =—47GM
F,=0




V.b. Gauss: bolvolume

_ 4nGpr
|g| r<R: g=— ﬂc;p
- symmetrie: g L bol, g(r) . SR g.__47szR3f
>R: 3,2
R !
1% [’-’qu: F,=47r%g
9
— Wet van Gauss:
d r<R: 47Z'I’2gE—47ZG§7Z'I’3p<:>g:_47Z(§pr
Fg=47zG M = ;
9 Bol omslotn | 15 R; 47Z'I’2gz—47zG;17rR3p<:>g:—4ﬂ(§'zR
"




Stelling van Gauss
(wiskunde)

De divergentie

De stelling van Gauss
Voorbeeld



Divergentie: [v.g=29:,%%:.,%.

§g-do=—4xG |[pdv

Beschouw lokaal de uitdrukking (Gauss):

oppervlak volume
J glx+dx,y,z)
% §g-do =—dxdy( g,(xy,z+dz)-g,(x,y,2))+
dy ||~ Y opperviakie
9(x.y.2) —dzdx (g ,(Gy+dy,2)-g y(x,y,z)j +
T ~dydz (g,(x+dxy.2)-g,(xy.2)
29,99y 09,
Compactere notatie via Z—dXdde[ PW T 8yy+ 8% }
“divergentie”:
AnG  [pdv=4zG dxdydz p(X,Y,2)
ﬁ.gzagx+agy+agz vqu!netje
oXx oy oz
Bus: {§-d6=—42G [p()dv < V- §(F)=-42Gp(F)
oppervlakje volumetje




De link: wiskunde & natuurkunde

M.b.v. gravitatiewet gevonden:

Wet van Gauss:

Fy

g-do=—4zG [pdv
J

opperviak O

volume

M.b.v. Stelling van Gauss kan je “integrale” verband tussen g-
veld en massaverdeling omzetten in "differentiaal verband:

[V-Gdv= j§-d6=—-42G [pdv = V-G=-42Gp

volume gppervlak

4 volume

)

Wiskunde: (
Gauss

Natuurkunde:
gravitatie/Gauss

gf%



gravitatiepotentiaal

Gravitatiewet: ¢ [MI=Ag F=mg,=—Gy
r i-1 I,

i =—mVad(r)

:O\P I;

= [p]zkg/m3 Q’PE—G IdV[)Zf:_V(D(F)
) N . P volume I

g(r)=-Va(r)
[V-Gdv= j§-d6=—-42G [pdv = V-G=—47Gp

volume opperviak volume

-V-G(F)=V-VO(I) = V2D(F) = 472G p(F)|




Volume integraal:
cilindercoordinaten

av=(dz) (rde) dr
=r dzdrd ¢
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Voorbeeld: cilinder inhoud

A

Z

Om de cilinder inhoud te bepalen integreer
je de functie "1" over het cilinder volume:

z=+h/2 | - -
Integratie domein:
Z: [-h/2,+h/2]
r: [O,R]
®: [0,2r]
y Integraal:
+h/2 27 R
[1dV — [ | jrdrdedz
cilinder —h/2 0 0
= d pdz
z=—h/2 |- - h/2 0 2 |O (D

— | 7 'R2%dedz = h
R —hlzo2 paz 7R’

r=0 r




V.b.: hoeveel m* H,O ongeveer op aarde?

Straal aarde: =~ 6.400x10° m
Gemiddelde H,O laag: ~ 103 m

= integratie domein:

r: [Ri=6.399x10¢ m, Ro=6.400x106 m]
0: [O,r]
®: [0,2r]
Ro 7 2r .
J1dV — [ [ [ r?sin &dedadr
bolschil R 00
= RIO ji2 'nH( 2”)d@dr =2 RIO 2( Qﬂ)dr
= ! (j)r Si go|o =2z 1 r*{-cos |0
A A
= (PR) =75 [Ro*-Ri¥ > 5.15x10"m’

Natuurlijk zelfde als volume van een 103 m dikke bolschil bij r= 6.400x106 m:
H,0 ~ 47(6.400x10°)? x103 ~ 5.15x10!” m3
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