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Klein — Gordon vergelifking

Beschrijving van deeltjes in klassieke quantummechanica
Schrodingervergelijking: klassieke quantummechanica

Relativistische quantummechanica
Klein — Gordon vergelijking: spin O
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Diracvergelifking

Relativistische quantummechanica
Dirac vergelijking: spin ¥2

Factoriseer p*p, — m?c? =0 ‘l\ (deeltje in rust: (P°)* — m?c? = (p* + mc)(p® — mc) — 0

(P’ —mc)=0 of (P +me)=0 II-

Als deeltje beweegt probeer pPp, — m?c? = O‘

(p*p, — m’c?) = (B*p, + M)y pr — mc)

Kies 8 =Y om
kruistermen te vermijden
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dan kruistermen!
Probeer matrices ...



Diracvergelifking

Zoek matrices waarvoor geldt ~ (v°? =1, (v") =@®?? = ¥?})? = -1,

yiy' + y'y* = 0, foru # v

Compact geschreven met anticommutator
= py
‘ ') =28 I\ (A, B}EAB+BAHI

Bjorken en Drell conventie . 1. 0 ¢
voor de gamma matrices LA (0 _y 5 0

=(0 1) _(0 —z’) _(1 0)
A\ o) TN o) o -
4 x 4 matrixvergelijking factoriseert

(p*p, — m*c?) = (v'p. + me)y'py — me) =0 ||% |
spinor ¥y
Y. Y2

Dirac spinoren zijn p,—1ihd, V= Vs

geen viervectoren ||- ‘ ihy*d. 4 — mcy =0 I\ Va




Oplossingen van DV: p =0

Eenvoudige oplossing: v hangt niet van & oy _ 0
de plaats af = impuls gelijk aan nul dx dy o0z

‘ ihy*oy — mcy =0 !\ II‘ I? ~° ?;f —mecy =0
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Spinor ¢ = :Z met upper ¥4 = (xbl)
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en lower componenten ¥g = v
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Va

Dus % = —f(m—cz)%, _ s _ —l'("miz)%

Met als oplossingen ,(£) = e~ ™My (0),  Ya(f) = et MmN (0)
——

)
‘ Antideeltje: deeltje met

) o energie E = -mc??
Verwachte tijdafhankelijkheid voor

deeltje met energie E = mc?



Oplossingen van DV: p =0

De oplossingen y, en yg zijn bispinoren en
kunnen dus een deeltje met spin %2 beschrijven

(1) — ,—imc2/h) (2) — —imc2/h)
¥ e Y e

¢(4) — e-ri(rnc?/h):

IIb(.’.'i) — e—|—i(mc 2/h)e

= OO0 OO QO —
—_—_o OO0 O 0O — 0O

Respectievelijk een elektron met spin up en spin down, en
een positron met spin up en spin down.

Merk op: we mogen geen toestanden weglaten in verband
met compleetheid van toestanden!



Dirac zee

De Dirac vergelijking heeft negatieve energie oplossingen. In
tegenstelling tot de Klein Gordon vergelijking hebben deze positieve
waarschijnlijikheidsdichtheden. Hoe dienen we deze negatieve energie
oplossingen te interpreteren? Waarom vallen niet alle elektronen met
positieve energie naar de negatieve energietoestanden?

e et =Yy

b

Diracs interpretatie (1930): het vacuum correspondeert met alle
negatieve energietoestanden. Deze toestanden zijn gevuld en het Pauli
principe verbiedt verval van elektronen naar deze bezette toestanden.
Gaten in de negatieve energietoestanden corresponderen met positieve
energie antideeltjes met tegengestelde lading.



Ontdekking van het positron

Kosmisch deeltje in een nevelkamer:

“ -
: KB C.D.Anderson, Phys Rev 43 (1933) 491
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Elektron van beneden vertraagt in de
loden plaat (we weten dus de richting)  Cepur 1T CaMTaraty Teatreure or Lo T s e vt

Commercial use or modification of this material is prohibited.

Kromming in B-veld geeft aan dat het

een positief deeltje betreft. Experimentele bevestiging van de
voorspelling van antimaterie door de
Dit kan geen proton zijn, want Dirac vergelijking. Antideeltjes

protonen worden gestopt in het lood. oplossingen zijn een realiteit!



Orientation entanglement relation

Stel een object voor dat
met zijn omgeving
verbonden is met
elastische draden. Een
rotatie over 720° leidt niet
tot entanglement.

Spinmatrix
R =cos(8/2)-i(fi-5)sin(0/2)

720°

MTW



Diracvergelifking in impulsruimte

We zoeken vlakke-golf oplossingen van de vorm yAr, ¢) = ge /" & "y E, p)

\ - 7
v

Identificeer p = (E/c, p)li\met energie en impuls |¢(x) = qe” VR Py p) !I

Normering — a

i .
Ergeldt 9,y = — 7 D ae MxtPuy

Invullen in Diracvergelijking levert

‘ ihy*dy — mcy =0 !\ "-

v'p,ae WPy — mcqem WM Py = ()

Diracvergelijking in impulsruimte
‘ (v*p, — moyu =0 !I

Als u hieraan voldoet, dan voldoet y aan de Diracvergelijking




Diracvergelifking in impulsruimte

Diracvergelijking in impulsruimte
‘ (Y*p. —mcyu =0 II
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(ﬂy“p#—mc)u= ( ¢ E )( ): ¢
' - - E
pro ( ¢ mc) Uz Prouy — (—+mc)ug
c
. .
I = e s = s (Pl

Invullen levert Uy =



Diracvergelifking in impulsruimte

2

C
We hebben Uy = 2 et (p-o)u,
0 1 0 —i 1 0
Er geldt 0 =p, + ( )+ 2( )
J p"p(lo) P\ o) TP\
_ ( D (px T Ipy))
(px t+ ip) —pD.

T T, (1 o) = ( P2+ (o — i) px + D)) pAPx— ipy) — pApx — ipy)) _

pADx + ip)) — pApc +ipy)  (Dx + ip)Xpx — ipy) + P2

p262
- w- o ) | E? - mict = pic?

Om te voldoen aan de Diracvergelijking moeten
E en p voldoen aan energie en impulsbehoud

E = £Vm?c* + p*c? |



Viakke-golf oplossingen Diracvergelifking

We hebben Uy =

(p i o)uBr Up =

E — mc?

Construeer onafhankelijke oplossingen

C

. B /1 o _ C P: )
(1) Pick uy = \0) y MR T e 0)(0) E + mc? (px + ip,
_ _ {0 B 0y ¢ Dx — ’py)
(2) Picku, = \1)’ then “E T T e ® 0)(1)_E+m62( —D:
3) Pickup= (" then 1y = ——— ( )(l)= : ( pz )
() P uB_(O)’ M —me? P No) T E=me? bxtipy
. B 0 B C 0 _ c px_ipy)
(4) Picku, = (1) ’ then u, = E — mc? (p.a)(l) " E— mc? ( —P:

Oplossing u, correspondeert met deeltjes en ug met antideeltjes

) = ul = (a*ﬁ**y*é*)

o= W R

Normering van de spinoren Wy = 2|E’[fc ”\ met u _(

i = ol + B2+ P+ i




Viakke-golf oplossingen Diracvergelifking

We vinden ! 0
0 1
A0 =N @) oy =N BT ipy)
E + mc? E + mc?
c(px + ipy) c(—p-)

E + mc? E = Vm?c* + p2¢:’2|

Normering N = V(E| + mc?)/c ”\



time

Deeltje <> antideellje

_e /(+E,+p)

absorptie
-P
A(systeem)=<—E
+e
+e emissie
(_El_p)
Er geldt o 1Bt _ o -I(-E)-1)
Voor een systeem is er geen verschil tussen:
Emissie: e~ met p* =(+E,+p)
Absorptie: et met p* =(-E, —p) /

We herinterpreteren de negatieve energie
oplossingen als antideeltjes die terug in de
tijd bewegen (p* — -p#)




Viakke-golf oplossingen Diracvergelifking

Feynman-Stluckelberg interpretatie: ook antideeltjes

hebben positieve energie Ur, 1) = ae/"EP Dy E —p) ‘
C(pz) C(p.x _ Ip}’)
E — mc? E — mc?
c(Dx + ipy) c(=p:)
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1 0
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c(_pz)
(1) = 18— —n) =
VIXE, p) = uw(—E —p)=N| T, 7
0
» . 1
met positieve energie |
E = VmZc* + pic? _c(p2)
= mc pc E + mc?
c(px + ipy)
2) = —8_F —p) = — _
u's voldoen aan (y*p. — mou =0 ‘% VHE, p) = —u(CE, mp) = N T ]
v'saan (v p, + mc)v = 0 ”\




Spintoestanden

: : h c O
Spin matrices S = — Z, S = (
2 0 o

)

In het algemeen zijn de spinoren u,, u,,v, en v, geen eigentoestanden van S,

] 0 0 FIp|
0 1 ¥|7| o
up=N| =p| |3 u2=~N 0 s vi=N E6m o va =N 1
Eam =|7| 1 0
E+m

zijn eigentoestanden van S,




Storingsrekening

e_ A
1¢ orde:
=4
-
Paar annihilatie
e/ / e
Paar creatie
2¢ orde:
Intermediair e ete-
.. e e
Intermediair e-

Vanwege de antideeltjes wordt het vacuum een complex systeem:
e*e paren kunnen ontstaan uit het vacuum of erin opgaan.




