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Axiomas van de quantummechanica

Toestand van een systeem wordt door toestandsfunctie *'qj") voorgesteld

ledere fysische grootheid correspondeert met een hermitische operator

Een toestand van een systeem, waarin een fysische grootheid A een
nauwkeurig bepaalde (zogenaamde scherpe) waarde heeft, moet door een
eigenfunctie van de corresponderende operator beschreven worden.

De waarde van de grootheid A in deze toestand is de bijbehorende
eigenwaarde a. Er geldt Ay = ay

Als de fysische grootheid A, gekenmerkt door de operator A, voor een
systeem dat beschreven wordt door de toestandsfunctie geen scherp
bepaalde waarde heeft, dan kan men toch een verwachtingswaarde

aangeven, namelijk
<A >=<Y|AY >= /*’Q’J*(x, t)YAY(x,t)dr

Indien de metingen aan het systeem in dezelfde toestand meerdere malen
worden uitgevoerd, dan vindt men voor de gemiddelde waarde van A precies
de waarde < A >.



Axiomas van de quantummechanica

Wanneer is het resultaat van een meting uniek?

— Beschouw spreiding (AA)2 _ /W(A— < A >)(A— < A >)f§/)d1‘
- / [(A— < A" [(A— < A >)]dr
— /|(A— < A >)ydr.

— Uniek resultaat betekent AA =0

I A= ar) met < A>=q

— Als het systeem zich in een eigentoestand bevindt, dan levert een meting als uniek resultaat
de eigenwaarde a die hoort bij deze eigentoestand
Fysische operator heeft een spectrum van eigenwaarden A1), = a, ¥,
— Resultaat van metingen zijn de eigenwaarden a,
— Na de meting wordt de toestand beschreven door eigenfunctie ”([)n

I, m=n

— De eigenfuncties zijn compleet < U1y, >= /z/)i‘n'wndr = Opn = { 0, m#n

— Voor een willekeurige toestand geldt
’L/f — E Cn ’L/) n



Operatoren van positie en impuls

e OQOperatoren kunnen niet algemeen afgeleid worden

— Analogie met klassieke mechanica van Hamilton en Lagrange

e Operator x voor positie x X1 = 11
h 0O
e Operator p, voor impulscomponent p, pPxY = ;%z/)

— Toestanden met scherpe impuls

h O i =
Px) = == = Dot II- Y = Pgerts
i Ox
, 27
— Reéle deel is een harmonische golf 1)y cOS %aﬁ = 1 COS T:C r
— Golflengte zoals vereist door de Broglie A = % w o d)[)e
— Definieer golfgetal k = % -

e Toestand met scherp bepaalde positie, bijvoorbeeldx=a  x1) = 29 = av
— Oplossing noemen een delta functie

oo +o0
e Als9(x) geen delta-functie <z >=<v|x[v >:/ W (2)z(x)dz :/ w02 (2)dz
— Waarschijnlijkheidsverdeling 1o - —00
<x >= / v P(x)dx



Onzekerheidsrelaties

Beschouw golffunctie

— Superpositie van golven pm+‘&§$ iap
—  Golfpakketje van een deeltie () X / e r dp >
. . Apg ' p
— Gemiddelde impuls p, Pz——5— Px
Er geldt
h icpe iTApg _izApg 2h ) iEApag 1TPx
w(ﬂf)z.—e ho\€ 2 —e 2k = — sin e h
i X 2h

Voor de breedte geldt ;
Az=m, endus |Az= ]

Ap,

— Onzekerheidsrelatie van Heisenberg

Onzekerheid zit ingebouwd in het formalisme




Commutatierelaties

e Laat operatoren voor positie en impuls werken op een functie f

hD (0
pox = (o) = £+ 050

1 Ox
— enverwissel de volgorde ...
h O h Of
X = r——] = —0r—
Px | 1 Ox 1 Ox
e Het verschil bedraagt 2

— Dit geldt voor elke functie f

h
e We vinden de operatorvergelijking Px,X| = pxX — Xpx = 7

— Hetis principieel onmogelijk om geconjugeerde variabelen tegelijkertijd scherp te bepalen

— Dit geldt ook voor de andere component, voor energie en tijd, voor impulsmoment
componenten onderling, etc. [E, t] — Et —tE = iR

— Voor verdieping zie sectie 3.2.6



Schrodingervergelijking

h(o o0 0 h
Impulsoperator P== 92’ Dy 92 :EV

— Vectoroperator die een gradiént neemt Erwin Schrédinger

Operator voor kinetische energie 1933
2 52 82 82 32 hQ
T=_—=- +— — LA
2m 2m

— Laplace-operator A =V -V
Operator voor potentiéle energie U(r)

2
Hamiltoniaan H =T + V = —25—A + U(r)
m
. L 0
Operator voor totale energie E = Zﬁa
. h? e,
Operatorvergeliking H=T+V = —-—A+U(r) =E = ih—
2m ot

2
Schrodingervergelijking [z’h(fiw(r,t) = Hy = —f—A@b(r, t) + U(r)gb(r,t)]
m




Energieoperator

0
Energieoperator & = Zﬁa

0 Bt
Figenfuncties By = ifi 1) = Y . = toe n
— Harmonische functies met hoekfrequentie (W = %

— Materie- en lichtgolven met frequentie v hebben energie E = hv

Toestandsfunctie met scherpe energie 1)(r,t) = ¢(r) - e ™!
— Correspondeert met een harmonische trilling op ieder punt in de ruimte
— Het is een staande golf!
— Om de golf te karakteriseren, dienen we de ruimtelijke verdeling van de amplitude te weten

Tijdonafhankelijke Schrodingervergelijking

@'ﬁgw(r t) =Hy = —ﬁ—gA’z/)(r t)+ U(r)y(r,t)
ot 2m ’ ’

- oswel - [}#Acb(r) FU@)o(r) = Ecb(r)]




Waterstofatoom

2
e Schradingervergelijking —Qh—mAqﬁ(r) + U(r)op(r) = Eo(r)

— Tijdonafhankelijk (r,t) = ¢(r) - et ./ F = reimbesd
h2 92 i y = rsinfsing,
— Coulombpotentiaal |—— A — — ) = Ev(F | o
p { o 471'6[)7"] w() lb( ) i z = rcosb.

— Sferische coordinaten

— Operator Ay = V2 = %83 (TQ@) +

or
. 1o 0 10 3, 1 02
[ ] o o ‘127 97 - [y —
Dlt geeft 2 { -2 Oy (T é)-r) * r2sin 6 06 ( sin d@) r2 sin? QUO‘] wir)

19 (. 00 1 8%
r2sinf 00

— Oplossen via scheiden van variabelen
W(r.0.0) = x(r)g(0)h(o) = xi(r)Y;" (0, 0)

3 l
‘ 2 (n' — 1 - 1)' —r/na 2r 20+1 27 m
Dndm = — | —5¢ — ) Lo Y, (H,
|I ' [ tnl \/(na> 2n[(n + Z)!}3€ na nl=1\ pg ) ! (6,9)

— Dit bevat Laguerre polynomen en sferisch harmonische functies

—  Quantumgetallenn, len m



Waterstofatoom

2
Energieniveaus —Qﬁ—mAgS(r) + U(r)op(r) = Eo(r)

2
II» Bye— |2 (Y L D spevh om0,
2h2 \ 47ep n? ’ n?’ P
2 4

Overige effecten:
— Relativistische correctie -9,045 x 10%eV T = Qp— = p3 >
m  &mic

— Spin-baan koppeling — fijnstructuur Zn3 x 104 eV +
— Spin-spin koppeling — hyperfijnstructuur 21 cm lijn

— Darwin term 2nE ?/m_c?, Lamb-verschuiving 1 GHz

~
1 T - - YYye 5
= | YYYvo H
| |
J

Hydrogen

Helium

Neon

YyYv oy L1 ] ! 1 1 a

650 600 550 500 450 400 350
Wavelength (nm)



Harmonische oscillator

e Systeem wordt verplaatst uit evenwicht 42
X

— Toenemende tegenwerkende kracht F=ma= mF = —kx
t

— Harmonische oscillaties rond evenwichtspunt X(t) = ACOS(a)t +g0)

/k 27
e Frequency @ = — =271V
‘m T

— Potentiéle energie V (X) = % kx?

N )




Quantum harmonische oscillator

A2
: . A 1 .
e Hamiltoniaan H =-— +=ma?&? coz,/%:k:ma)z V(X)=%kx2

e Schrédingervergelijking H|y)=E|y)

1 (me)* - m
— Golffuncties %(X)=\/; Z)j e Hn[w/%)xj, n=012,..
"ntI\ 7

o 1 A B
— Energieén E.=ho| n+—
2 e — o
Parity
\ J: “w(j_\L v _/C\ °
N[ n=3 Ho(X) =1
+ Hl(X)=2X E F
\/ o n=2 H,(x) =4x* -2
- H,(x) =8x° ~12 —AJ&— ~J Uf\
n=1 H,(x) =16x* —48x° +12
f H. (x) = 32x° —160x° +120x G 2
Potentia . : =0 H, (x) = 64X° — 480x* + 720x2 —120 . JAN

0 0 H,(X) =128x" —1344x° +3360x° —1680X N/




Huiswerk: opgave 3.5.1

Opgave 5: Harmonische oscillator

De golffunctie W(x, t) voor de laagste energietoestand van een eenvoudige harmonische oscillator,
bestaande uit een deeltje met massa m waarop een lineaire herstelkracht met krachtconstante

_(Tm 2 (i/2)x/C it . .
C' werkt, kan worden geschreven als W(x,t) = Ae~(VO/2M27=(1/2)/C/mt = waarhii de reéele
constante A elke waarde kan aannemen.

1. Verifieer dat deze uitdrukking een oplossing is van de schrodingervergelijking voor de be-
treffende potentiaal (V(x,t) = V(x) = Ca?/2).

Oplossing: We onderzoeken of de vergelijking een oplossing is, door hem in te vullen in de
Schrodingervergelijking en te controleren of hij hieraan voldoet. De Schrodingervergelijking

luidt e 02@( : V(2. 0)
OV (x, t O (. ¢

= " )W (2, 1) = ih—

[ ST + V(z,t)W(x,t) =ih Y ]

Allereerst bepalen we de relevante partiele atgeleiden.

oW (x,1) vVCm

(15)

‘1’ 9 t b
- - 7 —_ N @ o 1’: ‘y b t 3

ot 2V m



Huiswerk: opgave 3.5.2

Invullen in de Schrédingervergelijking levert

2 Cm h2 Cma? C'a?

i | C
U(x,t) — U(z,t) + —V(x,t) = —th—\/ —V(x.1). 17
+2m h (z,%) 2m  h? (x,1) + 2 (%) "5V m (z,7) (17)
We kunnen nu overal W(z,t) wegstrepen. We vinden dan
h Ca? Ca®> h |C
—VvCm — = —\/— 18
+Qm " 2 * 2 2V m (18)

en het is duidelijk dat de vergelijking inderdaad een oplossing van de Schrédingervergelij-
king is.



Huiswerk: opgave 3.5.2

Invullen in de Schrédingervergelijking levert

h? VCm h? Cma? Ca? i [ C
U(x,t)— U(x,t)+ —W(x.t) = —ith—y\/ —V(x,1). 17
+2m h (z,%) 2m  h? (x,1) + 2 (%) "5\ m (z,7) (17)
We kunnen nu overal W(z,t) wegstrepen. We vinden dan
h Cax? C2° h |C
+Vom - = 2 S (18)
2m 2 2 2V m

en het is duidelijk dat de vergelijking inderdaad een oplossing van de Schrédingervergelij-
king is.
. Bewijs dat W(x,t)*W(x,t) reéel is, en enkel positief of nul kan zijn.

Oplossing: Hiertoe schrijven we de golffunctie als
Wz, t)=alx,t) +ib(x,t), (19)

met a(x,t) het reéle deel en b(x, t) het imaginaire deel van de golffunctie. Voor de complex
geconjugeerde golffunctie geldt dan

U*(x,t) = alx,t) —ib(x,t), (20)
Het product W(x,t)*W(x,t) kan geschreven worden als

W(x, )" W(x.t) = (a(x,t) —ib(x, 1) (a(z,t) +ib(z,t) = a®(x,t) + b*(x,t) > 0. (21)



Huiswerk: opgave 3.5.3

. Bereken de waarschijnlijkheidsdichtheid voor de eenvoudige harmonische oscillator in de
laagste energietoestand met behulp van de gegeven golffunctie.

Oplossing: De waarschijnlijkheidsdichtheid wordt gegeven door de uitdrukking W (xz,t)*W(x, t)
en indien we de gegeven golffunctie gebruiken, vinden we

W, 1) W (2, 1) = (Ae (VCm /2h) 2> /2)\/(“/?711) ( —(v/Cm /2h) a2 (i/?)\/C/mt) . (22)

De complexe exponenten (het fasedeel) vallen weg en we houden over

vOm

U(x, t) " W(x,t) = A% met  a= (23)

A

klassiek toegestaan gebied



4. Evalueer de voorspellingen van de klassieke fysica voor de waarschijnlijkheidsdichtheid van
een eenvoudige harmonische oscillator in de opgave en vergelijk het resultaat met dat

gevonden in de vorige deelopgave.

Oplossing: In de klassieke fysica hebben we te maken met een deeltje, dat zich als het ware
in een paraboolvormige kom bevindt. Klassiek komt de laagste energietoestand overeen
met de situatie dat het deeltje zich in rust op positie ¥ = 0 bevindt. Uiteraard is dat
in strijd met de onzekerheidsrelatie en vinden we in de quantummechanica derhalve een
nulpuntsenergie. We zullen in het volgende de situatie met klassieke fysica beschrijven.

Het klassicke deeltje is onderhevig aan cen kracht die evenredig is met de verplaatsing van
de evenwichttoestand en gericht is naar » = 0. De oscillator heeft een potentiéle energie,

Vir)= o=, (24)

zodat het deeltje een kracht
= =-Cux (25)

ervaart, met C' de zogenaamde veerconstante. Door gebruik te maken van de tweede wet
van Newton, vinden we de differentiaalvergelijking

d?x

P —Cr. (26)

m

Deze vergelijking heeft als oplossing (controleer dat maar door invullen)

[:r(t) — Acos (wol + @).] (27)

waarbij A de amplitude, ¢ de fasehoek en wy = 1/% de hoekfrequentie zijn. We kunnen
de snelheid van het klassieke deeltje vinden door de afgeleide te nemen en dat levert
dx

v(t) = - = —woA sin (wot + ¢). (28)



De uitdrukkingen voor = en v komen voor in de formule voor de totale energie en produceren
een bewegingconstante.

| 1
E = K+V = 5-?71.-1.?2 + 5(.7:1“.2
m | C |
= SuwpA?sin? (wot +0) + o A% cos” (wot + 0)
C
= A% (29)

Dit resultaat kan geherschikt worden, zodat we v als functie van x krijgen,

_ 2 C o\ _ . /€ a0 o _ 1
v = \/m (E — 536 ) = \/; (A — T ) PklaSSlek(QC)diC — R
Het is duidelijk dat 2> niet groter kan zijn dan A%, anders kan v niet de fysische snelheid
van het klassieke deeltje voorstellen.
v Pklassiek
(a) ) (b)
\ / E
| L, %
; i 2 -A A X
zrzAa Yoz

Verboden Toegestaan Verboden



De uitdrukkingen voor = en v komen voor in de formule voor de totale energie en produceren
een bewegingconstante.

| 1
E = K+V = 5-?71.-1.?2 + 5(.7:1“.2
m | C |
= SuwpA?sin? (wot +0) + o A% cos” (wot + 0)
C
= A% (29)

Dit resultaat kan geherschikt worden, zodat we v als functie van x krijgen,

1

Pklassiek (%) dr =

2 C . C .
‘ \/m ( 2 ! ) -m( * )

T A2 — 22

Het is duidelijk dat 2> niet groter kan zijn dan A%, anders kan v niet de fysische snelheid
van het klassieke deeltje voorstellen.
P klassiek
(b)
(a)




De uitdrukkingen voor = en v komen voor in de formule voor de totale energie en produceren
een bewegingconstante.

1 5 1
E = K+V = 5-?71.-112 + 50:1“.2
= T—;w&q? sin? (wot + &) + 5&12 cos? (wot + &)
C
= 5442- (29)

Dit resultaat kan geherschikt worden, zodat we v als functie van x krijgen,

R C o\ /C (g2 2 : _ 1
v = \/m (E — 536 ) = \/E (A — T ) PklaSSlek(QC)diC — R
Het is duidelijk dat 2> niet groter kan zijn dan A%, anders kan v niet de fysische snelheid
van het klassieke deeltje voorstellen.
Pklassiek
(b) n (b)
ﬂ ¥10%10 n
\ .
-A A X

klassiek toegestaan gebied



5. Normeer de golffunctie door de waarde van de willekeurige constante A te bepalen, zodanig
dat de totale waarschijnlijkheid het deeltje ergens aan te treffen gelijk wordt aan 1.

Oplossing: We normeren de golffunctie door de totale waarschijnlijkheid op 1 te stellen,
ge ¢ e o]
/ Pdx = / U*Wdr = 1. (33)
— 00 — 00

De waarschijnlijkheidsdichtheid is uitgerekend in opgave 5.3 en we vinden

W, t)" W(w,t) = A%e™®" et a= C;;m g2 fa_ L\i/Cm
T




5. Normeer de golffunctie door de waarde van de willekeurige constante A te bepalen, zodanig
dat de totale waarschijnlijkheid het deeltje ergens aan te treffen gelijk wordt aan 1.

Oplossing: We normeren de golffunctie door de totale waarschijnlijkheid op 1 te stellen,
ge ¢ e o]
/ Pdx = / U*Wdr = 1. (33)
— 00 — 00

De waarschijnlijkheidsdichtheid is uitgerekend in opgave 5.3 en we vinden

vCm

U(r, ) V() = A2 met a= - \/7 \/Cfm

6. Bepaal de verwachtingswaarde < x > voor een deeltje in de laagste energietoestand van
cen harmonische oscillator door gebruik te maken van de golffunctie en waarschijnlijkheids-
dichtheid berekend in de vorige opgaven.

Oplossing: De verwachtingswaarde < o > volgt uit

geo.ol

<r >=< VUz|V >= /

—00

Jeo. o)
U*(x, )V (x,t)dr = / U (x, )W (x, t)dr. (45)
—00
We zien direct dat het tijdathankelijke deel wegvalt en schrijven met behulp van vergelijking
(23)

<r>= AQ/ ze™ " d. (46)

Het resultaat van deze integraal is gelijk aan nul, want we integreren over het product van
2 . .
cen oneven (x) en een even (e~ ) functie. Derhalve is < @ >= 0.




Huiswerk: opgave 3.5.7

7. Beschouw een deeltje met mass m dat zich vrij kan bewegen langs de x-as tussen posities
r = —a/2 en ¥ = +a/2, maar waarbij het strikt verboden is dat het deeltje zich buiten
dit interval bevindt. De golffunctie van het deeltje kan geschreven worden als W(x,t) =
A cos %e_”ﬁ/ " binnen het interval en is gelijk aan nul erbuiten. Bepaal de energie van de
laagste energietoestand.

2
E=1T= % ; 2 |
Voor n = 1 vinden we A B E, 4
T
V(x,t) = Acos ?e_"‘Et/h ®
232 C D
Ey = mh Es 4
2ma? N\ ANEVA
\/
E F E2 e
N - E . K
\ A 1
J kK k ks koo




Huiswerk: opgave 3.5.8

De verwachtingswaarde van x wordt gegeven door de integraal

100 T2 2
<xr >= / U rWdr = /2 &m cos’ de:r:_ 0 A? P
— 00 ~2
10 h 0O S 2h T T T
<p>:/ \I!*—,—\Dd.:t:/ ——,( )COb—bin—d.ﬁ?—O
e 1 Ox —aai a a a
Jo's} % 2 2 3 2
<z’ > / U*2? Wdy = / Za2cos? iy = _a_ (— — E) = = (7% —6)
o — Qa a 24 4 127

; U Wdr = 2mE,

ro|e

Q
™ —6
(Az)* =< :c2>—<:r:>2——

||~ [amp o=t

(Ap)* =< p? > — < p>’=2mE| =

~ 0.5711]




Spin en baanimpulsmoment

Klassiek baanimpulsmoment: L =r xmv
- we kunnen alle drie de componenten meten en dus tegelijkertijd weten
- de componenten mogen elke waarde hebben

QM baanimpulsmoment: L =r xmv
- een meting van bijvoorbeeld L, verandert de waarde van L en L,
- we mogen L2 en L, tegelijkertijd kennen
- metingen geven als resultaat slechts bepaalde toegestane waarden

12 I+ DHA? [=0,1,2.3,...

mi=—l, —]+1,.,.,—1,0,‘|’],.

Idem voor spinimpulsmoment
- s kan zowel integer als half-integer waarden aannemen!

Spin: eigenschap
SZ=S'S S(S+ l)ﬁz S=09 .']’.! 1:%9 2:%9--- vandeeltje
S, m.h mo=—s,—s+1,...,5— 1,5 fermionen
bosonen




Spin van deeltjes

Spin is een eigenschap van een deeltje
- dit in tegenstelling tot baanimpulsmoment
- we onderscheiden fermionen en bosonen

Fermions (%—integer spin)

Bosons (integer spin)
- .3
Spin 0 Spin 1 Spin Spin 3
—_ Mediators Quarks, leptons —
Pseudo-scalar mesons | Vector mesons | Baryon octet Baryon decuplet

Elementaire deeltjes

Samengestelde
deeltjes




Optellen van impulsmomenten

e Toestand met impulsmoment: [ Im,>of [ s m >
Voorbeeld: elektron in waterstofatoom bezet baantoestand | 3 -1 >en
spin toestand | % % >

Dit betekent | =3, m,=-1, s = % (maar ja, het is een elektron!), m =%

SPIN - ORBIT COUPLING

magnetic field
due to orbiting

transform to rest frame of electron nucleus, B,

-

velocity, v

radius, r

magnetic moment

nucleus

charge, +Ze velocity, -v

electron
charge, -¢
Stel voor dat er spin-baan koppeling is
We zijn dan niet geinteresseerd in L en S individueel (die zijn niet
behouden), maar in het totale impulsmoment J




Optellen van impulsmomenten

Het v meson
Baanimpulsmoment is gelijk aan nul
Spin van quark en antiquark leveren spin van het meson: S =5, +§,

Hoe tellen we twee impulsmomenten op?
Klassiek zouden we de componenten optellen
QM kennen we enkel 1 component en de grootte

Hoe combineren we || jim;) ‘ en |ljamy) ‘ tot |]m> ?
De z-componenten tellen gewoon op |m =m; + mp !\

De lengten tellen vectorieel op!
We hebben de volgende mogelijkheden:

J=lh=nblh=al+ 1L ...+ = LG+ 5)

Voorbeeld: een deeltje met spin 1 heeft baanimpulsmoment 3.
Totaal impulsmomentis danj =2, 3 of 4.




Optellen van impulsmomenten

De baryonen

Je hebt drie quarks in een toestand met baanimpulsmoment nul
Wat zijn de mogelijk spins van de resulterende baryonen?

Stel eerst de spin van twee quarks samen: Y% +% =1of % - % = 0.
Voeg nu het derde quark toe: 1 +% =3/20f1-%=%,en0+%=%.
Het baryon kan dus spin 3/2 of ¥ hebben: het decouplet (j = 3/2 ) en octet (j = ).

Als we verder nog baanimpulsmoment toelaten, dan nemen de combinaties toe.

y Y
Mass [ Me)' ]
A™=(ddd) A”=(ud(l) A+=(uu11) A++=(uuu)
S ot el o e 1230- 1234 n=(udd)
2¥=(dds) z "”=(utlv) z “+=(uus) 1383 - 1387
S ] 2 =(sdd) kg =(suu)
T;
E¥=(dss) g 1532- 1535 T;




Clebsch — Gordan coefficiénten

We weten nu welk totaal impulsmoment j mogelijk is, als we j, en j,
combineren

J=lh=nblh=al+ 1L ...+ = LG+ 5)

De expliciete decompositie van I|jam1>|jzm2>I in toestanden |I/7) P is

{JH‘.H)

I.}lm1>|.}2m2> - | }mﬂlﬁz!}m> met m = m,; + m;
i= J’l"ﬂ

Clebsch — Gordan coefficiénten

Bereken CGs m.b.v. groepentheorie of quantummechanica 2



PDG bevat tabel van
CG coefs

zie
http://pdg.lbl.gov/

34, Clebsch-Gordan coefficients 1

35. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,

AND d FUNCTIONS
T J
Mote: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —/8/15. Notation: MM
1/2x1/2 : — M
[z 1] o o | 52 22 my @y | Coefficients
FZ -172| 172 172] 1 —_— 200 +3/2 R
=1/2[142-1/2)-1 - l.ig'mgeié 145 4/5
IEESER Vs 4/5-1/%
o (5 E 51 +1-172 Y]
7] ¥y = 1..'@(5005 9—3) 0+1/2 5]-1/2-172
1172 ). o= - /5 2s) s 32
izt Tz vl—— 115 Gngecs 0 o — 25 8| a2 -3/
- - = / Y Tz & s
e SR Voo 32172 o= [ei] T Al e
a5 (15 iz gz B -1 - A
_?:,§| B I |+3fa-1fz'f4 ez 1
2,113 = EEIEEE 141231 0 o
el P e - R 2
- : oz TE & :
[+2 - 2 +2 +3/2 +3/2 I
|-? o143 275 35| &/2 a2 12 2| 34 174 2
i+ ETTr s PR TS Vs ] 1/2] 1/4-3/41-2
- «a2 10 25 12 -3/2
1x1].2— R /2 of 35 178 i3] w2 Az e
5] B I -2+ an0-ans el-1z -z o
11 =1 -1 11175 17z 30 S17Z2-13/10 &/15 178
|- FERE BB 0| o ofas o-zs[ 3 oz 1 -1z 0| a5 1015 s3] s s
g+lfiiz-zl 0 o o Z1a1|15 -2 30 -1 -1 - -3/2 1110 -5 sz)are -z
#1118 172 143 0-1f 25 142 110 -1/2-1| 375 /5| &2
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“1 411812 13l -1 _2 +1[1715-1/3 3/5] -2 [z 1
o-11z vzl 2
yom = (—ymyee |- glve-ie)e {ndzmyma| iz JM)
| ] ‘fm 0= = (—1)"F = (hiymam 2 JM )
l;'r —l—ll’“_""H 12 _ [ 1 14 ooséd
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-2-1/2| 1/7 16r35 29 — S92 | 1720 1 -
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2x2| == 0+3/2) 271838 /8| <12 sis2 a2 +12| [ J19E B -ira s
rerv il P +2-3/2| 135 &35 25 ovs|  pavE s3sz|1zo-
T — +1-1/2|12/35 544 0-310
2412 2 4 3z o+ls2|1a3s -ss -1 sl ae o e e =
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+2 01314 /2 27 +1 -2/ | 4/35 25 110 H B
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Figure 35.1: The sign conventicn is that of Wigner { Group Theery, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley ( The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, IQ.JSI Rese | Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, lgg?l
and Cahen | Tables of the Clebseh-Gordan Cogfficients, North American Roclowell Seience Center, Thousand Oaka, Calif., 1974). The coefficients
here have heen ca]cu]atﬂd using computer programs written independently by Cohen and at LENL.
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Voorbeeld 1: Clebsch — Gordan coefs

Elektron in waterstofatoom bezet toestan voor
baanimpulsmoment e (E voor spin. We meten J2.

Welke waarden kunnen we vinden?

Wat is de waarschijnlijkheid voor elk van de waarden?

Waarden:j=1+s=2+%=5/20fj=1-s=2-=3/2

De zcomponententellenop:m=-1+%=-%

Koppel spin 2 aan spin %

.o 2
Beschouw rij—1 en +) —

/2

5/2
+5/2

1/2

372
+3/2

Lees af

+2
+1

-1/2
+1/2

4/5
—1/5

3/2
+1/2

PDG

2 1)} ) = V2/515/2 — 1) — V3/503/2 —4

Waarschijnlijkheid: kwadrateren!

-1/2
+1/2

3/6
-2/5

5/2
-1/2

3/2
-1/2

—1/2

3/6

2/5

+1/2

2/5
i

—-3/5

5/2
~3/2

3/2
-3/2

-1
-2

-1/2
+1/2

4/5
1/5

1/8
—4/5

5/2
-5/2

-2

=172




Voorbeeld 2: Clebsch — Gordan coefs

Twee spin % toestanden kunnen combineren tot spin 1 en 0.
Wat is de CG decompositie voor deze toestanden?

We zien dat PDG

1
1;'{2)(1."‘(2 1 ﬁl
+1/2+1721 1 0 Q
+172 =1721172 1720 1
=152 £172(1/2-1/24-1

-1/2-172| 1

Er zijn drie spin 1 toestanden

11y = 131134
110y = (1/VDU3 513 =1 + 15 = D] triplet
-1y =4~} 4

en éénspin 0
toestand 100y = (/YU =5 — 13 —HBHI | singlet




Spin »; systemen

Spin % systemen

Leptonen, quarks, proton, neutron, etc.

Deeltjes kunnen spin up (T) of spin down (¥) hebben
We gebruiken 2-component kolomvectoren: spinoren

a | 0
Algemene toestand van een spin % deeltje (ﬁ) = a(o) + 5(1)

1

We meten S, Complex getal
la? is waarschijnlijkheid op waarde +4iA
|8I° is waarschijnlijkheid op waarde —1i#



Spin »; systemen

We willen S, of S, meten voor toestand (g)

Mogelijke meetwaarden weer+i# en —jh
1931

Maar wat zijn de waarschijnlijkheden?

Introduceer
operatoren

Bepaal eigenwaarden +ina -ia

Bepaal eigenvectoren. Voor S, Xz = (J_,lf;%)

Schrijf toestand als lineaire combinatie van eigenvectoren

(5)=i) Ay
a=1/V2a+8); b=(1/V2)a- B




Spin % systemen: Pauli spin matrices

Pauli spin matrices

Hiermee § = (h/2)o

Vector componenten (in R3) Spinor componenten (in C2)
veranderen onder coordinaten veranderen onder coordinaten
transformaties als transformaties als

(&) =) (5)= ()
a, a, 8’ B
Er geldt‘U(e) = g ¥ 7/? !I met 6 langs rotatieas

Merk op dat exponent een matrixis! e*=1+4 + 4>+ 34>+ - - -




Orientation entanglement relation

720°

Stel een object voor dat met
zijn omgeving verbonden is
met elastische draden. Een
rotatie over 720° leidt niet
tot entanglement.

Spinmatrix




Isospin (u en d flavor) symmetrie

Idee: sterke wisselwerking proton neutron

gelijk voor proton en neutron m,= 93828 MeV/c?  m,=939.57 MeV/c?
elektrische lading speelt geen rol ...

sospinl | N = (;) . ([1)) o ((:)

hucleon Componenten in isospinruimte

Nucleon heeft isospin %2 en de derde component, /,,
heeft eigenwaarden +% (proton) of =% (neutron)

» n=l3-%)

Sterke wisselwerking invariant onder rotaties in isospinruimte en

volgens Noether: isospin behouden in alle sterke interacties.
Analoog aan rotatie-invariantie in gewone 3D: leidt tot behoud van impulsmoment

Ford e

p =3




Isospin symmetrie

We kennen isospin toe aan de diverse multipletten

Pion: /= 1 =11y  a®=10), 7 =][1-1)
A, 1=0 A =00}

A 1=3/2 At =133),  aAt=]3

multiplicity = 2/ +1

Alles volgt uit isospin toekenning op quark niveau

Alle andere deeltjes hebben isospin I =0



Isospin symmetrie: deuteron

Twee nucleon systeem geeft [=0of =1

Triplet 11> = pp
P 10> = (1/V2)(pn + np)
|1 =1 = nn
Singlet 00y = (1/V2)(pn — np)

In de natuur observeren we enkel het deuteron als
gebonden toestand van proton en neutron

II‘ deuteron heeft /=0

NN interactie bevat een I1) @ |(2) term!
Leidt tot attractie in singlet toestand



Isospin symmetrie: NN verstrooiing

Beschouw NN verstrooiing (@ ptp—d+x
) p+n—d+=°

(¢) n+tn—-d+=

Isospin toestanden (a) 1y 1y
B (121105 + P& 110y
© -1 -1

Enkel isospin / = 1 combinatie draagt bij, want de sterke
wisselwerking kan isospin niet veranderen!

‘ Amplitudes hebben
I verhouding =1": (1/V_) 1

Werkzame doorsneden 6,.0p.0:,=2:1:2

In overeenstemming met meetgegevens



Isospin symmetrie: 7N verstrooiing

Beschouw 7V verstrooiing

+ et 0 — 0
€) = +p—aa +p (d) =7+n—a"+n
) *+n—x"+n f) =~+n—=n +n
: o ® " +n—a"+p (h)y =°+p—7t+n
ladingsuitwisseling i) 4n—m +p G) 7 +p—10+n

Pion/ =1, nucleon/=% II‘ amplituden/=3/2en %
=+ pr|LDI3E) = 133

0+ p: [10)144) = V2/3134) — (1/V3)I44

7+ p: (L= = (/V3IE -1 - V27315 1)
w4 n 1D =4 = (1/V3)134) + V2/3]44
20+ s 1034 =4 = V27313 -4 + 1/ V34 -5

w4 L= -4 =13 -3)

Decompositie

We Vlnden Lot a = 9|m3|2:Im3+2ml|2:2|m3—ml|2




7N verstrooiing — Delta resonantie

7N verstrooiing: aangeslagen
toestanden van het nucleon

A resonantie bij 1232 MeV

A heeft spin 3/2

- M, > M,

3

Otot (7‘-_ + p)

g, _, (mb)

200
190
180
170
160

L ]
|
n
3

‘1 {1525) i 1920
Il / (1920)

i i AR l,
w ! 7
’ ~

(2190)

1

1100 1300 1500 1700 1900
| |
Mass of T p system (MeV)/c?

2100

2300




Bijna alle elementaire deeltjes vervallen! d.w.z.

Levensduur

C.m. systeem

verschillende

# Deeltjest =t: N(t) deeltjes
Begint=0: N(0) deeltjes = N(t) = N(0)e
Verval: dN(t) = —T'N(t)dt
00
Levensduur: B fo IN()dt
T=<1>= = = vervalskanalen, b.v.

Vertakkings-
verhouding

Eenheden

b.v.

/0 N L

< verval

\

( Lir = Z L;

vertakkingsverhouding: =

T';

< 7: |T] _=1

r.: [T]7'=

h

Ge

eV
h

en h 6.6 x 1072 GeV s

|

AT — prY,
AT — nt,
AT — .

Jip: Tyyu=86keV — 7w Gégﬂ%:? ~ 77T x 1072 s

p: 7T=22x10°%s — Fu%%%i’)xlo_mev




Werkzame doorsnede

Telsnelheid A+ B—>C+D

Invallende Verstrooide
o bt — 10-2 12 bundel Trefplaat bundel
b Flux F
‘fixed-target’ experimenten 5 o=
*—> *—>
, . e
‘collider’ experimenten 5
*—> &>
& >

A=opperviak

Reactiekans: effectief oppervlak / totaal oppervlak /)
Detector  ~_ /
onAdx 2 -
dP = Pl = ondzx Tgeometrisch = T'T(Rb + Rt)
N(d) = Ny E_nf"totaald?
Ttotaal = Z a; ‘,F\.-T?: — _'“S‘.rD _t_crt;;.aal (]_ — E_nﬂ'totaald)

~ Ngno;d (voor noygiaad < 1)
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Voorbeelden

Foton-koolstof/lood

00— T T 17 D URAALL S IITTH[ IR RRLA
o ) / ]
i 238 0
— ) | -4
|

100
- R
r— -

10

=
5

1.0

* ANL-fc 11

[~ « KAPL 1

e Duke 6
 F |

L1l

|

L1l

1 Ll Ll

1.0

10

100

Neutron energy, eV

|
A

Crosa section har nalaom)

E A | K= B ] gl 0

IND

1a) Carbans {2« 6
4 = Epetnnerdal 0.

) Lead (T s 82)
» ~ experimernal

\hi

~
3

1 My
Myvan Lo

10y

108 Cry



Voorbeeld: verstrooiing aan een harde bol

Verstrooiing aan een massieve bol:
Berekening werkzame doorsnede 0

Geometrie
b = Rsina en 20 + 0 =7
sine = sin(%* 9) cos
b — RCOS z

do = 2mbdb = 2w R cos 2d(R cos %)
7R* cos £ sin £d0
“Rz sin 9d9 — ”Rz ™ dcosf

do dcr R
dQ) = dcosfdg dQ —  dcos@dep 4

Berekening werkzame doorsnede:
(vgl. Rutherford verstrooiing)

Totale werkzame doorsnede,
oppervlak zoals de bundel die ziet: dQ




Voorbeeld: Rutherford verstrooiing

Marsden en Geiger
rond 1910

a

5

8

el

T T . — _

b) - ol _____

. ZE—_,Z{-EQ 1

perelatief aantal verstrooide a-deeifjes
[} 8
/

\‘.
|

o 20"
gemiddelde verstrooiingshoek 6

Ernest Rutherford
1908

Coulomb potentiaal

~ = Zﬁztah.cl = Iy 7y - 14 MeV - fm
r r

dmeg T

a = €2 /dmeghe = 1/137.035 989 5(61)



Rutherford verstrooiing Coulomb potentiaal

nen vai elijes i (klassiek
Banen van a-deelijes a-baan (klassiek)
.‘ L -—‘f’ /’I e
——ZF
— ———
7 _—Iinimum van
a-deeltje ~—~———>_+",
'/ dichiste nadering
i s
————
- ——\ kern
a-deellje — F i,
e == 7"":““‘~;:::*..§ :
R N N
‘“~l\‘-_\? ~
N R
Klassieke mechanica T, =T+ ZyZahe(b)™? behoud van energie,
ppby, = pb behoud wvan impulsmoment.
tang = ZpZohc(2b, 1)1 bewegingsvergelijking.

Werkzame doorsnede
. )2 o .0 db Voor b, <b < b,+db,

o) mtE S111 3 o
fa] f 7 o7 3 N 2
d() = 27 sin 8df = 47 sin 5 €08 Edﬂ (dg) (@) sin 4 4
d2 Rutherford 415

do = 2whydby, = Z?T(Zbef:x?iC] (




Gouden regel van Fermi

In deeltjesfysica werken we voornamelijk met interacties
tussen deeltjes en verval van deeltjes: overgangen tussen
toestanden

Overgangswaarschijnlijkheid volgt uit Fermi’s Golden Rule

o 27 ¢
transition rate = "y |M|? X (phase space)
i
.. Enrico Fermi
1938
Amplitude
bevat alle dynamische informatie en Faseruimte
berekenen we met de Feynman regels. Dit bevat alle kinematische informatie en hangt af
bevat de fundamentele fysica. van massa’s, energieén en impulsen

Voor de afleiding: zie dictaat quantummechanica.
Verder eisen wij een Lorentzinvariante beschrijving.



Verstrooiingstheorie

e Aantal verstrooide deeltjes n(0,9)d2 = |jin|do (0, @)
— Inkomende flux j,, = pv = pp/m
— Ruimtehoek d(2
— Differentiéle werkzame doorsnede do

, _2_7T 4 L\ (2 /
Gouden regel n(6, ¢)dQ = . {oslV]on)|" p(E) B—E+Q

—  Vlakke golven voor begin en eindtoestand ¢i(r) = \fpepT en  Go(r) = /pe F

12

: 1 m
—  Dichtheid van eindtoestanden p(p)d’p’ = — P 1A — v

— E'dY = p(ENAE'dSY
p (2wh)3 P p (27h)? e E)

B
-
<
N
H
S—r
=
A

D
e Wevinden da(é,q’)):dﬂ’( m ) P

m \2p
— Bornse benaderin ||~ — ( ) Ll
; w7 = (e ’




Elastische verstrooiing

~ 2
dor m \2p' |V(q)
e We hadden W_(%}#) PN
e Elastische verstrooiing

— Impulsoverdracht q° = |p — p’\Q — p* 4+ p? + 2pp cos B = 2p*(1 — cos b)) = 4p* sin® /2

— Centrale potentiaal V(r) = V(r

4
) V(@) [ Vi)~ 2 / / (e = deosa = 2t [

: Ze? e/
e Coulomb potentiaal V(r) =
Admeg T
Gebruik afschermingsparametera  V(q) = 4 Zc: I
— = am
F ireo [a? + (h/a)?
2 2
h , MeV ¢ Ze? h h
_ > ~92%x1073 Vi(q) =4r — =4dnLohc—s
Neem la] > 7 =~2x ¢ @ dreo |qf? qf?
. o 0 @ _ p
— Niet-relativistisch |q| = 2|p|sin - en in zwaartepuntsysteem — =4-——sin
2 2m 2m
2
d Zahe
—  Rutherford werkzame doorsnede | 22 — —
ds 4T sin”(0/2)

rV (r)sin (qr)dr

0

2(0/2) = AT sin®(0/2)



Rutherford verstrooiing

. . B 2Tpbmin | _
Geldigvoor b >b_. =R_+ R, ofwel s Ymin o min |1
8 min—"a T Nt sin — 1 7. Z.ohe
i
corees Tantaal - 3 = 5O
: “(ad)
b 0 '.. 102
o)
\
=
% % 0w 23 T q 'g
Ocag[eraden] N
car 8 g é
10

Meet interactieafstand b,,;, versus A

Eigenlijk b,...~R, + R, + R,

10 15 x - ¥ 3 & 1

Energie a-deelije [Mel]



Rutherford verstrooiing

12 S TR SR 0 P & S R R R =

Plot b, versus Al/3

Er geldt R~14 fm VA i

Goede beschrijving dus
- Coulombwet geldig op
korte afstand (femtometers)
- Sterke WW korte dracht
- Alle lading zit in kleine bol

10

Interaction radius R,, (Fermis)

Rua=14144" 4219

LAAA AR R AR RARRRIRRERRIAR AR Trrrrrresy

7L1l1l1111" . TR Y T VA A A O N T

4 5
A 173

Rutherford vond

4 m 17 3
Viern = ERB x A, met A=N+Z II‘ ‘ Pkern = 4 x 107" kg/m




Elastische elektronen verstrooiing

projectie/l’. R e

-2
dor m \2p' |V(q)
» Wehadden |55 = (35) 5|15

e Uitgebreide IadmgsverdelmrJ

_Z/a,
— Ladingsdichtheid p(r) V(r) = Zahe ///

— Fourier getransformeerde V(q) = Zahe _ﬁﬁf_ﬁﬁfefq'}(/ﬁp(

—C IFdx

= Zahe [ ol s s

V(q)(punt)F(q),

—2q r/hdq

| —

— Modelonafhankelijke meeting van de ladingsverdeling

Robert Hofstadter
1961



Elastische elektronen verstrooiing - Voorbeelden

Elektronen ol |
208
aan lood: I Pb(e'e) |
- 502 MeV >} ' s.. ;‘ Co z 1
- 208pfy spinloos . 1
-12decaden =7 - ‘;
3 |
'e a? o
&n“'
S
~
S
= o°[ a) |
| )
0"L o i

13 3 FA ]

q lfm”]
Model-onafhankelijke informatie over
ladingsverdeling van nucleon en kernen

|
o i""'
’ ! Nao
0 4
y i
‘04' 2 " .
0 ".‘.
r;" --'
'l |
4D |
. i |
n ¢ 7% 3 3% ¢t
1
q [fm”]
":"‘\ M S 208
g"\_’—'ﬂh~.\ «Vo Ph
\
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[= - Mean-field
art theory
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A
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Elastische elektronen verstrooiing - Voorbeelden

DIFFERENTIAL CROSS SECTION IN CM-STERAD™

{R,-G 381m+1104” tm

r 2 a=053fm
|/

'A
A (R,*687fm=118A"m)

u

0 2 &« s 8 wr (UNITSOF fm)

wn
=
z
b=
gl
‘1
z !
EO
Q.

POINT CHARGE

SCATTERING OF 153 MeV
ELECTRONS ON Au

no* 1no* 1%0° m
SCATTERING ANGLE

Elektron-goud verstrooiing
- energie: 153 MeV

ladingsverdeling:

P0
P(r}:ﬁ‘
l1+ea

R~1.2fm vA—0.48 fm, voor A > 1

a~ 0.5 fm

[ =]
]
Ll

i

Charge density (e )
(=]
B

=
"

Ladingsdichtheid is constant!



Elastische elektron-proton verstrooiing

1 T 1 | 1
Proton structuur 0% I
. . Electron scattering
- niet puntvormig oo, Tudigen
- geen Dirac deeltje (g=2) i (188 MeV Lab)
- straal is 0.8 fm
- exponentiele vormfactor . - 4
=
. b Point charge,
T 0 N point moment g
& N (anomalous) curve
g - A\ 9
e N\
k= N
s
3 = \ ~
2
B (a) b
O 0 Mott \ -
curve ————" 3

Gp.(qg) = Gif(qz) = GRI(QEJ ~ 1 Experimental 1 4
F | Hn | (1 —¢2/0.71 GeV?)2 curve ‘
(b) NN

§ Dirac \

curve
=32 1 | 1 | .

30 50 70 90 110 130 150

\
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Laboratory Angle of Scattering (degrees)



Ladingsverdeling van het neutron

= m0-15 | — Galster < JLab 01 °H (Zhu)
| — GK (nos) # Mainz 99 *H (Herberg)
— GK

O NIKHEF 98 °H (Passchier)
/. Bates 94 *H (Eden)

1.5
[ ——  polarized fit
., Tmmms Galster fit
1 L ---------- proton dipole fit
T
: ..._“" n: p Tc— +
05 o, ||Ame—
‘. nm + O 01020304050607 ,
E)g S, G /
O w ..... Q [( eV C) ]
- _05 [ [ Ll 1 L Ll l L
- 0 1 2
r[fm]

- D-polarisatie 0.7 SR T
- elektron-neutron c0|nC|dent|e metmg



Diep-inelastische verstrooiing

DIS definitie:
- Vierimpuls Q2% > 1 (GeV/c)2
- Invariante massa W > 2 GeV

1800 gﬁ]
% E=4873GeV
O 6= 10
e
= i
1000 |- %Wﬁﬁ ﬁ] /
- |l
G 1 ]
9|3 1?} wpﬂdw % ;
t
500 - g
m,;‘
Elastic Scattering — ,!
(divided by 15) [
0 ! 1 1 1 1 1 1 1 7\,
28 30 3.2 34 3.6 38 40 42 44 438
E’ [GeV]
1 1 I 1 1 ]
2.0 1.8 16 1.4 1.2 1.0

W [GeVic?)

d*c /(dE'dY)
(da/dQ)Mo"

v T orinl

| 1L | l 1

puntvormige deeltjes:

partonen (=quarks)
\.

"
Elastic Scattering\.
™~

2 3 4 5
-q* (GeV/c)?

b
|
o

/ L -k
~J4



DIS — Bjgrken schaling

Verstrooiing van puntvormige objecten in het nucleon e .
Parton model Friedman, Kendall, Taylor; 1990
Quark model
2
Energieverlies bij elastische verstrooiing E; = E; —v = E; — 907
2
Bjgrken schaal variabele 2= = D

Impuls gedragen door quarks

q
} Pq
S a) b)

Infinite momentum frame:
Geenprenm,=m,=0 , —

G+e, =Py > -9 = Q* = 2¢p,
£,=Q[2p,.q c) d)

LAB: x = Q%/2M Vv neem v = Q%/2m, /\

- K - - K
" | 3 1

p




Schaling:

structuurfuncties enkel
functie van x

= 1
-t E xu OD0OES
"_ - ! | »=D200%02 Proton
S tl ', T0000182 . El
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DIS — Bjgrken schaling
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$1,5<Q* <4(GeV/c)? ° ®
} 5< Q7 < 11(GeV/e)® DIS — Bjﬁrken SChaI'ng
$12<Q* < 16(GeV/c)?
1,5} i
i } 220 F) (z) = Fy(x)| Callan-Gross relatie
L e
H*ﬁ#’l J | ’ Quarks o
| spin 1/2 § | o i 2508
0,5 4 2 . EoT A other expenments
' 3 ek rsonl (CERN. Formiab)
5 : i — QCD#
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Elektron-positron annihilatie

Muon productie do . _ _ ma? 2
dtc:sH(E tem =t pT) = E (l—l—ma )

et +e — put +pu” spinfactor

217

integreer glet +e” = puT+p )=oleT+e =71 4+77) = 70 nanobarns

alnb) T T ‘
£ ete——ytu= a CELL 1 Elektron, muon en tau zijn identiek,

—t* ¢~ ¢ JADE : afgezien van massa
NG . enlevensduur

; B L T

. 7‘
L_*_ WY .

102

- - - fractionele ladingen 4
12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 9

V& [GeV] / &

: . kleur
Twee-jet productie .
fragmentatie

do 3 @ 2 .
t o ) — : 2
dccrsH(E Te 1+4q) SE? (14 cos™6) e




Elektron-positron annihilatie

Twee-jet productie P o(ete” — hadronen)
- - o(efem — uptu7)
{' do 3mela’
— _|_ — — —
% } dms@(e e 4+ = - 8E? (1+ cos”f)
3| o O (1 4 cos? 6
: 4 T et 0) = B
. f
10 {
1 + cos2q Voor E < 3.5 GeV
2\ ? 1\? 1\*
05 | | 1 | i _R p— 3;. — _— _— p— ‘2
00 02 04 06 08 10 (3> +( 3) +( 3) ]
|cos 9|
. R w'E . — — v : — .
Quarks hebben spin 1/2 g | u.d,s

3-lo0p pQCD
Natve quark mocket 3

Quarks hebben kleur en I .r" . Sum ot exchs e ]
fractionele lading G ' iy

vrile Universiteit amsterdam




Elektron-positron annihilatie

Drie-jet productie

dN /dcos @

01 spin 1




CERN Accelerators Z0-resonantie

(not to scale)

w ' 8 189L m‘ ' L91J ' 49'2 s 93 o Lwl - 195
Energy, GeV

e*e” verstrooiing

Drie generaties!

ISOLDE: Isotope Separator OnLine DEvice Gran Sasso (1)
PSB: Proton Synchrotron Booster 730 km
PS: Proton Synchrotron

LINAC: LiNear ACcelerator

. v
LEIR: Low Encrgy lon Ring Radolf LY. P Division, CERN, 02099
CNGS: Cern Neutrinos to Gran Sasso o e et ey g
00 Mangiurhi, P45 Div: CIRN. 23,0501
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Werkzame doorsnede e~e*=> 'y~
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Hoekverdelingen: e e* > u"u—en t-7*

ee SR
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En nu heb je ook e e*-> qq gedaan!

Met drie kleuren

s

2 2
2 do 2 1673'062 Z 1672'0( 167Za
u, c t = _ = X =
2 2
1 do 1 az 5 472'0(2 Z Ao Aro
d, s b =—: — =—-—x—I\1 =
‘Q‘ 3 do 9><4S(+C05 6’)=> Tt = 5o colour 275s Os
Rinete Collisions
ﬂ_l | | | | | | | | | | | | |+I | | | | | | | | | | I | | | | I_
b= | yy2 Jr+ + —
v - %Fﬁlﬁﬁ%m 1 : — | :T+IJTT o
o > e'e™—>qq L <A FETTI AR TRk Tk
qd _ quarks RO | _
o T _wansT © T wﬁm
3 _
Ow €€ UM |H Hhi
\ E M\ ARk ;
|| W"' ’”‘;"i”} Wl ~udsc no color
I | | | | | 1 | | | | | | 1 | | | |
2 3 4 5 6 7



Delta functie van een functie

We zoeken een uitdrukking voor & f(x) )

Stel dat f(x) een enkel nulpunt heeft voor x = X,

Dan geldt

& 1 < X <
5(y)dy:{ 0 VI =A% Y2
yi
Schrijft y = f(x)
||‘/ Sf(x {(1) X1 < X0 < X3
Er geldt dan _{ 1
xg A 0
Omschrijven levert fng(f( ))dx 1
X
X1 ‘df/dx|x0 X1

-

X <xp<xp

5(x Xp)dx



Voorbeeld: Delta functie van een functie

Meerdere nulpunten: n

o =
(g (x)) ,'=2[ | g;( -xi)l

o(x — x;)

Opgave: Vereenvoudig de uitdrukking 6(x* + x — 2)
Oplossing: Ergeldt g(x) = x*+x—2 = (x— 1 }x + 2)

Nulpunten voor x; = 1 en X, = -2
Afgeleide  g'(x) =2x+ 1 Sx24+x—2)=148(x— 1)+ $6(x + 2)
Dus g'(x1) = 3 en g'(x;) = —3



Voorbeeld: Delta functie van een functie

Deeltjesvervala —» 1 + 2 in CM systeem

Bereken | = ’é‘(ma1 —E —E,)dp,
. 2 2
| — 5(ma _\/pl +m12 _\/pl +m22)dp1
A\ J
Y
dit is je functie f(x) dit dx
df P PP
Er geldt =— — — T
dp, pf+m? pf+m: B E
Stel P’ is de waarde van de impuls waarvoor f (p,)=0

Dan

EE,

1

E +E,

‘1‘ EE

a

/o

pl—pz



Gouden regel van Fermi - revisited

Gouden regel van Fermi: niet-relativistisch

. 2 ¢
transition rate = y |M|* X (phase space)

Faseruimte is dichtheid van de eindtoestanden ,O(Ef)
dn dn

We schrijven (met E, = E)) p(E;)= G = Id—Eé(E —E,)dE
2 - 5 Integreer over alle mogelijke
De gouden regel luidt nu [, = 7”M ﬁ‘ S(E—E)dn :}c::ﬁiaonsggtmet elke er;lesrg|e,
P
n=
Met impulsbehoud ena — 1 + 2 (27h)°

_(272)4 2 = 3(3 _ R _ @ d’p, _d°p,
Fﬁ _—h -HMfI‘ é(Ea YEl EZZ{ (pa Ypl pZJ) (27Z_h)3 (27Z'h)3

energiebehoud  impulsbehoud toestandsdichtheid



Lorentzinvariante faseruimite

In niet-relativistische QM normeren we op 1 deeltje / volume eenheid Iw*wdv =1

Relativistische contraheert volume met  y=E/ mc®

a . =

Deeltjesdichtheid neemt toe met = E/mc? a a
a aly
Conventie: ‘ Normeer op 2E deeltjes / volume eenheid I IW*'W'dV — 2_Eh3
C
: \ 2ER°
Gebruik v = - W

Lorentzinvariant matrixelement

1
2E° 2E,1°  2E .1 jz
e M,
C C C

M =<W'1'l//'2“'| H |“'l//'n1.l//'n>:£




Lorentzinvariante vervalsnelheid

Beschouw hetvervall - 2+3+4+ ... +n

o) (G
27)2Ex J\(27)*2E; (27)32E,

—D2— D3y """ —pn)

Deeltje i heeft vierimpuls p; = (E/c, p)) tijddilatatie
Energie E, is een functie van p, vanwege E7 — pic? = mic*
We gaan er van uit dat deeltje 1 in rust is, dus p, = (m,c, 0)

S is het product van statistische factoren: 1/j! voor elke
groep van j identieke deeltjes in de eindtoestand

Formule geeft de differentiéle vervalsnelheid, waarbij de impuls
van deeltje 2 in het gebied d3p, rond de waarde p, ligt, etc. In het
algemeen integreren we over de impulsen in de eindtoestand.
Bijvoorbeeld voor1 — 2 + 3 5

S ( c ) 1 |#f

I‘ —_—
47 2 E2E3

8% p1 — ;2 — p)d’py d’ps

B hml




Voorbeeld: n° — y+ ¥

Bereken vervalsnelheid voor 1 — 2 + 3 met m; = m, = 0; amplitude M(p, p,)

E, E
Herschrijf delta functie  6%(p, — p, — p3) = 5(mc - ?2 — 73)53(—1:2 — P3)

Ergeldt m, = m3 = 0 endus E; = |palc, E3 = |pslc

S (c\'1 [ |MmP
r=—1(—1} - 64 — — 3 3
hm, (41r) 2 J E,F, (P — D2 —p3)d'prd’ps ||-

LS (VL[ L e
= hm (4%’) 2 sz“D3| "- 2(47r)2hm |p2|2 5(mc _ 2|])2|)d3p2
X 0(mc — |pa] — |D3|)5>é3)d3pz+ﬂ3

Sferische codrdinaten  d>p, = |p./* dlp.lsin 8 d8 d¢  Hoekintegratie
fsinﬂdﬁdc;b = 4x

We vinden T = S f |M|? 6(mc — 2|p.)dlp,)
81rhm 0 S 2
I'= 16mhm |
mc
Ergeldt  me - 21pa) =5 1ol - )

S=%voorn’ —>vy+y



Tweedeeltljesverval

Bereken vervalsnelheid voor 1 — 2 + 3

Er geldt E;, = cVm3c® + p3, E; = cVmic? + p} . Integreer over p,

S (¢ 2lf|./n|2
r=—1—} - 4 p — pa — 3 3
Py (4,”) 2 ) EE S p - pdm dns | I

I S f M2 8(mic — Vmie? + p3 — Vmic? + p) d’p
24wy hm, Vmiéc? + p2 Vridc? + p3

2

Sferische codrdinaten en hoekintegratie. Met p = | p, | vinden we
S f“’ M |2 (mc — Vmie? + p* — Vmic? + pd) o2 dp
8whm, Jo Vmize? + p? Vmie? + p?

r

We moeten nu nog over de delta functie integreren
Dat kan in principe met

2 1
= — 5 — X;
&(g(x) El P (x — x;)

We doen het nu echter met een andere methode



Tweedeeltljesverval

S (™ | M2 o(mic — Vmde® + p? — Vmie? + p2
We hebben I‘=—f M Sm, 22 pz 2 23 p)pzdp
8whm, Jo Viide2 + p2 Vmie? + p

Verander van variabele  E = c(Vmdc? + p? + Vmic? + p?)
- dE - i dr
Vm%c2 + ,02 \[m%c‘z + p2

S J'“O p ( E)
r= M2 o\ mic— = )aE
ll- 87rhm1 (ma+ma)c? l | E e C

SI«M |2po
8rhmic

Ergeldt (mic — E/c) = ¢d(E — mic?) I T =

Mits m; > m, + mg, anders niet in het integratie intervall

Merk op dat p,de waarde van p (= | p,| ) is waarvoor E = m,c?

. c
Jevindt po = =— Vmt + mi + mi — 2mimi — 2mim3 — 2mimi

2m1

Bij meer dan 2 deeltjes moet je
integreren over het matrixelement

Uiteindelijk




Elastische verstrooiing in het CM systeem

Beschouw de botsing 1 + 2 — 3 + 4 in CM systeem /3, ®
Dangeldt P,-pP,=EE,/c®+p; 1 e . o)
i (p,p,f ~(mme’f =(E,+E,)Bl/c 4 P2 =P

do = |MP h'S (e ) e ) ()]
Vo~ ey Lem2e\em2e) \@onE,

X Qu) 8% p1 +pa—Ps—Ps v+ — D)

6%py + P2 — D3 — D)

heN,  SIMPe  d3ps dp,
Dus do =
(Fy + E)lpil  FiE,

Herschrijf de delta functie

53(“93 — P4)

E.+ E, —
54(P1+P2“P3_P4)=5( l 2

E3 - E4)
C

Integreer over impuls delta functie: P, = — P,

Gebruik  E, =cymc? + p?




Elastische verstrooiing in het CM systeem

) )2 S| |2c

We vinden do = (
8w) (E, + E))lpi|

o ME, + Eyfc) — Vmic? + p2 — Vmic? + pd) 7
Vmic? + p3 Vmic? + pi

P3

Het matrixelement hangt in principe van alle impulsen af. Echter P, = —,
en P, = —P;, dus geldt M(P,, P;). Omdat P, vastligt, geldt M é By|, 6).

Gebruik ‘d3p3 = p? dp dQ I\ |dﬂ = gin § df dqb!l

We vinden @:(ﬁ_)z Sc¢ J‘“’ M
dQ \8x/ (E;+ Elpil Jo

o E + Epfc) - Ve + p? — Vmic? + p?) 2 do
Vmde? + p* Vmic? + p?

do hc\? Sl 2 |Pf|
LA (81:-) (E; + E2) Ipi




Lorentzinvariante werkzame doorsnede

_ ) el [ I'e e 3
Voor elastische verstrooiing geldt ‘pi ‘ = ‘ P ‘

h°c 2 LA
Dan geldt Gelastisch = 6472'25 J.S ‘M fi‘ dQ P , .
Dit geldt ook in de limiet E, >>m, H n 4

Merk op dat de differentiéle werkzame doorsnede NIET Lorentinvariant is

do ( hc ; S‘Mfi‘z ‘ﬁf‘ B h%c? ‘ﬁ:‘ >
dQ_(8ﬂj (E,+E,) |Bi] I 1o = sars b SMsf 40

De hoeken refereren naar het CM systeem! dQ" =d(coséd )dg

Voor een algemeen geldige vergelijking: druk d£2 uit in viervectoren
— pH H _
e Py e Vierimpuls overdracht

g = pt = pt t=q"=(p,— Py)°



Faseruimte — Klassiek

Faseruimte in 1D:

, 2% (X, Py %
Klassiek neemt elke toestand Vj | h TT
een punt met (x, p,) in ° : |
In QM hebben we rekening te ° ° | :p
houden met ° : !

Volume van elke toestand is h

Y
Y

Faseruimte met volume Lp bevat
N cellen,

(a) Klassiek r (b) Quantummechanisch

Celvolume in 3D is

Aantal toestanden in volume is

Aantal toestanden per volume eenheid

Toestandsdichtheid



Delta functie van Dirac

In de berekeningen maken we veelvuldig gebruik van de Dirac
functie: ‘een oneindig smalle piek met integraal 1’

oo -
a=1/1
5
Elke functie met bovenstaande eigenschappen kan o(x) .
representeren, bijvoorbeeld Lim a -0 1
bul1) = —=e |3
a/m ;
In relativistische qguantummechanica zijn delta functies nuttig voor ’ ~_
integralen over de faseruimte, bijvoorbeeld in het vervala —» 1 + 2. Ze 0
drukken dan energie en impulsbehoud uit. D

fa(Ea — Ej _E2) f53(ﬁu —ﬁl _‘52)




Gouden regel voor verstrooiing

Beschouw de botsing1+2 —» 3+4+..+n

do = |MP h'S (e ) e ) ()]
Vo~ ey Lem2e\em2e) \@onE,

X 2u) 8%pr+pr—Ps—Ps s+ — D)

Formule geeft de differentiéle werkzame doorsnede, waarbij de impuls
van deeltje 3 in het gebied d°p, rond de waarde p; ligt, etc. In het
algemeen integreren we over de impulsen in de eindtoestand en zijn
we bijvoorbeeld geinteresseerd in enkel de hoekverdeling van deeltje 3.

Uitdrukking volgt uit Telsnelheid = n,(v, + v,) n,s —s=13/(v;+Vv,)

Vervolgens wordt de fluxfactor Lorentzinvariant geschreven

||- F= 4\/( Py P,) - (m1m2C2 )2

F= 2E1E2 (V1 +V2)
In LAB



Lorentzinvariante werkzame doorsnede

Druk dQ’ uit in termen van de Lorentzinvariant dt

t=(p,— ps) = Py +P; —2p,p; =M +m; —2p; - p,

x 4 3 In CM frame:
) /ﬁs(' 7 o =(E;,0,0,|p;))
A /: 4 —p22 >z p,” :(E;,‘ﬁ;‘sinﬁ*,O,‘ﬁ;‘COSQ*)
g P’ Py, = E/E; —| 1| | 5| cos &
t=mf +m; —2E/E; +2|[;|| B;|cos 6"

Dit geeft  dt =2|;||B5|cos6” mmmp dQ =d(cose")dg" = dfd¢#

n2c2 ‘p';‘ , n202 Zz‘plup?"
endus  do=———1—5|M,| dQ" = -S|M [ dgdt

647°s |p, | 2-6477s| |
Integratie over d¢™ geeft do = hc’ S ‘l\/l o ‘2 Lorentzinvariant

dt  64zs|p;

‘2




Fluxfactor voorA +B —...

Flux = \/(pl - p2)? — mim3

c.m. stelsel:
pL-p2 = FiEy | p?
= Flux® = ([, | p*)? —m?m3
—> _ 232 2 2 2 2
P =(E +p) — (ElEQ —I—p) _(E1_p )(Ez_p)
P =(Eo—F) — 2B\t 1 (B} + B3P = (Br + B)’p?
27\ = Flux = (B + By)p=pEL + pk,
= || ErEo + v Ex By
= |’171 — U§|E1E2
lab stelsel:
yui 'pg = I'mgy
e = Flux®* — (Em2)* —mim3 — (E* —mi)m3 — p*m3
Pl_(E’ pl — FlU.X — pmo — |17|Em2
P,=(m,,0) ~ |TEE;

note:

<l
Il

m|oi



Ontdekking van het positron

Kosmisch deeltje in een nevelkamer:

“ -
: KB C.D.Anderson, Phys Rev 43 (1933) 491
L |

)

et 23 Mel 6 mm

p—<— |Lead
W i o Plate
L

5 4
0

e*/" 63 MeV -

Elektron van beneden vertraagt in de
loden plaat (we weten dus de richting)  Cepur 1T CaMTaraty Teatreure or Lo T s e vt

Commercial use or modification of this material is prohibited.

Kromming in B-veld geeft aan dat het

een positief deeltje betretft. Experimentele bevestiging van de
voorspelling van antimaterie door de
Dit kan geen proton zijn, want Dirac vergelijking. Antideeltjes

protonen worden gestopt in het lood. oplossingen zijn een realiteit!



