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Week 4

• Les 4: Het waterstofatoom
• Wiskundige inleiding

• SV in drie dimensies

• Centrale vierkante sferische potentiaal

• Verstrooiing aan een gelokaliseerde potentiaal

• Deeltje in de Coulomb-potentiaal

• Opgaven: zie website



We gaan nu in drie dimensies werken en kiezen geschikte coördinaten 

Wiskundige inleiding

Het verband tussen Cartesische en sferische 

coördinaten is 

Ook geldt

De tijdsonafhankelijke SV in drie dimensies

De eerste term correspondeert met kinetische energie

met



We kiezen nu de meer geschikte sferische coördinaten

Transformatie van coördinaten

We maken gebruik van de volgende relaties (geschreven in matrixvorm)

Voor de Laplace operator vinden we dan

We kunnen deze vergelijking inverteren, en vinden



We laten nu in detail zien hoe we aan de eerste term komen

Toelichting

We hebben

Voor de tweede afgeleide geldt dan

Voor de eerste afgeleiden vinden we met de kettingregel

We kunnen dit schrijven als

Zo vinden we ook

Optellen geeft

Idem voor Δ𝜃 en Δ𝜙



We gaan de SV oplossen met scheiden van variabelen

SV in drie dimensies

We starten met de tijdonafhankelijke SV

We proberen de oplossing

We vermenigvuldigen met 

De linkerkant hangt niet af van r en 𝜃, en de rechterkant niet van 𝜙

Beide kanten dienen dus gelijk te zijn aan een constante, en we kiezen die als −𝑚2

en



We beginnen met het oplossen van de hoekvergelijkingen voor 𝜙

Hoekvergelijkingen voor 𝜃 en 𝜙

De vergelijking voor hoek 𝜙 luidt

Met als oplossing

In de klassieke fysica zouden we de hoekafhankelijkheid als sin- en cosfuncties

opschrijven, omdat de hoekenfuncties reëel dienen te zijn. In de kwantummechanica

bestaat een dergelijke beperking niet

De ruimtelijke richting is gekwantiseerd!

We eisen dat de oplossing eenduidig dient te zijn, bijvoorbeeld voor 𝜙 = 0 en 𝜙 = 2𝜋

We noemen m het magnetisch kwantumgetal



We beschouwen vervolgens de hoekvergelijking voor 𝜃

Hoekvergelijkingen voor 𝜃 en 𝜙

Voor hoek 𝜃 geldt

We hebben variabelen r en 𝜃 gescheiden, en kiezen als scheidingsconstante

Als we de dierentiaalvergelijking voor de afhankelijkheid van 𝜃
oplossen, dan vinden we dat eindige oplossingen mits

Dat levert

Voor de oplossingen geldt

We herkennen in de functies 𝑃𝑙
𝑚 cos 𝜃 de Legendrefuncties die polynomen zijn in 

cos 𝜃 en waarvan de vorm afhangt van de waarde van het kwantumgetal l en de 

absolute waarde van het kwantumgetal m



De Legendrefuncties komen veel in de natuurkunde voor, met name als het hoekgedrag

sferisch symmetrisch is

Sferisch harmonische functies 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜙

Geassocieerde Legendre polynomen

Normalisaties

Dit zijn de sferisch harmonische functies 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜙 en ze zijn orthogonaal

Complete hoekafhankelijkheid van een centrale potentiaal

We vinden

Dit exacte vorm van de potentiaal is niet relevant!

Er geldt



De radiële oplossing volgt uit de radiële vergelijking en die heeft een centrifugale term

De radiële oplossing

Radiële vergelijking

Kies

Het is een 1-dimensionale SV met effectieve potentiaal

Dan vinden we de radiële vergelijking

Verder dient nog te gelden dat 

De centrifugale term
ℏ2

2𝑚

𝑙(𝑙+1)

𝑟2
probeert deeltjes naar buiten te drukken

De volledige golffunctie is

De golffunctie moet verder begrensd zijn

Als we verder willen komen, dan hebben we nu een uitdrukking voor de potentiaal nodig



We sluiten een deeltje op in een drie-dimensionale put met oneindig hoge potentiaal

Centrale vierkante sferische potentiaal put

Er geldt

De golffunctie is dan nul buiten de put, terwijl de golffunctie binnen de put gegeven 

wordt door de radiële vergelijking

Voor 𝑙 = 0 vinden we dan

Voor de radiële golffunctie geldt dan

We dienen B = 0 te kiezen, want 

De randvoorwaarde vereist sin 𝑘𝑎 = 0 en dus 𝑘𝑎 = 𝑛𝜋 met 𝑛 = 1,2,3, …

We vinden dan 

met



De toestanden voor 𝑙 = 0

Centrale vierkante sferische potentiaal put

We vinden voor de energie

Dit hadden we al eerder gevonden (in hoofdstukken 2 en 3)

Voor 𝑙 = 0 vinden we als golffunctie dus

We hebben de normering gebruikt om dit te vinden

We gebruiken 3 kwantumgetallen (hoofd kwantumgetal, baan kwantumgetal en 

magnetisch kwantumgetal) om de toestanden te labelen: n, l en m

De golffunctie wordt dan geschreven als

De energie 𝐸𝑛𝑙 hangt enkel van n en l af



De algemene oplossingen

Centrale vierkante sferische potentiaal put

We algemene oplossing is 

Definitie

Sferische Besselfunctie 𝑗𝑙 𝑥

We vinden bijvoorbeeld

sferische Neumannfunctiess

sferische Besselfunctie

Voor kleine x geldt sin 𝑥 ≈ 𝑥 en cos 𝑥 ≈ 1

Dus geldt



De algemene oplossingen

Centrale vierkante sferische potentiaal put

We algemene oplossing is 

Randvoorwaarde

De Besselfunctie heeft echter oneindig veel nulpunten

We noemen 𝛽𝑛𝑙 het nde-nulpunt van de l-de sferische Besselfunctie

Dan geldt

Energietoestanden

Kies k zo, dat

Golffuncties

We kunnen 𝐴𝑛𝑙 uit de normering halen

Elk energieniveau is 2𝑙 + 1 keer ontaard

Dat zijn de mogelijke waarden voor m



Het waterstofatoom bestaat uit een elektron dat beweegt in de Coulombpotentiaal van het 

veel zwaardere proton

Deeltje in de Coulombpotentiaal

Coulombpotentiaal

We kiezen de oorsprong als de positie van het proton

De golffunctie schrijven we als

De radiële golffunctie

Met

Coulombterm is aantrekkend

Centrifugale term is altijd afstotend

We gaan de radiële vergelijking nu oplossen

Een belangrijk voorbeeld in de kwantummechanica



Oplossen van de radiële vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

Elektron in het waterstofatoom

We hadden

De energie is negatief en definieer nu variabele

Definieer vervolgens en

We verwachten oplossingen die gedempt zijn voor

In die limiet geldt

De laatste term blaast op voor en dus geldt B = 0 voor grote

Met algemene oplossing 𝑢 𝜌 = 𝐴𝑒−𝜌 + 𝐵𝑒𝜌



Oplossen van de radiële vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

Elektron in het waterstofatoom

In de limiet domineert de centrifugale term, en dan

Dit heeft als algemene oplossing

We scheiden dit asymptotisch gedrag af door een nieuwe functie te definiëren

Hiermee vinden we voor de radiële vergelijking

De laatste term blaast op voor en dus geldt D = 0 voor grote

Met



Oplossen van de radiële vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

Elektron in het waterstofatoom

We hebben

We schrijven de oplossing als een machtreeks

We hebben

Invullen in de radiële vergelijking levert

We dienen de coëfficiënten te bepalen

We vinden de recursierelatie



Oplossen van de radiële vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

Elektron in het waterstofatoom

We hebben

We beginnen met                 en vinden dan . Vervolgens bepalen we       etc,   

Grote waarden van j corresponderen met grote waar hogere machten domineren

In dit gebied geldt

Op die manier bepalen we 

We golffunctie blaast op bij grote en dat wilden we nou net vermijden! 

Neem even aan dat dit de exacte oplossing is

De uitweg uit dit dilemma is dat de machtreeks moet afbreken

Er bestaan een waarvoor



Oplossen van de radiële vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

Elektron in het waterstofatoom

Recursieformule

Voldoet aan

We hadden

En ook

We definiëren het hoofdkwantumgetal

Dit is de vergelijking van Bohr

Energie-eigenwaarden worden gegeven door



Oplossen van de radiële vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

Elektron in het waterstofatoom

Energieniveaus

Ontaarding voor niveau n: 

l = 0, 1, 2, .., n-1
m: 2l+1

Totaal n2



We kijken nu naar de golffuncties van het elektron in het waterstofatoom

Elektron in het waterstofatoom

We vinden

De golffuncties

met

Dus geldt

De coëfficiënten volgen uit

Voor de grondtoestand geldt n = 1 

Met golffunctie met

Met             een polynoom van de orde in  



We kijken nu naar de golffuncties van het elektron in het waterstofatoom

Elektron in het waterstofatoom

Voor niveau n = 1 vinden we                                                    met

Verder

Normeren

We vinden en

De toestanden zijn ontaard, en de constante is uit de normering te halen

De eerste aangeslagen toestand is n = 2 met



We kijken nu naar de golffuncties van het elektron in het waterstofatoom

Elektron in het waterstofatoom

Golffuncties

Met Laguerre polynomen vinden we 



We kijken nu naar de golffuncties van het elektron in het waterstofatoom

Elektron in het waterstofatoom

Golffuncties Waarschijnlijkheden



Metingen van de waarschijnlijkheidsverdeling in waterstof

Elektron in het waterstofatoom

Elektronenverstrooiing

Men werkt in momentum space en gebruikt PWIA



Metingen van de waarschijnlijkheidsverdeling in waterstof

Elektron in het waterstofatoom

Coordinate space en momentum space zijn elkaars Fourier transform



Metingen van de waarschijnlijkheidsverdeling in waterstof

Elektron in het waterstofatoom

Meetgegevens: de curve is een oplossing van de SV



Harmonische oscillator



• Systeem wordt verplaatst uit evenwicht
– Toenemende tegenwerkende kracht

– Harmonische oscillaties rond evenwichtspunt

• Frequency

– Potentiële energie

Harmonische oscillator
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• Hamiltoniaan

• Schrödingervergelijking

– Golffuncties

– Energieën

Quantum harmonische oscillator
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Huiswerk: opgave 3.5.1



Huiswerk: opgave 3.5.2



Huiswerk: opgave 3.5.2



Huiswerk: opgave 3.5.3

x



Huiswerk: opgave 3.5



Huiswerk: opgave 3.5



x

Huiswerk: opgave 3.5



Huiswerk: opgave 3.5







Huiswerk: opgave 3.5.7

Voor n = 1 vinden we 



Huiswerk: opgave 3.5.8


