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Wiskundige inleiding

We gaan nu in drie dimensies werken en kiezen geschikte coordinaten

Ny

Het verband tussen Cartesische en sferische "
coordinaten is : .
xr = rsinfcoso. |
0 |
|
y = rsinflsino, :
"
] 2z
2 = rcosf. :
|
|
Ook geldt r= a2+ 2+ 22 ~ : —
(P b X
________ el P

De tijdsonafhankelijke SV in drie dimensies

m 2m

. . h? 2
Hy = Ev ‘ Hy = (——& + U(r)) W(r) = —ﬁ—A-?._.-'fr(r} +Ul(r)y(r) = Eo(r)
De eerste term correspondeert met kinetische energie

2 2 a2 a2 2 2 - - -
P h o, o, o, h h (0O O 0 h
Evin=—=-— — + =5 + = =——A === 575 | ==V
K om 2m (01‘2 oy 022 2m met  p i \dx dy 0z ?




Transformatie van coordinaten

We kiezen nu de meer geschikte sferische coordinaten

We maken gebruik van de volgende relaties (geschreven in matrixvorm)

9 sin f cos @ sin @ sin ¢ cos 9
8?,-. b ANy (."' o o (."' AN am
2 = rcosffcos® rcosflsing —rsinf 2
89 AN A UL s - T - ay
9 —rsinfsing  rsinfcos o 0 9
BCID - - 4 h A L 8_7_’

We kunnen deze vergelijking inverteren, en vinden
d o ., cosfcosg sin ¢ K3
( pom \ / sinffcosgp ==L -2 \ ( o \

g — +. 1 cosflsing  cosg g
oy sinflsing  ———— T 30

N N R T A
Voor de Laplace operator vinden we dan

H? 0?2 02
A = : ‘
Ox? + 13, + 72

y
| 10 (450 L0 4 Lo
A=A +Ag+ Aca — ?_2 or (}" ' ) + r2sin 0 90 (Hlll 9%) 5]11 7 O]r’*)



Toelichting

We laten nu in detail zien hoe we aan de eerste term komen

13 (450 10 4 L
A=A+ D+ Ay =| - (2= - 50
We hebben +Ag+ Ay [},2 o (f‘ @I,)J“L 2 in 0 90 (“‘m 019) r2sin? § 0>

Voor de eerste afgeleiden vinden we met de kettingregel
My Or o T o x o

Or  Oxr Or \/IQ +y2 4+ 22 0r T ror

Voor de tweede afgeleide geldt dan

021 O (xoy\  Ox 1 o N O (10Y\ 10v L or 0 (1
0r2 Oz \ror) o6x\ror xch rOr )  ror ! Or or \r Or

921 1 o 220 (1 01’")

We kunnen dit schrijven als

Ox2 r or r dr \r or

_ 6??1": ldt y? 0 l o 62@-‘} l C)I,' 220 (100
Z0 vinden we ook — en

o2 rar v or\ror 022 7 d'r 7 Or \r Or

30U 22+ 220 100 30 ) [ 10
Optellen geeft A, (r) = Edl -+ &ty =) ? (ii) :[E(:h’ —I—-ri (ii)J
or

r Or r r or r or or \r Or

Idem voor Ag en Ay



SV In drie dimensies

We gaan de SV oplossen met scheiden van variabelen

We starten met de tijdonafhankelijke SV

2 ) ' ) ; ' )2
Hy = — f [l 0 (12{—) + ! ht (51119£> + - ! 0 + V(-r)] Y(r) = E¢(r)

2m | r2 or or r2sin 6 00 o6 r2 sin? § 02

We proberen de oplossing (7,0, ¢) = x(r)g(6)h(o)

2 [1 0 [ 50xgh 1 9%*ygh 1 0 dxgh i

‘ _ R P _ _ Vi h = FExgl
2m [-rg or (r r ) M r2sin?f  O¢? + r2 sin 6 00 (5111 / a0 ) +V(r)xgh g
R? [gh d [ odx xg d2h vh d dg

‘ - Tt Vi(r)xgh = Exgh
2m [rz dr (I dr) * r2 sin? § d¢? ™ r2sin § df sin lﬁ)d(-} +V(r)xgh X9

We vermenigvuldigen met —2mr?sin® 6/ yghh?

1d?h —sin?6 d [ ,dy sinf d dg 2m 5 .
— — . — _ - _ 'Lf ;
‘ = & (r‘ dr) T (smﬁde) r sin? 0 [E (r)]

h do X g

De linkerkant hangt niet af van r en 8, en de rechterkant niet van ¢

Beide kanten dienen dus gelijk te zijn aan een constante, en we kiezen die als —m?

d2h 2 1 d dx 1 d dg 2m m?
> — = —m°h ——— (=) = — — S E-V(r)=-
do? " e y dr (r d-r) gsin@ df (Smﬂdﬂ) W2 | ()] sin®




Hoekvergelijkingen voor 6 en ¢
We beginnen met het oplossen van de hoekvergelijkingen voor ¢
d%h

2
1 = —m~h

De vergelijking voor hoek ¢ luidt

Met als oplossing  h(¢) = ™

We eisen dat de oplossing eenduidig dient te zijn, bijvoorbeeld voor ¢ = 0 en ¢ = 2w

‘ etml — gim2m ‘ 1 = cosm2m + isinm?2w
) 0| = 0.1,2,3 .

De ruimtelijke richting is gekwantiseerd!

In de klassieke fysica zouden we de hoekafhankelijkheid als sin- en cosfuncties
opschrijven, omdat de hoekenfuncties reéel dienen te zijn. In de kwantummechanica
bestaat een dergelijke beperking niet

We noemen m het magnetisch kwantumgetal



Hoekvergelijkingen voor 6 en ¢

We beschouwen vervolgens de hoekvergelijking voor 0

1d d 2m . m? 1 d /. d
Voor hoek 6 geldt —L—‘ (?‘2‘() + ?rz E—=V(r)] = : L (5111 HCQ)

dr sin2f gsinf do de

We hebben variabelen r en 8 gescheiden, en kiezen als scheidingsconstante (I + 1)

 sinf do

sin ) — 5 =
sin“ #

Dat levert 1 d ( f;g) N m2g 4 1)g
C

1 d oy 2m i X
—— | =)+ = |-V =Il(l+1)=
r2 dr (T d-?") h? | (Mix =1+ )?"2

Als we de dierentiaalvergelijking voor de afhankelijkheid van 6

oplossen, dan vinden we dat eindige oplossingen mits [ = |m|, |m| + 1, |m| + 2, |m| + 3, ...

Voor de oplossingen geldt g(f) = g1, (0) = f\-‘}"‘”ﬂ‘m'(cos 4)

We herkennen in de functies Pllml(cos 0) de Legendrefuncties die polynomen zijn in
cos 8 en waarvan de vorm afhangt van de waarde van het kwantumgetal / en de
absolute waarde van het kwantumgetal m



Sferisch harmonische functies Y™ (6, ¢)

De Legendrefuncties komen veel in de natuurkunde voor, met name als het hoekgedrag
sferisch symmetrisch is
di+Im|

. 1
Geassocieerde Legendre polynomen — P™(1) = —(1 - ;Lg)“‘”'ﬁﬁ[ 12— 1)
dptTim

20!

20+ 1 (I — |m|)! ]1;2

. . j\;?n — (m+|?n|)f2
Normalisaties ;= (1) ir (L+|m|)

Complete hoekafhankelijkheid van een centrale potentiaal Y;""(0, ¢) = A-'}mﬂ‘m‘ (cos @)e'™?

Dit zijn de sferisch harmonische functies Y/"(8, ¢) en ze zijn orthogonaal

Dit exacte vorm van de potentiaal is niet relevant!

Wevinden YP(6,¢) =./+.
Ylﬁ(r‘?._ P) = % cos 6. Yil 6. ¢) $1f - sin PeLi®
YP(0,0) =/1o=(3cos?0 —1).

Ergeldt < (r, 0,0) = x(r)g(0)h(6) = xa(r) Y™ (0, )



De radiéle oplossing

De radiéle oplossing volgt uit de radiéle vergelijking en die heeft een centrifugale term

. o l l 2mr?
Radiéle vergelijking ; (-r2 ;:) — r;;; V(r)—E]x =1(l+1)x
d |

Kies u(r) = ry(r) ‘ \ = u/r, dx/dr = [r(du/dr) — u]/r*, (d/dr)[r*(dx/dr)] = rd*u/dr?

. " e [ R ED]
Dan vinden we de radi€le vergeliking —5——5 o 2 |v=hku
. . . . . ) R Ul+1)
Het is een 1-dimensionale SV met effectieve potentiaal Vg =1V + 5 5
T r
De centrifugale term — (l: ) probeert deeltjes naar buiten te drukken

Verder dient nog te gelden dat / lu|?dr =1
0

De volledige golffunctie is 7™ (r, 0, ¢) = r~Lu;(r)Y;™(0, ¢)

De golffunctie moet verder begrensd zijn

Als we verder willen komen, dan hebben we nu een uitdrukking voor de potentiaal nodig



Centrale vierkante sferische potentiaal put

We sluiten een deeltje op in een drie-dimensionale put met oneindig hoge potentiaal
o0, T > a

Ergeldt V(r) = { 0,7 < a,

De golffunctie is dan nul buiten de put, terwijl de golffunctie binnen de put gegeven
wordt door de radiéle vergelijking

2 (141 E
% _ [ ( 2 ) ;.:2} " et = V2mE
dr r I3
_ ]12.
Voor [ = 0 vinden we dan % = —k*u mm) u(r) = Asinkr 4+ Bcoskr

Fr

Voor de radiéle golffunctie geldt dan x(r) = u(r)/r
We dienen B = 0 te kiezen, want lim,_,g coskr/r = oo

De randvoorwaarde vereist sinka = 0 en dus ka = nt metn = 1,2,3, ...

_ n2m2h? _
We vinden dan Eno=— . (n=1,2.3....)
2ma?




Centrale vierkante sferische potentiaal put

De toestanden voorl =0

.”2 ?T2 h?

We vinden voor de energie FE,g = (n=1,2.3....)

2ma? ’

Dit hadden we al eerder gevonden (in hoofdstukken 2 en 3)
1 sin(nmr/a)

Voor [ = 0 vinden we als golffunctie dus 00 = 5
ma r

We hebben de normering gebruikt om dit te vinden

We gebruiken 3 kwantumgetallen (hoofd kwantumgetal, baan kwantumgetal en
magnetisch kwantumgetal) om de toestanden te labelen: n, en m

De golffunctie wordt dan geschreven als ¥y, (7, 0, @)

De energie E,; hangt enkel van n en | af



Centrale vierkante sferische potentiaal put

De algemene oplossingen

We algemene oplossing is  u(r) = Arj(kr) + Bay(kr)

= [ T sferische Neumannfunctiess
Definitie  ji(p) = %'JH% (p) sferische Besselfunctie
I T
ni(p)=(=)/—J_,_1(p) _ .
( ( 2p 172 ( ‘ Sferische Besselfunctie j;(x)
We vinden bijvoorbeeld
Jo = % no = _C(;i
11:%_% nl:_c%sfr_'gigxa "’V‘\lzs
jQ_:(% %)Slna_%coszl nQ:_(% %)COSZI—%SIHZC ./< 3:*/(
\ 4K \
Voor kleine x geldt sinx =~ x en cosx = 1 A)/ /G"‘\ gt o
Dus geldt X () = Aji(kr) [




Centrale vierkante sferische potentiaal put

De algemene oplossingen

We algemene oplossing is x(r) = Aji(kr)

Randvoorwaarde X(a) =0 ‘ Kies k zo, dat Jg(k‘a) =0

De Besselfunctie heeft echter oneindig veel nulpunten

We noemen f,,;; het n%-nulpunt van de I-de sferische Besselfunctie

Dan geldt £ = % B

. , e
Energietoestanden FE,; = 53 B
Golffuncties Uy (1.0, ¢) = Apigi(Bur/a)Y,™ (6, ¢)
We kunnen 4,,; uit de normering halen
Elk energieniveau is (21 + 1) keer ontaard

Dat zijn de mogelijke waarden voor m




Deeltje in de Coulombpotentiaal

Het waterstofatoom bestaat uit een elektron dat beweegt in de Coulombpotentiaal van het
veel zwaardere proton
21
(&
4me, r
We kiezen de oorsprong als de positie van het proton

Coulombpotentiaal V=V({r)=-

De golffunctie schrijven we als ¢(7) = ¥(r.0,¢) = xi(r) - ¥,"(0, ¢)

2 72 2 2
De radiéle golffunctie _h_@ + € 1+ A 1T+ 1)

_ _ B
2m dr? Ategr  2m 12 “ “

Met u = ry

Centrifugal potential

S = P+ 1)
“2mr?

Coulombterm is aantrekkend

Centrifugale term is altijd afstotend

We gaan de radiéle vergelijking nu oplossen i |

Een belangrijk voorbeeld in de kwantummechanica

Coulomb potential energy
-2e?

Anegr




Elektron in het waterstofatoom

Oplossen van de radiéle vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

h* d*u e 1 hIUl+1)
We hadd — — — =
© hadden 2m dr? i { Ameg r i 2m 2 ] “ “
. . . . vV —2mkE
De energie is negatief en definieer nu variabele K = >
‘ 1 dQ’UJ | TTZ-@Q 1 n Z(l -+ 1)
— 5 — — — | u
K2 dr? 2megh?k Kr (k)2
Defini | e’
= KT =
efinieer vervolgens p en pPo SrealZn
d2u [([+1
R, _2:[1_po+(+;)]u
dp p p
We verwachten oplossingen die gedempt zijn voor £ — OO
d?u
In die limiet geldt e — u  Met algemene oplossing u(p) = Ae™? +}¢£
P

De laatste term blaast op voor p — OO en dus geldt B = 0 voor grote p



Elektron in het waterstofatoom

Oplossen van de radiéle vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal
d*u B [(1+1)
dp2 - pz

In de limiet p — 0 domineert de centrifugale term, en dan u

Dit heeft als algemene oplossing  u(p) = Cpltt —I—})p/_l

De laatste term blaast op voor p — (0 en dus geldt D = 0 voor grote

We scheiden dit asymptotisch gedrag af door een nieuwe functie ’U(p) te definiéren

et u(p) = p' e Pu(p)

b o 20+ 1] =0



Elektron in het waterstofatoom

Oplossen van de radiéle vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

d?v dv
We hebben W+2(l+1—p)d—p+[po—2(l+1)}’v—0
We schrijven de oplossing als een machtreeks v( Z a;p’
We dienen de coéfficiénten ag, a1, ... te bepalen
dU oo oo
i il — i N
We heoben - — Zmp = g(J + 1)ajip
d2
" ZJ (j+ Dajprp’~
P
7=0
Invullen in de radiéle vergelijking levert
Y G+ Dajp +200+ 1)) G+ Dajap’ =2 jajp’ +po =20+ 1] ajp’ =0

mmm) (+ Daj +2(0+ 1)+ Daj — 2ja; + [po —2(0+ 1)la; =0

2(j+l—|—1)—p0}
J+1D)(j+20+2)

We vinden de recursierelatie a1 = { (



Elektron in het waterstofatoom

Oplossen van de radiéle vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal
2(j‘|—l—|—1)—p0 }

(j+1)(j+20+2)

We beginnen met ag = A en vinden dan @ 1. Vervolgens bepalen we a2 etc,

We hebben aj+1 = {

Op die manier bepalen we v(p) = Z a;p

Grote waarden van j corresponderen met grote 0 waar hogere machten domineren
2] 2 2J

. . a‘] ;\> G;J _A

G+ g

Neem even aan dat dit de exacte oplossing is
o0 QJ ) B
) v(p)=A) v = Ae*  wmmhy u(p) = p' e u(p)
i—(0)
: ) (p) = Ap' e’

We golffunctie blaast op bij grote £ en dat wilden we nou net vermijden!

In dit gebied geldt a1 =

De uitweq uit dit dilemma is dat de machtreeks moet afbreken
Er bestaan een  jJmax waarvoor ;.. =0



Elektron in het waterstofatoom

Oplossen van de radiéle vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

2(j‘|—l—|—1)—p0 }CL'
G+D(G+20+2) )7

Voldoet aan 2(Jmax + 1+ 1) —po =0

Recursieformule a;4+1 = {

We definiéren het hoofdkwantumgetal 1 = jmax + ( + 1 ‘ po = 2n
2 -

me
We hadd =
€ hadden  £0 2meoh?k P h2 K2 me*
v—2mE - 2m 8mZedh?p?
En ook Kk = -

Energie-eigenwaarden worden gegeven door

2 2
m e 1 E1
E‘T?, = — - — T o e — 1-, 2-, 3q et
[ [27@2 (471'60) ] n?  oqp2 T EY ]

Dit is de vergelijking van Bohr




Elektron in het waterstofatoom

Oplossen van de radiéle vergelijking van een deeltje in de Coulompotentiaal

Energ|enlveaus s-states  p-states d-states f-states
eV (=0 (=1 (=2 (=3
0 r 0
—-0.85 = = ; E4
— 151 /IE3 et
~3.39 T
5
>N
20
&

-15 L

Ontaarding voor niveau n:
V(r) 1=01,2,.,n-1
m: 21+1
Totaal n?




Elektron in het waterstofatoom

We kijken nu naar de golffuncties van het elektron in het waterstofatoom

2 2
me 1 1 Amegh 10
' = —=— - o= = 0.529 x 10 m
We vinden K (47reoh2) . 2
r
Dusgeldt p = —
an

De golffuncties Vi (1,60, 0) = xni ()Y, (6, @)

met u(r) = rx(r) } Xui(r) = —p e u(p)

u(p) = p'e P u(p) :
Met v(p) een polynoom vande orde jmax =1 —1—1 in p  v(p) = Z a;p’
2 +1+1—mn) =0
G+ 0 +2+2)"7

2 2
Voor de grondtoestand geldt n =1 =) E; = — {272’2 ( - ) ] = —13,6 eV

De coéfficiénten volgen uit a1 =

Met golffunctie 1100(7, 0, ¢) = Rio(r)Yy (6,0) met Rip(r) = 40 ~r/a



Elektron in het waterstofatoom

We kijken nu naar de golffuncties van het elektron in het waterstofatoom

= Rio(r)Y2(0.0) met Rig(r) = e~

Voor niveau n = 1 vinden we 100(r, 0, ¢)

Jo'o 2 *00
Normeren / \R1027‘2d7‘ — GJL/ e 2r/an2 4, — ‘G’OP% -1
0 0

a

a2
) o = 2\/a
, 1 —r/a
r00(7, 8, 0) = —=¢
Verder YOO = 1/\/41 mTa
—13,6 eV
De eerste aangeslagen toestand isn=2met Lo = 4 = —3,4eV
: CLO ( ) —r/2a N ap —r/2a
1 — — —
We vinden  X20(r) = 2% % € en  X21(r) 4(1,2“)

De toestanden zijn ontaard, en de constante is uit de normering te halen

r/a



Elektron in het waterstofatoom

We kijken nu naar de golffuncties van het elektron in het waterstofatoom

Golffuncties n=1

n =2
n =2
n—=23
n=23
n=23

Met Laguerre polynomen vinden we

@Dnlm — \/(

[=0
[=0
[=1
[=0
[=1
[ =2

Y10 = QCL_B/QG_T/G,

9 3
)

(n—101-1)!

[
2r 2r |
—r/na 2041 —
QT’LK?’L—I-[)!PP (7’2,(1,) n—I[—1 (?’LCL) [ ( ’



Ak

Elektron in het waterstofatoom
We kijken nu naar de golffuncties van het elektron in het waterstofatoom

Golffuncties

0.8 —

0.7

1
I
1
|1
. 1 0.02 -
| e
061t 'l 0.01/
20 ) :
\ 1 N (. |
054 | 0 05
_‘ 1 0.02 —
. 1
1
; _\ 1 0.01
. 1
1
\
1
\
1 01
=3, 1=0
0 L | (N } C y
5 10 A 15 20
0.1
= n=3,l=1
0 1 1 TR T AU R i :
30 , 5 10 A 15 = A
\ P _"'i'_ I -'“2| » rla
B e 12 14 16 18 v
- U——_ 0 ' | |




Elektron in het waterstofatoom

Metingen van de waarschijnlijkheidsverdeling in waterstof

Elektronenverstrooiing

Men werkt in momentum space en gebruikt PWIA

(a) (b)




Elektron in het waterstofatoom

Metingen van de waarschijnlijkheidsverdeling in waterstof

Coordinate space en momentum space zijn elkaars Fourier transform

Coordinate Space

His H2s Hop

Momentum Space
His Hs H2p
Int, Int.
15 -1.5 =
15 1.5
p,an) p la) py la) 15

p, (au)

1.5 By (0] plau)

‘ig. 2. Three-dimensional plots of the probability density [#(x,v.0)|* in coordinate space and the probability density |é(p, .p,.0)|* in momentum space are
hown for the 1s, 25, and 2p, orbitals of the hydrogen atom. Note that in momentum and coordinate space the orbitals have the same symmetry. Also note
hat the more extended the orbital is in coordinate space, the more confined in momentum space. The node for the 25 orbital results in a density minimum
vhich is visible as a circle centered at the origin in both the coordinate- and momentum-space pictures.



Elektron in het waterstofatoom

Metingen van de waarschijnlijkheidsverdeling in waterstof

Meetgegevens: de curve is een oplossing van de SV

H(1s)

o 1200eV
x 800eV
A 400eV
—— 82 (1+p?)4

Q
o)

Intensity (arbitrary units)
O
o

llllllllillil-ll'l

Olllilllllll_l._l.lj_llll

0 02 04 06 08 1 12 14 1.6
Electron Momentum (a.u.)




Harmonische oscillator



Harmonische oscillator

e Systeem wordt verplaatst uit evenwicht 42
X

— Toenemende tegenwerkende kracht F=ma= mF = —kx
t

— Harmonische oscillaties rond evenwichtspunt  X(t) = ACOS(a)t + (p)

/k 27T
e Frequency @ = — =21V
‘m T

— Potentiéle energie V (X) = % kx*

N mm




Quantum harmonische oscillator

A D
. . A 1 .
e Hamiltoniaan H =p—+—ma)2x2

wz\/E:k:mwz V(x) = 2 kx?
2m 2 m 2

e Schrédingervergelijking H w)=E|y)

1 mo )" -meX m
— Golffuncties l//n(X)=\/ﬁ ;)j e 2 Hn(«/ij, n=012,..
"ni\ 7h

. 1 A ;
— Energieén E.=ho| n+—
Parity
\ J: ““’(’;-\L vl _/C\ "
N[ n=3 Hoy(X) =1
+ Hl(X)IZX E F
\/ o n=2 H,(x)=4x* -2
_ < H,(x) =8x°-12 _AFJ&_ ~J Uf\
ne=1 H,(x) =16x* —48x* +12
dh N Hs (x) = 32x° ~160° +120x © =
=P)c(atr-:ntial N : =0 H, () = 64x° —480x* +720x* —120 1 _,/\

0 0 H, () =128x" —1344x° +3360x® —1680X N/




Huiswerk: opgave 3.5.1

Opgave 5: Harmonische oscillator

De golffunctie W(x, t) voor de laagste energietoestand van een eenvoudige harmonische oscillator,
bestaande uit een deeltje met massa m waarop een lineaire herstelkracht met krachtconstante

_(Tm 2 (i/2)x/C it . .
C werkt, kan worden geschreven als W(x,t) = Ae”(VEm/2h)27, G2V C/mE - waarbij de reéele
constante A elke waarde kan aannemen.

1. Verifieer dat deze uitdrukking een oplossing is van de schrodingervergelijking voor de be-
treffende potentiaal (V(x,t) = V(x) = Ca?/2).

Oplossing: We onderzoeken of de vergelijking een oplossing is, door hem in te vullen in de
Schrodingervergelijking en te controleren of hij hieraan voldoet. De Schrodingervergelijking

luidt e 02@( : U (z.0)
OV (x, t O (. ¢

= " )W (2, 1) = ih—

[ ST + V(z,t)W(x,t) =ih Y ]

Allereerst bepalen we de relevante partiele atgeleiden.

oW (x,1) vVCm

(15)

= — W(x,t),
5 — (x,1),
O*W (1) C'm Cma?
— = — W, W(x.t),
oV (x,t) i |C

= ——\/—W(x.t).
ot 2V m (2,1)



Huiswerk: opgave 3.5.2

Invullen in de Schrodingervergelijking levert

h? VCm h? Cma? Ca? i [ C
W(x,t) — U(x,t)+ —V(x,t) = —ih—\/ —V(x,t). 17
+2m h (z,1) 2m  h? (z,1) + 2 (1) "\Nm (z,1) (17)
We kunnen nu overal W(z,t) wegstrepen. We vinden dan
h Cz?> C2* h |C
—VCm — = —\/— 18
+Qm " 2 + 2 2V m (18)

en het is duidelijk dat de vergelijking inderdaad een oplossing van de Schrédingervergelij-
king is.

21)



Huiswerk: opgave 3.5.2

Invullen in de Schrodingervergelijking levert

h? VCm h? Cma? Ca? i [ C
W(x,t) — U(x,t)+ —V(x,t) = —ih—\/ —V(x,t). 17
+2m h (z,1) 2m  h? (z,1) + 2 (1) "V (z,1) (17)
We kunnen nu overal W(z,t) wegstrepen. We vinden dan
h Cz?> C2* h |C
—VCm — = —\/— 18
+Qm " 2 + 2 2V m (18)

en het is duidelijk dat de vergelijking inderdaad een oplossing van de Schrédingervergelij-
king is.
. Bewijs dat W(z,t)*W(x,t) reéel is, en enkel positief of nul kan zijn.

Oplossing: Hiertoe schrijven we de golffunctie als
Wz, t)=alx,t) +ib(x,t), (19)

met a(x,t) het reéle deel en b(x, t) het imaginaire deel van de golffunctie. Voor de complex
geconjugeerde golffunctie geldt dan

U*(x,t) = alx,t) —ib(x, t), (20)
Het product W(x,¢)*W(x,t) kan geschreven worden als

Wz, )" W(x,t) = (alx,t) —ib(z,t) (a(x, t) +ib(z,t) = a®(x,t) + b*(x,t) > 0. (21)



Huiswerk: opgave 3.5.3

. Bereken de waarschijnlijkheidsdichtheid voor de eenvoudige harmonische oscillator in de
laagste energietoestand met behulp van de gegeven golffunctie.

Oplossing: De waarschijnlijkheidsdichtheid wordt gegeven door de uitdrukking W (xz,t)*W(x, t)
en indien we de gegeven golffunctie gebruiken, vinden we

W, 1) W (2, 1) = (Ae (VCm /2h) 2> /2)\/(“/?711) ( —(v/Cm /2h) a2 (i/?)\/C/mt) . (22)

De complexe exponenten (het fasedeel) vallen weg en we houden over

Uz, ) W(z, 1) = A% met a= Cm- (23)

h

(b)

A

klassiek toegestaan gebied



4. Evalueer de voorspellingen van de klassieke fysica voor de waarschijnlijkheidsdichtheid van
een eenvoudige harmonische oscillator in de opgave en vergelijk het resultaat met dat

gevonden in de vorige deelopgave.

Oplossing: In de klassieke fysica hebben we te maken met een deeltje, dat zich als het ware
in een paraboolvormige kom bevindt. Klassiek komt de laagste energietoestand overeen
met de situatie dat het deeltje zich in rust op positie ¥ = 0 bevindt. Uiteraard is dat
in strijd met de onzekerheidsrelatie en vinden we in de quantummechanica derhalve een
nulpuntsenergie. We zullen in het volgende de situatie met klassieke fysica beschrijven.

Het klassicke deeltje is onderhevig aan cen kracht die evenredig is met de verplaatsing van
de evenwichttoestand en gericht is naar » = 0. De oscillator heeft een potentiéle energie,

Vir)= o=, (24)

zodat het deeltje een kracht
= =-Cux (25)

ervaart, met C' de zogenaamde veerconstante. Door gebruik te maken van de tweede wet
van Newton, vinden we de differentiaalvergelijking

d?x

P —Cr. (26)

m

Deze vergelijking heeft als oplossing (controleer dat maar door invullen)

[:r(t) — Acos (wol + @).] (27)

waarbij A de amplitude, ¢ de fasehoek en wy = 1/% de hoekfrequentie zijn. We kunnen
de snelheid van het klassieke deeltje vinden door de afgeleide te nemen en dat levert
dx

v(t) = - = —woA sin (wot + ¢). (28)



De uitdrukkingen voor = en v komen voor in de formule voor de totale energie en produceren
een bewegingconstante.

1 . 1
E = K+V = 5?71.-1.-*2 + 5(.7:1“.2
m _ C .
= SwpA?sin? (wot +0) + o A% cos” (wot + 0)
C
= 4% (29)

Dit resultaat kan geherschikt worden, zodat we v als functie van x krijgen,

_ (2 C o\ _ . /C a2 o _ 1
v= \/m (E - §I ) — \/E (A - ) Pkla551ek($)d$ — A2 — 12
Het is duidelijk dat 2> niet groter kan zijn dan A%, anders kan v niet de fysische snelheid
van het klassieke deeltje voorstellen.
v P klassiek
(a) = (b)
\ / E
| L, %
| -A A -A A ¥
przzzziA Yoz

Verboden Toegestaan Verboden



De uitdrukkingen voor = en v komen voor in de formule voor de totale energie en produceren
een bewegingconstante.

1 . 1
E = K+V = 5?71.-1.-*2 + 5(.7:1“.2
m _ C .
= SwpA?sin? (wot +0) + o A% cos” (wot + 0)
C
= 4% (29)

Dit resultaat kan geherschikt worden, zodat we v als functie van x krijgen,

R O, _\/C A2 _ 2 : _ 1
v = \/m (E 536 ) =\, (A €T ) PklaSSlek(SC)diC — Y e
Het is duidelijk dat 2> niet groter kan zijn dan A%, anders kan v niet de fysische snelheid
van het klassieke deeltje voorstellen.
Pklassiek
(b)
(a)
>
-A A X




De uitdrukkingen voor = en v komen voor in de formule voor de totale energie en produceren
een bewegingconstante.

1 5, 1
EF = K+V= 5?71.-112 + 50:1“.2
= T—;w&q? sin? (wot + @) + 5&12 cos? (wot + @)
C
= 5442. (29)

Dit resultaat kan geherschikt worden, zodat we v als functie van x krijgen,

R C o\ /Y (g2 2 : _ 1
v = \/m (E — 536 ) = \/E (A — T ) PklaSSlek(SC)diC — Y e
Het is duidelijk dat 2> niet groter kan zijn dan A%, anders kan v niet de fysische snelheid
van het klassieke deeltje voorstellen.
Pklassiek
(b) (b)
X >
-A A X

klassiek toegestaan gebied



5. Normeer de golffunctie door de waarde van de willekeurige constante A te bepalen, zodanig
dat de totale waarschijnlijkheid het deeltje ergens aan te treffen gelijk wordt aan 1.

Oplossing: We normeren de golffunctie door de totale waarschijnlijkheid op 1 te stellen,
ge ¢ e o]
/ Pdx = / U*Wdr = 1. (33)
— 00 — 00

De waarschijnlijkheidsdichtheid is uitgerekend in opgave 5.3 en we vinden

U, ) W t) = A2~ met = V?’”’ o i C/(;m
T




5. Normeer de golffunctie door de waarde van de willekeurige constante A te bepalen, zodanig
dat de totale waarschijnlijkheid het deeltje ergens aan te treffen gelijk wordt aan 1.

Oplossing: We normeren de golffunctie door de totale waarschijnlijkheid op 1 te stellen,
ge ¢ e o]
/ Pdx = / U*Wdr = 1. (33)
— 00 — 00

De waarschijnlijkheidsdichtheid is uitgerekend in opgave 5.3 en we vinden

vCm

U(x, 6)*" U (x,t) = A2 et g = - \/7 \/Cm

6. Bepaal de verwachtingswaarde < x > voor een deeltje in de laagste energietoestand van
cen harmonische oscillator door gebruik te maken van de golffunctie en waarschijnlijkheids-
dichtheid berekend in de vorige opgaven.

Oplossing: De verwachtingswaarde < x > volgt uit

00

<a >=< Vx|V >= /

—00

U*(x, )W (x, t)dr = /.OO U (x, )W (x, t)dr. (45)

—00
We zien direct dat het tijdafhankelijke deel wegvalt en schrijven met behulp van vergelijking
(23)
50 ,
<r >= AQ/ xe " du. (46)
— o0

Het resultaat van deze integraal is gelijk aan nul, want we integreren over het product van
2 . .
cen oneven () en een even (e~ ) functie. Derhalve is < @ >= 0.




Huiswerk: opgave 3.5.7

7. Beschouw een deeltje met mass m dat zich vrij kan bewegen langs de x-as tussen posities
r = —a/2 en ¥ = +a/2, maar waarbij het strikt verboden is dat het deeltje zich buiten
dit interval bevindt. De golffunctie van het deeltje kan geschreven worden als W(x,t) =
A cos %e_"‘Et/ " binnen het interval en is gelijk aan nul erbuiten. Bepaal de energie van de
laagste energietoestand.

2
FE =17 = % ; 2 |
Voor n = 1 vinden we A B E, 4
L
V(x,t) = Acos e TiEt/h ®
a
252 C D
B = w“h E, y
2ma? N\ ANEVA
\/
E F E2 L]
N - E . K
\ SSA 1
d ki Ko ks koo




Huiswerk: opgave 3.5.8

De verwachtingswaarde van @ wordt gegeven door de integraal

.0 .a 9 9
<.’L‘>:/ lIl*:v\IJdac:/Q Zx cos? 7T—mdac:() A==
e hoo T 2R/ T TXL | TX
<p>:/ \P*——\Dd;}c:/ —— (——) cos — sin —dx = ()
oo 1O —aai a a a
o0 ‘5 3 3 2
9 % 9 2 2 9 9 X 2@ T m a 2
_ < 200y =22 ([ _ D)= —6
<at > /_OO\II:E‘I!d:L‘ /_% ~ 7 cos adm o (24 4) o (7% —6)

jn]

— /2 P* (2771,*5'71&) Wdr = 2mE1/2 U*WUdr = 2mE;

2 9
a- 7 —0
(AI)Q —< 2? > — < >i=

no|Q

T2 12 2
||~ Ardp— ™5~ 057h
2_2 1

N 2
hom*
(Ap)* =<p* > — <p>P=2mE = —




